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Zur  Theorie  der  Flächen  und  partiellen  Diffei;|^tial- 

gleichnngen. 

Von  Dr.  A.  Enneper  , 

Docent  an  der  Uniyersität  Qöttingen. 


I. 

Bei  analytischen  Untersnchungen  über  die  Theorie  der  Flächen  und 
Linien  auf  denselben  ist  es  bekanntlich  vortheilhaft,  die  orthogonalen  Co- 
ordinaten  eines  Punktes  in  Function  zweier  Variabein  darzustellen ,  oder 
mit  andern  Worten ,  einen  Punkt  der  Fläche  als  Durchschnitt  zweier  Cur- 
Ton  anzusehen ,  deren  jede  zu  einem  besonderen  System  gehört.  Bestimmt 
man  die  Lage  eines  Punktes  durch  die  Richtung  seiner  Normale ,  so  erhält 
man  ein  System  von  Formeln,  welches  sehr  geeignet  zu  sein  scheint,  Flä- 
chen zu  finden,  welche  durch  eine  partielle  Differentialgleichung  gegeben 
sind.  Die  Darstellung  des  Integrals  einer  solchen  Gleichung  in  Form 
einer  Belation  zwischen  den  Coordinaten  gelingt  nur  in  wenigen  Fällen, 
und  würde,  wegen  voraussichtlicher  Complication  der  gesuchten  Relation, 
ziemlich  zwecklos  sein,  während  es  oft  ausführbar  ist,  dieses  Integral 
durch  ein  System  von  drei  Gleichungen  zwischen  den  Coordinaten  und 
zwei  Variabein  zu  ersetzen. 

Seien  or,  ^,  z  die  orthogonalen  Coordinaten  eines  Punktes  einer  Fläche; 
den  Winkel,  welchen  die  Normale  mit  ihrer  Projection  auf  die  Ebene  der 
x  nndy  bildet,  bezeichne  man  durch  <&,  und  durch  q>  den  Winkel,  welchen 
die  bemerkte  Projection  der  Normale  mit  der  Achse  der  x  einschliesst. 
Setzt  man 

dz  dz 

OS  oy 

80  sind  ^  und  q>  durch  die  Gleichungen  bestimmt : 

l  =  iangg>,    coi ^  =  y {p*  +  q') 
P 

oder  umgekehrt: 

1)  p  =  cot&  cos  fpy  q^=^coi%  sin  9. 

Z0iiMchji/i  rar  MMtbematik  a,  Phytik.  VII ,  i.  \ 


s 


2    Zur  Theorie  der  Flächen  und  partiellen  Differentialgleichungen. 
Bedient  man  sich  der  Ealer^schen  Bezeichnnngen: 

so  geben  die  Gleichungen  llnäöiiVp  und  ^  differentiirt : 

dp  ••-^ar«  '    dy     dg  bx        dy 

^  =  —  cot^ sin g3tvi.r-.K-  +* ^ ,    —  =  coid^  cosq>  =  5  --  +  /  —  , 
d(p  .   ..\  "0(p        0(p      dq>  o<p        dq> 

Ftifc  iv"i/T  erhält  man  ans  diesen  Gleichungen  folgende  Werthef 
-.  . '  • '•^'  2) 

\f^±'dy      dxdy\  ^_    .      ^y  ,  coscpdy 

,(dj^d^_d^dA^_  dj^_sin^dx 

(dxdy      dxdy\  .      dx      coswdx  ^  dy      simpda 

d(pdd'      d»d(pj  ^dd^      sin^^dq>  ^d&^sin^^dtp 

Der  doppelte  Werth  von  s  giebt  die  Relation : 
ON  ^^  t     .      dy      (  .    •  dx  dy\    .  ^ 

.  d(p  dtp       \         09  o^J 

Diese  Gleichung  findet  also  für  jeden  Punkt  einer  Fläche  statt.  Ist 
eine  partielle  Difi'erentialgleichung  zwischen  p^  g,  r,  s,  i  gegeben,  so  kann 
man  dieselbe  mit  Hilfe  der  Gleichungen  2)  und  3)  durch  ein  System  zweier 
partiellen  Difi'erentialgleichungen  erster  Ordnung  ersetzen. 

Für  die  beiden  Hanptkrümmungshalbmesser  ^j,  q^  hat  man  bekannt- 
lich die  Gleichungen: 

^1  +  ^t  = rt  —  s^ ^^       ^  "^  ^^  * 

Durch  Substitution  der  Werthe  von  r,  s,  i  aus  2)  gehen  diese  Glei- 
chungen über  in: 

4)      — (^i  +  ^,)«>t^co*d  =  («i>ig)T cosq>^  )$ind^ 

\         oq>  o  (p/ 

(         dx   ^  dy\ 

e>  .   «        A       dxdy       dxdy 


{dx   .  dy         \{dx  .  t>y    .     \ 


(dx  dy   .      \{dx    .  dy         \ 

-  Vä^  ""* '^  +  ä^  *"' «"J  Vä^  *'"  "  -  ä» '"* ''> 

Elimmirt  man  aas  ö) 


Von  Dr.  A.  Ennepeb. 

dx    .  dy  dx  ,    ^y    . 

dq>  dq>  dtp  dq> 

mit  Ililfe  der  Gleichungen  3)  und  4),  so  folgt: 

Bezeichnet  man  durch  d£  ein  Flächenelement,  so  ist: 

Fuhrt  man  q)  und  ^  statt  x  und  y  als  unabhängige  Veränderliche  ein, 


so  wird: 


Für  eine  Kugelfläche ,  deren  Halbmesser  ssur  Einheit  genommen  wird, 

hat  man 

d2!^=cos^dQdq>, 
also 

welche  Gleichung  die  bekannte  Definition  für  das  Maass  der  Krümmung 
einer  Fläche  enthält.  Setzt  man  in  die  Differentialgleichung  der  Krüm- 
mungslinien : 

dxdq  —  dydp  +  (p  dq  —  qdp)  dz  =  0 

dz  =  cot9  (cos q>dX'^Bing>dy) 

-           cos  CP  rv  ^      ^                            ^          sin  q> 
dp  =  —  cotbsinq>dq> ^TS       '    dq  =  coi^  cosq>  dq> r-f-d^y 

so  nimmt  diese  Differentialgleichung  folgende  Form  an: 

oder 

-cosg>  +  —smg> 

mittelst  der  Gleichung  8)  eliminirt; 

7)  gl  Sin  g,  -  ll  cos  y)  [cos'  ^  {d  q>f  -  {d  ^f] 

+  I  -^  cos<p  —  ^  sing}  +  (^  sin  9  +  ^  cos<pJ  cot^^  dq>  d^  —  O. 

Sind  X  und  y  in  Function  von  d  und  q>  bestimmt,  so  giebt  die  Inte- 
gration der  vorstehenden  Differentialgleichung  zwei  Relationen  zwischen 
g>  und  d,  d.  h.  die  beiden  Systeme  von  KrümmuiigcAinieTi  ^VüeT  YVSlOdl^« 
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II. 

Ein  einfaches  Beispiel  znr  Anwendung  der  obigen  Formeln  bieten  die 

Botationsflächen ,  deren  partielle  Differentialgleichung  ist 

qx — py  =  0 

oder 

X  $inq>^=iy  cos  g>. 

Bezeichnet  man  durch  u  eine  näher  zu  bestimmende  Function  von  ^ 

und  q> ,  so  kann  man  setzen : 

X  =  U  COS{py 

y  =su  sin  q>.     • 
Hieraus  folgt: 

dx  ,       dy       du  dx  dy       ^ 

Die  Gleichung  3)  geht  hierdurch  über  in : 

u  ist  aldo  von  tp  unabhängig  und  enthält  nur  d.     Der  Werth  von  z  folgt 
mittelst  der  Gleichung: 

(dx  dy         \^  {dx  dy         \^ 

5-  CO*  9  +  ^  sintp)  dfp  +  cot^  (^-^  ^os  q>  +  ^sttifp)  d^ 

=  —-  col^.d^^ 
d^ 


Z=    I   TT^COt^  .d^. 


~J  da 

Für  eine  Rotationsfläche  hat  man  demnach: 

x=f{0)costpy    yz=zf{Jd)sinq>,    zz=:  I  f  (fi)  coi^  da% 

wo  f{p)  eine  beliebige  Fanction  von  &  bedeutet. 

Steigt  die  partielle  Differentialgleichung  der  Fläche  auf  den  zweiten 
Grad,  eliminirt  man  r,  Sy  t  mit  Hilfe  der  Gleichungen  2),  so  erhält  man 
zwei  Gleichungen  zwischen 

dx      dx      dy      dy 
dg>'    da'    d^'    Fä' 

Differentiirt  man  diese  Gleichungen  nach  ip  und  ^,  so  lassen  sich  zwei 
partielle  Differentialgleichungen  für  x  und  y  herstellen ,  deren  Integration 
mehr  willkürliche  Functionen  involvirt,  wie  nöthig  ist.  Snbstituirt  man 
die  gefundenen  Werthe  von  x  und  y  in  die  beiden  ursprünglichen  Glei- 
chungen ,  so  erhält  man  zwei  Relationen  zwischen  den  arbiträren  Functio- 
nen, durch  welche  ihre  Zahl  auf  das  gehörig^  Maass  reducirt  wird.    Dieser 


*)  In  den  folgenden  Entwickelnngen  sind  alle  willkürlichen  Constanten,  welche 
durch  Integrationen  von  Differentialgleichungen  heryorgemfen  werden,  weggelassen, 
sobald  diese  Constanten  in  geometrischer  Besiehung  nur  eine  parallele  Verschiebung 
Bbt  Coordinatenachsen  bedeuten. 
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Uebelstand,  sswei  partielle  Differentialgleichungen  zu  integriren  und  nach- 
her die  willkürlichen  Functionen  auf  ihre  kleinste  Anzahl  zu  reduciren, 
wird  häufig  dadurch  aufgewogen,  dass  die  Differentialgleichungen  für  x 
und  y  bedeutend  einfacher  sind,  wie  die  ursprüngliche.  Man  kann  die  Be- 
stimmung von  X,  y  und  z  auch  auf  folgende  Weise  machen,  indem  man 
ttatt  der  abhängigen  Veränderlichen  z  eine  Function  von  x,  y,  z  nimmt 
und  die  Winkel  von  q>  und  d-  wieder  als  unabhängige  Veränderliche  nimmt. 
Man  setze  mit  Legendre  (Mem.  de  Vacad. pour  tannee  1787,  oder  auch 
8  er  rat  in  LiouviUe*s  Journal  T.  XI) 

8)  Vz=px  +  qy — z 

und  sehe  Xy  y,  z  als  Functionen  yon  p  und  q  an.     Da  nun 

dz=pdx  +  qdy, 
dF=xdp  +  ydq, 
80  folgt: 

dV  dV 

^  =  a^'    '=Vq' 
Aus  den  Gleichungen: 

dp^^rdx  +  sdyy   dq  =  sdx  +  tdy 

erhält  man 

(rt  —  8^)dx  =  idp  —  sdqy 
{rt  —  /)3y  =  —  sdp  +  rdq^ 

dx_       i       _d^V     dy_      r       _d*V 
dp~rt  —  sF~dp*'    dq~rt'-sF~dq*' 
dx ay_  s  dFV 


folglich : 


^  ^  dq       dp  rt'-sF       dpdq* 

^""^"^Ad^dq"        dpdqj~^' 

Statt  p  und  q  führe  man  wieder  tp  und  ^  als  unabhängige  Variabele 

ein.     Die  beiden  Gleichungen: 

dV      dVdp    ,dVdq  ,       ^dV  dV    .        ,dV 

_==_-£:  +  r-^  tan(f9^—  —  —  ««9>  +  öT  co$q> 

dip      dpofp      oqctp      -  o<p  op  cq 

dV     dVdp  ,  dvdq   '''*®'        .,^dv        dv         .dv  . 

—  =z= i-H —2  —  strr&  x-  =  —  TT'  cos  <p  +  -T-  sma 

geben,  mit  Bttcksicht  darauf,  dass  —  =a:,   ö~  =y 

dV  dV 

«  =  —  tin*  ^  r--C08g>  —  fang  ^  —  «V19, 

dv  0(p 

.    dV  dV 

1  09  Ofp 

dV 
z  z=zpx  +  qy  —  r=  —  «md  cosO  ^-1  —  V^« 

UV 


11)  "■ 
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Die  dritte  der  vorstehenden  Gleichung,  oder,  was  dasselbe  ist,  die 
Gleichung  8)  folgt ,  wenn  ia  px-^r  qy=^  cotd'  {x  cosq>  +  y  sin^)  für  x  und  y 
ihre  Werthe  aus  den  beiden  ersten  Gleichungen  substituirt  werden. 

Aus  den  Gleichungen : 

W  d*V  d^V  d  (  dV\ 

^-r  sxntp  coS(p  —  ^-j-  stnq>cosq>  —  ,     .    cos 2 9  =  51«'^^-  l  tang^—  I 

erhält  man ,  wegen  9),  für  r,  «  und  i  folgende  Gleichungen  : 

/  /  d^V  dV\ 

j—-,^  tang»[tang9—  -  m» *  -  j  .  ««^ 

r  (  W  ,     dV\ 

—^^ia„ga\^tang^—  -  sin^^-)  .  cos^g>       . 

+  5m«  ^  —  Isin*  ^  ^  j  ««"'  g)  —  2  5m«  0  —  ( /«wgf  ^  r-  j  *  »>'  (pcos<p, 

s  f  d^V  .     dV\ 

=  (ang  & [  lang&-r—z  —  sirr  ^  —-  ) .  sin cp  cos q> 

r/  — 5«  \    ^    dfp*  dq>J 

"  ««'^  ^^  (5m«  ^-t-l)  sinq>  cosw  +  5m« -^  ^-^\^^^9^T~  )  ^^*  2g). 

Ist  nun  eine  partielle  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  zwischen 
Py  Q9  r,  s,  t  gegeben,  so  kann  man  dieselbe  mittelst  der  vorstehenden  Glei- 
chungen in  eine  partielle  Differentialgleichung  von  V  nach  qf  und  &  trans- 
formiren,  ist  dann  V  in  Function  von  q>  und  9  gefunden  |  so  geben  die 
Gleichungen  10)  x,  y,  z  in  Function  derselben  Yariabeln. 

Durch  Einfuhrung  der  Function  V  nehmen  die  Gleichungen  4)  und  7) 
folgende  Formen  an: 

d*V      d^V  dV 

12)  {qi  +  ^»)  cos^.coi^  =  ^  +  ^  <^o**  ^  +  <^o^^  (2  cot^  —  tang  ^)  o^. 

13)  [(ag,)«oo5«^-  (a^)]^(/fl;»^^^) 

Die  vorstehenden  Gleichnngen  sind  in  ihren  Anwendungen  viel  brauch- 
barer, wie  es,  nach  ihrer  etwas  complicirten  Form,  zuerst  den  Anschein 
haben  könnte.  Es  braucht  wohl  kaum  hervorgehoben  zu  werden,  dass  bei 
allen  Untersuchungen  Über  Flüchen,  in  welchen  die  Yariabeln  q>  und  ^  er- 
scheinen ,  die  developpabelen  Flächen  ausgeschlossen  sind ,  da  sie  die  ein- 
zigen Flächen  sind ,  deren  Punkte  nicht  in  Function  von  q>  und  ^  darge- 
steJ/t  werden  können. 
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m. 

Sind : 


cos  a       cos  ß       cos  y 
die  Gleichungen  der  Achse  einer  Botationsfläche ,  so  ist  die  Fläche  durch 
die  partielle  Differentialgleichung  bestimmt : 

cosu  (s'^  +  y)  —  cosß{jßZ'\-x)  —  cosy{gx — py)  =  0. 
Seist  man  hierin  für  ar ,  y  und  z  ihre  Werthe  aus  10)  ein ,  so  geht  die  vor- 
stehende Gleichung  über  in : 


(  —  «ri^+  Vcos^j  »  cos ^  {cos ß  cos (p  —  coscisinq>) 


dV 
-^  sin^\ (cos cicosg>  +  cos ß  sin q>)  sin ^-{^  cosy  cos d)\  r—  =  0. 

dg) 


Seist  man 

cos y  sin d'  —  {cos a  cos q>  +  cos ß  sin g>)  cos d'  =  w^ 
80  lässi  sich  die  partielle  Differentialgleichung  für  V  einfacher  schreiben : 

w 

oder 

—  (««O.F)—  ^—{stn^.V)—. 
cd'  oq>       dg>  ^  dq) 

Hieraus  schliesst  man  unmittelbar: 

sind,  V=^f(rv), 

wo  f{Tv)  eine  beliebige  Function  von  w  bezeichnet.     Setzt  man  also  in  den 

Gleichungen  10) 

sind  ,y  =  f(cos  y  sind  —  cos  d  {cos  acos(p  +  cos  ß  sin  g>)\ 

80  gehört  der  Punkt  (^,  y,  z)  einer  Kotationsfläche  an.     Nimmt  man  die 

Achse  der  z  zur  Kotationsachse ,  so  hat  man  cosa^=  0,  cosß  =  0,  cosy  =  1, 

also 

Sind 
Seist  man  sur  Vereinfachung: 

cosdf{sind)  —  sin  d  cos  df' {sind)  =  m, 
wo  also  u  eine  Function  von  d  allein  bedeutet,  so  giebt  die  dritte  der  Glei- 
chungen 10)  durch  Differentiation  nach  d 

dz        du 

oder 

cotd .  dd. 


J  dd 


Man  erhält  so  wieder  die  in  II  aufgestellten  Gleichungen  für  eine 
Rotationsfläche.  Die  Rotationsflächen  bilden  einen  besonderen  Fall  einer 
allgemeineren  Art  von  Flächen ,.  deren  Krümmungslinien  durch  q>  z=z  Const. 
i^id  9  =  CoDst  bestimmt  8ind.    Setzt  man  in  der  G\Q>\c\kUu^  1^ 
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so  gebt  diese  Gleichung  über  in  ^g?  .  ^d  =  0,  d.  b.  cp  =  Const.  und 
^  =  Const.  Die  Gleichung  einer  Kotationsfläche  um  die  Achse  der  Zy 
nämlich  xsinq>  —  y  cosq>  =  Oj  ist  offenbar  ein  besonderer  Fall  der  Glei- 
chung 14),  in  welche  sie  durch  Differentiation  nach  ^  übergeht.  Setzt  man 
in  14)  für  s^  y  ihre  Werthe  aus  10)  ein ,  so  folgt : 


also : 


dV 


V=  cold'  f{q>)  +  t/;(0)  .  ro/^, 
wo  f{q>)  und  t|;  {d)  beliebige  Functionen,  respective  von  q>  und  ^  sind.  Für 
den  vorstehenden  Werth  von  F  geben  die  Gleichungen  10) 

X  =  f{q>)  cos q>  —  f' {q>)  sin q>+  {"^ (d)  —  sin O  cos ^  V (^) }  cos q> , 
15)      y  =  f{(p)sing>  +  /**  (g))  co*  g>  +  |^(^)  —  sin^cos^  ^' {&)\  sinq>y 
z  =  —  t(;'(0)co5*0. 
Die  vorstehenden  Gleichungen  lassen  sich  noch  etwas  vereinfachen, 
wenn  man  setzt: 

^  (ß)  —  sin^cos&  ^'(&)  =  M, 
dann  wird 

dx    d y 
Substituirt  man  in  14)  für  cp,  O,  r—,  ^--  ihre  Werthe  in  Function  von 

Py  9j  ^1  ^}  ^  mittelst  der  .Gleichung  1)  und  2),  so  erhält  man  die  partielle 
Differentialgleichung  zweiter  Ordnung: 

14)  p{Mr  —  ps)  =  q  {pt  —  qs). 

Die  Flächen,  welche  in  dieser  Gleichung  enthalten  sind,  bilden  eine 
Art  von  Canalflächcn.  Bewegt  sich  ein  fester  Punkt  innerhalb  oder  ausser- 
halb einer  Kotationsfläche  auf  einer  ebenen  Curve ,  deren  Ebene  zur  Achse 
der  Fläche  senkrecht  ist,  und  bleibt  sich  die  Achse  der  Kotationsfläche 
immer  parallel ,  so  werden  alle  Botationsflächen  von  einer  Fläche  einge- 
hüllt, welche  durch  die  Gleichung  14)  charakterisirt  ist,  für  den  Fall,  dass 
die  Rotationsachse  zur  Achse  der  z  genommen  wird.  Seien  o  und  ß  Func- 
tionen eines  Parameters  jl,  so  dass  durch  Elimination  von  iL  zwischen  den 
Gleichungen  a;  =  a,  y^=ß  die  Gleichung  der  Curve  folgt,  auf  welcher 
sich  der  feste  Punkt  der  Rotationsfläche  bewegt.  Nimmt  man  den  festen 
Punkt  zum  Anfangspunkt  der  Meridiancurve ,  so  ist  die  Gleichung  der  Ro- 
tationsfläche 

16)  >'(('-«)*+ (y-lJ)*)  =  nO. 

rro  ^(^)  eino  beliehige  Function  von  z  bedeutet.    Die  Gleichung  der  ein- 


Von  Dr.  A,  Ennepeb.  9 

bülleoden  Fläebe  folgt  dann  dnrch  Elimination  von  k  zwischen  der  Glei- 
chnng  16)  and  der  folgenden : 

(«-«)||+(»-«H=o. 

Wagen  dieser  Gleichung  giebt  die  Gleichung  16)  nach  x  und  y  differentirt: 

ar  — «=pF'(5),    y—ß  =  qF'{z). 
Snbstitairt  man  diese  Werthe  von  x  —  a  nnd  y  —  /3  in  16),  so  folgt : 

^^^        F'iz)' 
Differentiirt  man  diese  Gleichang  wieder  nach  x  nnd  y,  eliminirt 

d_F(z) 

80  folgt: 

pr  +  qs__p 

ps  +  qt        q' 
wma  die  Gleichung  14)  ist. 

IV. 
Die  partielle  Differentialgleichung  der  Conoidflächen  ist: 

'  p  COS  a  +  q  cos  ß  '  cosa  cos  tp  +  cosß  sm  <p 

wenn  die  Gleichungen  der  gradlinigen  Directrix 

X  y  z 

cosa       cosß       cosy 
sind.     Durch  Einführung  der  Werthe  von  x^y^z  ans  10)  nimmt  die  obige 
Gleichung  die  Form  an : 

dV  dd^ 

V4-sin^cos^T--  =  cos  y -. ^— : — 

cd'  '  cos acosq>  + cosß Sitiip 

oder 

dlogV ^  cas  a  cos  q>  +  cos  ß  sin  (p  1 

dd  —  {cos a  cos  g>  +  cosß  sin q>)  cos O  +  cos y  sin O *  «n ^' 

d  ,      (  cos  a  cos  q>  +  cos  ß  sinm        ^      ^  i 

=  — /ofir  J ^— ? -^ cot  d—l  ] . 

dd'       «  cosy  ' 

Hieraus  folgt: 

\  cos  y  » 

wo  f{tp)  eine  beliebige  Function  von  g»  ist.  Ist  d^e  Achse  der  z  die  grad- 
linige Directrix,  also  co5  o  =  0,  co5/3  =  0,  co*y  =  1,  so  wird  F  =  /'(g)), 
die  Gleichungen  10)  gehen  dann: 

X  =       iangd  f  (g>)  sin  <p , 


is=       lang 9  f  \fp)  sm fp , 
17)  \  y  =  —  tangd^  f'  (9)  cos  9 
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Die  Differentialgleichong  7)  der  Krümmungslinien  wird  im  vorliegen- 
den Falle 

(||)%o^^  _  «„(^  CO,  »  ?i?|i^^ .  Il  =  1. 
\d^/  dtp  d^ 

Diese  Gleichung  lässt  sieh  in  zwei  besonderen  Fällen  leicht  integriren, 

wenn  nämlich /^ (<p)  =  a  oder ~ — —  =2a  ist,  wo  a  eine  Constante 

ä  (p 

bedeutet.     Im  ersten  Falle  hat  man: 


oder  integrirt : 

Diese  Doppelgleichung  giebt  die  Krümmungslinien  der  Schrauben- 
fläche.   Wenn      ^^/  ^^^  =  2  a ,  so  hat  man : 


dq> 

V  dtp 

cos^]  — 2asin^  ;r--cos&  =  lj 

^^cos^  =  a  sine  ±y{l+a*  sin*e) 


oder  integrirt: 

^  ^  ^  ^  ^    ^  y^l-^aUin'e)-  siney{\  +  a^)y 
Diese  Doppelgleichung  bestimmt  die  Krümmuugslinien  einer  conischen 

Schraubenfläche,   d.  h.  einer  Conoidfläche,   deren  Directricen  die  Achse 

eines  geraden  Kreiskegels  und  eine  Helix  der  Kegelfläche  sind. 

Aus  den  Gleichungen  17)  folgt  x  cosfp  +  ysintp  =  0.  Diese  Gleichung 

ist  ein  besonderer  Fall  der  folgenden ,  welche  aus  ihr  durch  Differentiation 

nach  e  folgt,  nämlich : 

^^  •  3y    . 

18)  fe^^^^      de^*^^~^' 

S  sc    d  ti 
Substituirt  man  hierin  für  C05g>,  mO,  ^-- ,  ir-   ihre  Werthe  in  Func- 

ov    ce 

tion  von p,  q^  r,  «,  t  mittelst  der  Gleichungen  1)  und  2),  so  folgt: 

q^r  —  2pqS'\'P^t  =0, 
was  bekanntlich  die  partielle  Differentialgleichung  der  windschiefen  Flä- 
chen ist,  deren  Generatrix  beständig  einer  festen  Ebene  parallel  bleibt  und 
sich  auf  zwei  gegebene  Curven  stützt.     Wegen  der  Gleichungen  10)  lässt 
sich  die  Gleichung  18)  auch  schreiben : 

^^o  ^=  —  f(qf)  +  coie.if{(p), 
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wo  ffjp)  und  fp{q>)  beliebige  Functionen  von  q>  sind.     Für  den  vorstehen- 
den Werth  von  F  werden  die  Gleichungen  10): 

;r  =       /*'  (9)  tang  (^  *tn  9  +  1^  (g>)  cos  ip  —  t/;'  (g>)  sin  q> , 
19)        y  =  —  f  {jBp)  tangS'  cosg>  +  ^  (g?)  sin g>  -|-  V  (g>)  cos g> , 

V. 

Die  Differentialgleichung  der  KrUmmungslinien  nimmt  eine  sehr  ein- 
fache Form  an,  wenn  der  Factor  von  dip.d^  verschwindet.  Aus  der 
Gleichung  7)  folgt  dann: 

A  dy  dx  fdy  dx  \ 

20)      _co«9-^««,.+  ^^«»,,  +  ^co,9J«,<*  =  0 

and 

oder  integrirt : 

wo  o  eine  Constante  bedeutet.  Diese  Gleichung  giebt  die  KrUmmungs- 
linien aller  Flächen,  welche  der  Gleichung  20)  genügen.  Ist  ds  das 
Bogenelement  einer  beliebigen  Curve  einer  FlÄche,  so  hat  man: 

{dsy={dxy  +  {dyy+{dz)^ 

Kdx  ,^dy  \  fdx  du  \         )*    1 

Substituirt  man  hierin  für 

dx  t  ^y    '  dx    ,  dy 

^-  costp  +  —  Sf/i 9,       —  stnm  —  ^  cosfp 

o<p  oq>  c<p  d(p 

ihre  Werthe  aus  3)  und  20),  so  wird: 

Kdy  dx         \ 

^Wny  +  —cosfp\cos^.dq> 

^\^^^sinq>-^^cosq>Jsin^\ 

(dx  dy  \  ^1« 

I     -   5in  9  —  ^  cos  (p  j  sin  d  cos  \>  0(p\  , 

Gehört  dieses  Bogenelement  einer  Krümmungslinie  an,  so  ist: 
cos  ^  .  ^g>  =  +  dd"^  folglich : 

Ferner  ut:. 


+ 
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dz  =  cotd^  (  ^—  CO«©  +  :~  sin w)dw  +  coi^l  ;r^  cosq>  +  7r7^sinq>)d9^ 

Im  Fall  einer  Krümmangslinie  hat  man  also 

^  idx  dy  fdx  du         \         \ 

Durch  Zusammstellung  dieser  Gleichung  mit  23)  folgt : 


09= 


cos^d'     dz cos^ 


2  '  ds  -^  y2  ' 
Hieraus  folgt,  dass  die  Achse  der  z  mit  den  Tangenten  der  Krttmmnngs- 
linien  gleiche  Winkel  bildet.  Da  die  Tangenten  der  Krfimmungslinien 
mit  denen  der  beiden  Hauptschnitte  identisch  sind ,  so  erhält  man  folgende 
charakteristische  Eigenschaft  der  durch  die  Gleichung  20)  definirten  Flä- 
chen :  die  Tangenten  zu  den  Hauptschnitten  bilden  mit  einer  festen  Sich- 
tung gleiche  Winkel.  Legt  man  durch  eine  Parallele  zur  Achse  der  z  einen 
Normalschnitt,  bezeichnet  seinen  Krümmungshalbmesser  durch  ^,  so  ist: 


9  ^9i       Qt^ 


oder  in  Worten,  die  obigen  Flächen  haben  die  Eigenschaft,  dass  der  reci- 
proke  Krümmungshalbmesser  eines  Normalschnittes,  der  einer  festen  Ge- 
raden parallel  ist,  gleich  der  halben  Summe  der  reciproken  Hauptkrüm- 
mungshalbmesser ist. 

Durch  Substitution  der  Werthe  von  s,  y  und  z  aus  10)  nimmt  die  Glei- 
chung 20)  folgende  Form  an : 

24)         co**^(««.e|r)_ta«,*^  +  «««*|r  =  o 

oder  V ^^  Q  cotO'  gesetzt: 

Führt  man  in  dieser  Gleichung  statt  d  eine  neue  unabhängige  Varia- 
bele  (D  mittelst  der  Gleichung 

*       1 — ««^ 
ein,  so  folgt: 

a«o_0t0_ 

Nimmt  man  noch  a)=:iu-|"V>  9  =  ti  —  v,  so  geht  die  vorstehende 
Gleichung  über  in:  ^  q 

duov 
Das  Integral  dieser  Gleichung  lässt  sich  nur  durch  Ausdrücke  dar- 
stellen, in  welchen  ti  und  v  als  die  variabeln  Parameter  bestimmter  oder 
anbeatJmmter  Integrale  eraebeineUj  wie  s.  B. 
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X 


+  //'W  ^^fcos  (2yv  {z  —  u),  sm^x)  dx 
0  0 

'¥  I ^{z)dz  I cos  (2yu  {z — v)  .  sin^x)  dXj 

0  0 

wo  a  eine  beliebige  Constante  bedeutet ,  nnd  f{z) ,  ^  (z)  arbiträre  Functio- 
nen von  z  sind.  Etwas  einfachere  AasdrQcke  für  Q  erhält  man  ans  den 
partienlSren.  Lösungen 

e±(-«+s)  eos(ua-^), 

nämlich: 

Q=fe'^i'"''^l)f{a)da,  O  =  fcos(ua  —  ^^i,{a)  da, 

wo  wieder  /*(«)  und  ^  (a)  zwei  beliebige  Functionen  von  a  sind.  Da  diese 
Lösnngen  wenig  geeignet  erscheinen,  um  Flächen  darzustellen,  deren 
Krfimmungslinien  durch  die  Gleichung  21)  bestimmt  sind ,  so  wird  es  besser 
sein,  sich  auf  solche  particuläre  Lt^sungen  der  Gleichung  24)  zu  beschrän- 
ken, welche  ziemlich  einfache  Resultate  geben. 

Nimmt  man  in  24)  V  unabhängig  von  ^,  so  erhält  man  eine  Botations- 
flftche,  und  zwar, «wie  man  leicht  findet,  die  Kugelfläche.  Diese  Lösung 
ist  indessen  zu  verwerfen ,  da  für  eine  Kugelfläche  die  Gleichung  7)  iden- 
tisch wird ,  und  vorausgesetzt  ist ,  dass 

dx    .  dy 

nicht  verschwindet.  Setzt  man  in  24)  F'=  üg>  oder  F=  ü+cg)j  wo  JT 
Function  von  d  allein  ist  und  c  eine  Constante  bedeutet,  so  erhält  man  für 
ü  die  Differentialgleichung : 

Hieraus  findet  man  leicht 


also 


^=i^+*' 


_-       a  +  bsind^  „      a  +  bsind^  . 

Sin»     ^'  sin^      ^    ^' 
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wo  a  und  h  Constanten  sind.     Für  die  vorstehenden  Werthe  von  V  geben 

die  Gleichungen  10) 

a  +  b  sinO^ 

X  =  aw  cos 9  cos q> r—;- sin w , 

sinQ^  ^' 

25)  {  o.    .        .    a  +  bsin^ 

'  »  y^=Laq>cos%sin^>'\ — cosq>^ 

z  =  —  (a  sin  -^  +  6)  9 , 

Ia:  =1=  ö  cos%^  cos<p  —  c  tangd-  sin q> , 
y  =  a  cos  &  sin  9  +  c  tangd-  cosq>^ 
2  =  — '  (a  sind  '^  b)  -^^  c<p. 
Setzt  man  V=  U+cg>*,  so  wird  die  Gleichung  24) 

f     .     dü\  ^     du 

coid  Um*  ^  ö^l  +  si^^  F^~^^  iangd^ 

sind  ^^ sin d^l— sind 
Mit  Hilfe  dieser  Gleichungen  und  10)  findet  man : 

«  ==  —  ja  cos  ^  +  c  iangd  —  |  c  cos  d  log r-^ }  cos  g>  —  2c  9?  tangd  sin  g>, 

y  =  —  ja  cosd  +  c  tang d  —  Je  cos d  log :-—  |  *m 9?  +  2 c 9  tangd  cos 9, 

z  =  —  b  —  c  +  asind  +  Ic  sind  log —  cg>*« 

i  — stnd 

Es  lassen  sich  noch  leicht  unendlich  viele  particuläre  Lösungen  der 
Gleichung  24)  finden  durch  eine  der  Annahmen 

r=zU  cosnip^     F=t7^±"V, 
deren  erste  indessen  keine  besonders  einfachen  Resultate  giebt.     Ftir  die 
zweite  Supposition  giebt  die  bemerkte  Gleichung: 

also  ^(^'4-1)  ^(*«*-Hi) 

(     \1 — Stnd/  \l—smd/  ' 

Setzt  man  einfach :  y{n^+i) 

fi  +  sind\ — 2 —      ^       „ 

80  geben  die  Gleichangen  10) 

^  =  a(i^^^)      '      e'<P\(l  —  y{n*+l)sin9)ooSfp  —  nsir,ip\, 
27)    jy  =  a(i±f^)      *     e"P\(l-y{n*+l)sm9)sinq>  +  ncos^], 
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Die  Gleichungen  26)  reprftsentiren  eine  Parallelfläche  zur  Schrauben- 
flüche,  wenn  a  die  constante  Distanz  zweier  correspondirenden  Pnnkte 
beider  Flächen  bedeutet.  Die  Gleichnngen  25)  geben  für  die  £amme  der 
UanptkrümmungBhalbmesser  einen  äusserst  einfachen  Ausdruck.  Mittelst 
der  Gleichung  4)  folgt: 

^1  +  ^1  =  209. 

Die  Summe  der  beiden  HauptkrUmmungshalbmesser  lässt  sich  also  in 
diesem  Falle  durch  einen  Kreisbogen  darstellen.  Aus  den  Gleichungen  27) 
folgt: 

ni+i^  +  ^)(^-hy*  +  «') 

cosd^  1 


'       '  »2       ßttif 


oder,  wenn  man  durch  cd  den  Winkel  bezeichnet,   welchen  der  Radius 
▼ector  des  Punktes  {x,  y,  z)  mit  der  Normale  bildet, 

Mittelst  der  Gleichung  4)  folgt  aber,  dass  die  linke  Seite  der  vor- 
stehenden Gleichung  auch  gleich  ^  (^|  +  ^,)  cos^  ist;  hieraus  folgt  die  ele- 
gante Relation : 

(^1  +  ^t)  cos  w  =  y{x^  +  y*  + 1*). 

Die  Projection  der  Summe  der  Hauptkrümmungshalbmesser  auf  den 
Radius  vector  ist  gleich  dem  Radius  vector. 

VI. 

Verschwindet  die  Summe  der  HauptkrUmmungshalbmesser  in  jedem 

Pnnkte  einer  Fläche,  so  giebt  die  Gleichung  4) 

/^o:  ^y  \  {^x  ^y  \ 

28)     [^  sin 9  - ^ cosv)  sin »  +  \^-^cos<p  + ^^sin<pj  cos »  =  0. 

Eliminirt  man  snocessive  x  und  y  zwischen  der  vorstehenden  Glei- 
chung und  der  Gleichung  3) ,  so  lassen  sich  leicht  für  x  und  y  zwei  sehr 
einfache  partielle  Differentialgleichungen  ableiten.  Es  ist  wohl  nicht  ohne 
Interesse,  zuvor  einige  specielle  Fälle  zu  betrachten,  deren  Ableitung  sich 
fast  von  selbst  darbietet. 

Zerlegt  man  die  Gleichung  3)  in  die  beiden  folgenden : 

dx  dx  dy  dy 

;r—  cos m  =  -—  sin  cpsind^  cos  d".     ^     sinq>=^  —  t^  cos q>  sind'  cosd. 

d(p       ^       dd       ^  '     dtp       ^  d&       ^  ' 

80  findet  man  leicht: 

X  =  f{coi& .  cos  9) ,     y^^fi  {cotd  .  sin g>), 

wo  f  nnd  /,  beliebige  Functionszeichen  sind.     Setzt  man  int  A\>Vwiit<LTSAi% 

coid.cos^=p,  coi^.sin<p=^q^  so   giebt  die  Subal\\.xx\AO\i  ö^^t  oW^«^ 

Wertbe  von  x  und  y  in  die  Gleichung  28)  : 
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(i+p')r(P)=-(n-9»)r,(?). 

welche  Gleichung  offenbar  nur  dann  beatehen  kann,  wennjede  ihrer  Seiten 
gleich  einer  Constanten  ist,  d.  h. 

a  a 

Hieraas  folgt: 

Ap)  =  -  arctang  p ,    ft{q)  = arclang  q , 

also 

pssscoid^  cos tp  =  tang  ax^     q  =  cot^  sinq>  =  —  iang  a y. 

Es  ist  ferner 

dzr=zpdx'irg  dy 
oder 

folglich : 

1,     1+P* 

Wegen  p  =  lang  ax^q^=:  tang  ay  geht  die  vorstehende  Gleichung  über  in : 


oAx  f    cosay  cosay 

29)  log ^  =  az,     -  =  6 

cosax  cosax 


az 


Diese  Gleichung  hat  zuerst  Scherk  gegeben  (Crelle's  Journal  XIII). 
Die  Gleichung  28)  wird  identisch  für: 

y  =  f[cos  &  cosq>)y     z  =  /i  (cos  d'  sin  gu). 

Diese  Werthe  von  x  und  y  in  die  Gleichung  3)  substituirt  geben: 

(1 — cos^d'  sin^tp)  fx  (cos%  sinip)  =^  (l — cos^d^  co^qi)  f{cos^  cosq)^ 

eine  Gleichung ,  die  nur  dann  bestehen  kann ,  wenn  jede  ihrer  Seiten  gleich 

einer  Constanten  ~  gesetzt  wird.    Hierdurch  findet  man : 

a 

^^.  ,     l+co*0»t>i<p  ,     i-^cos^  cosm 

'  1  —  cos^sinqf  1 — cos^cosq> 

Mit  Hilfe  dieser  Werthe  von  x  und  y  geht  die  Gleichung: 

dz=spdx  '^'  q  dy 

über  in: 

sind"  d<p  cos^tangtp       ^^ 

1  +  tang^tp  .  sin^%^  co^tp       1  +  tang^<p  .  sin*^ 

sind"  dg>  co8&coiq>        p. 

1  +  cot*  <p  .  sin*  &  sin*g>  "*"  l  +  cot*  tp  .  sin^  ^ 

=  ^.  arctang  {iangqt .  «f>i '^)  +  d,  arctang  {cotq> .  sind). 

Durch  Integration  folgt: 

—  az  =  arctang  {tang <p  sin &)  +  arctang  [cot go .  sm  v)  =  arctang  — ^j- — : 


az 
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oder 

sin  ^  cos'  &  sin  w  cos  w 

iangaz  = ■  . ,   cosaz=  ^ 


cos*  &  sin  q>  cos  g) '  K(l "" ^^^ ^  sin*q>)  y{l  —  cos' d cos'(p) ' 

Die  Gleichungen  30)  'geben : 

cos9stnq>=z ,    cos&cosw= . 

Diese  Werthe  von  cos^simp,  cos  ^  cos  (p  transformiren  die  Gleichung 
für  cos  a  z  in : 

Ol)  cosaz= . — . 

'  2  2 

Setzt  man z  statt  z,  so  nimmt  die  vorstehende  Gleichung  die 

Form  an ,  in  welcher  sie  zuerst  von  Scherk  aufgestellt  wurde. 

Die  Gleichung  20)  ist  ein  besonderer  Fall  der  allgemeinen  z  =:  f{x) 
"H  ^(y)*  Nimmt  man  in  zwei  orthogonalen  Ebenen,  z.  B.  den  £bepen  der 
X,  z  und  y,  2,  zwei  beliebige  Curven  67 und  C'  an,  welche  einen  Punkt  P 
mit  einander  gemein  haben,  bewegt  sich  dann  die  Ebene  der  Ourve  C'  pa- 
rallel mit  sich  selbst  fort,  so  dass  der  Punkt  P  die  Curve  C  durchläuft, 
fo  beschreibt  die  Curve  C  eine  Fläche,  deren  allgemeine  Gleichung 
z —  c~f{x)  *|-^(y)  ist,  wo  c  eine  Constante  bedeutet.  .  Statt  der  Ebene 
der  Curve  C'  kann  man  auch,  die  der  Curve  C  nehmen,  wobei  dann  der 
Punkt  P  die  Curve  C  durchläuft 

Differentiirt  man  die  Gleichung  31)  zwei  Mal  nach  x  und  y ,  so  folgt : 

ö'(l  +  p*)  cosaz^=.  —  r  sinazj     a  (l  +  g*)  cos  az=:z  —  isinaz^ 

also 

t{l  +  P^)  =  r{i  +  q'). 

Wegen : 

'"(l  +^)  —  ^P^s  +  '  (1  +P')  =  0 
folgt 

t{\+p'')  =  r{l  +  q')=pqs, 

d.  h.  projicirt  man  die  Tangenten  zu   den   beiden  Hauptschnitten   eines 

Punktes  der  Fläche  31)  auf  die  Ebene  der  x  und  y,  so  werden  die  Winkel, 

welche  diese  Projectionen  mit  einander  bilden ,  von  den  Achsen  der  x  und 

y  halbirt. 

Für  die  beiden  Flächen  20)  und  31)  lässt  sich  die  Differentialgleichung 

der  Krttmmnngslinien  leicht  integriren.     Für 

a X  =  arclang  {cot ^  costp)^     ay  =  —  arctang  {cot -^ sin tp) 

giebt  die  Gleichung  7) 

/  a»   .  sin&     V  /cos'&cos^wV 

oder 

1  +  sin'd^ 

CO«  2  cp  = r^—  w 

^  cos*  «ö- 

gesetzt, 

ZeiltekH/l  f,  MmtheiuMlik  u,  Phygik.   VII,  |.  ^ 


18    Zur  Theorie  der  Flächen  und  partiellen  Differentialglehchungen. 

dw       2cos%    ^ 

Berücksichtigt  man ,  dass 

w  .   ^  2*«wO 

arcstn  w  =  arclang  — ^  ,      2  arclang  stn  &  =  arctang  — j— , 

80  lässt  sich  die  ohige  Differentialgleichung  auch  schreiben : 

d  i  w  ,  2sin&\ 

^  {  arclang  ^^^---_  +  arctang  ^^^  ^  } 

w         2  sin  d" 

+ 


09  i  TV  sinv" 

Bezeichnet  6  eine  Constante,  so  giebt  die  vorstehend«  Gleichung  integrirt: 

sm  6  H r—  cos  0 


oder,  wegen  des  obigen  Werthes  von  w^ 

^    ^    sind' 

cos  2q)  =  sinb  i i—r  cos  o. 

^  —  cos*  d^ 

.Für  die  Fläche  31)  hat  man  in  der  Gleichung  7) 

1  +  cos  d"  sin  w  1  +  cos  d  cosq> 

2  aa;  =  /oö — , — ,     2ay^-=log 

1 — cosdsmfp  ^l — cofvcostp 

zu  setzen,  man  erhält  dann: 


/       ^  dw       ^    .         l  +  sin^^y  .    /sin2(pcos^dy 

[cosdcos2q>7^  —  lsm2q> — x — )  ==  1  +  ( ^-r —  ) 

\  ^a^       ■  ^      sind'    )  \      2sind     ) 


oder 


gesetzt, 


also 


2  sm  & 
stn2w=^w  -   .  - 
^  cos*  ^ 

•  {^^.iangdj  =1+«;«, 

+  w  =  i(bsin(^-^-    ^.  J, 

+  sin  2  <p  =  — 5—  (  b  sin^d^  —  -r-  ) . 
—         ^       cos^^K  bj 

Um  die  Werthe  von  x  und  y  au  finden,  welche  der  Gleichung  28)  ge- 
nügen,  eliminire  man  zwischen  dieser  Gleichung  und  3)  successive  ~-  und 

^- ,  hierdurh  findet  man : 


d.h. 
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dx      dx 
oy  '  0(p      cd" 

dd"  1 CÜ5*  -ö"  cos*  (p  ' 

dx  dx 

rs         ^r:^  ^^^  ^  cos  d-  —  r—  sin  w  cos  g>  cos*  & 
oy       c^  oq> 

dq>  1 — cos*d'cos*(p 

Differentiirt  man  die  erste  der  vorstehenden  Gleichungen  nach  9,  die 

zweite  nach  '&,  addirt  die  so  erhaltenen  Gleichungen,  so  folgt: 

d^x  .  _  d\v        .    _        _  dx 


V  +  'o^^39i-''''^""^U  =  " 


oder 


\^og- 


l  +  smd' 
-sind" 


Q) 


gesetst: 


d*x      d^x  _ 

dq>*^d^*~^' 


Durch  das  ohige  Verfahren  erhält  man  für  y  genau  dieselbe  partielle 
Differentialgleichung.  Obgleich  diese  Differentialgleichungen  für  x  und  y 
äusserst  leicht  zu  integriren  sind,  ist  es  doch  besser,  statt  <p  und  d"  andere 
Variabele  einzuführen ,  welche  leichter  gestatten ,  die  arbiträren  Functio- 
nen auf  ihre  kleinste  Zahl  zu  reduciren.     Setzt  man : 

^         t  cos q>  +  sind"  sin  q>         i  cos  (p  —  sin  &  sin  tp        y 

isinq)  —  sin&cosfp^  i  sin  fp  +  sin  &  cos  (p     ^       ^        ^^ 

SO  folgt: 

'^  tstnq>  —  stn^costp       '^  t  smq>  +  stn^  cosg> 

wo  die  Vorzeichen  der  beiden  Wurzeln  beliebig  genommen  werden  können, 
der  Einfachheit  halber  nehme  man  sie  beide  positiv.  Ist  M  eine  Function 
von  (p  und  ^ ,  so  hat  man : 

dM      dMdu.dMdv       dM      dMdu  .  dMdv 
dq>       du  dq)      dv  dtp^     dd"       du  dd'       dv  d^* 

Es  ist  ferner: 

du     \  du     i  1 


d<p  i  cos  ^      dq>  cof^  ^      (t  sin^p  —  sin  d'  cos  g>y 

_dv     1      _dn     1 1 

dd"  i  cos  ^       dip  cos*  d       (f  sin  tp  +  sin  d  cos  g>)'  * 

Mit  Kttcksicht  auf  diese  Gleichungen  und  die  Gleichungen  83)  findet 
man ,  dass  die  Gleichungen  3)  und  28)  in  folgende  übergehen : 

"nn-«^|^+«'Ki+«'')|f+ni+«*)|f+^(i+«^|f=o, 
«ni+«*)|^-»^a+.'')|^Vni+«')|f-n»+«^)|^,=o. 
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Die  vorstehenden  Gleichungen  addirt  und  suhtrahirt  geben : 

dx  ,dy       ^        dx .    dy 

du      du  ov       ov 

Aus  diesen  Gleichungen  findet  man  leicht: 

d'^x  d*y 


dudv  dudv 

Es  ist  femer 

p-qu  =  ini+ü'),    p—qv  =  —  iy(l  +  u'), 

also 

dz         dx         dy  .dx  dx 

dz         dx         dy       .  .dy  .7//,  ..f\^^ 

d*x  d^z 

Diese  Gleichungen  geben,  wegen  ;r — ^r-  auch  ^'  ^   .     Für  die  Varia- 

^  dudv  ouov 

beln  u  und  v  hat  man  also : 

d^u  d^z 

=  0. 


d^x  d^y  d^z 

=  0,    ^--|-  =  0, 


dudv  dudv  dudv 

Setzt  man  nun 

so  folgt 

y  =  —  luf"{uydu —  jv^'\v)dv 

Diese  Werthe  von  or,  y,  z  in  Fnnction  von  ti  und  v  hat  zuerst  Monge 
gegeben.  So  einfach  es  scheint,  durch  besondere  Annahmen  für  die 
Fnnctionen  f{u)  und  tp  (v)  Flächen  zu  finden ,  welche  der  Differentialglei- 
chung 28)  genügen ,  so  werden  die  Kechnungen  doch  meist  sehr  complicirt, 
wovon  man  sich  durch  Scherk*s  Abhandlung  über  diesen  Gegenstand  in 
Crelle^s  Journal  (T.  XIII)  überzeugen  kann. 

.    Führt  man  in  der  Gleichung  28)  für  jt,  y,  z  ihre  Werthe  ans  10)  ein, 
80  erhält  man  für  V  folgende  partielle  Differentialgleichung : 

d^V      d^V  dV 

34)        —^—,coi^^^—cof^^  (2  coi^  —  tangd)  =  0. 

Durch  passende  Annahmen  für  V  lassen  sich  mit  Hilfe  dieser  Glei- 
chung sehr  merkwürdige  Flächen  finden.  Setzt  man  r=ragp+  J7,  wo  a 
eine  Constante  ist  und  ü  nur  d  enthält ,  so  wird  die  Gleichung  34) 

d*U  ,  du  d  ^     , 

» 

also 

;r^8tnr&s=s ,      P=3 hiblog . 


^        '  1 — SV 


Von  Dr.  A.  Enneper.  21 

Für  diesen  Wertb  von  V  werden  die  Glcfichungen  10) 

X  cosd  ==  —  b  cosfp  — ;  a  sin^  sinq>^ 
y  005-^  =  —  b  8inq>  —  a  sind"  cos <p, 

l  +  sind^ 
sin& 
Durch  Elimination  von  q>  und  '&  findet  man  leicht: 

Je  nachdem  man  6  ==  0  oder  a  =  0  setzt,  erhält  man  die  Schranben- 
fl&che  oder  die  Kotationsfläche  der  Kettenlinie.  Nimmt  man  in  84) 
V  =  ü  cos  n  (go  +  «) )  wo  wieder  U  blosse  Function  von  d'  ist ,  so  folgt : 

d'O  du 

35)  ä^  ^^**  ^  +  5a  ^^^^  (^  ^^'  ^  ~  ^^^9^)  =  «'^ 

gesetzt 

-^co*^— (2n+l)*i/i^-^-(n  — l)(ii  +  2)  ^  =  0. 
Für  sin^  =  w  wird  die  vorstehende  Gleichung: 

Um  diese  Gleichung  zu  integriren ,  nehme  man : 

r=oo 
r  =  0 

Zwischen  den  Coefficienten  dieser  Reihe  finden  dann  die  Belationen  statt: 

^      n  -^  1       (n  + 1 )  (n  +.2)  .  . . .  (it  +  -2  r) 

2»'        n  +  2r  — 1  1.2 2r  *' 

_      n       (w+2)(n  +  3)....(n  +  2r— 1) 
«2r+i  -  ;^qp^  1.2....(2r  +  l)  "*•• 

Da  nun : 

1  1 

y^i.+2r-2^^_ i /ll^+^r-l^^—^J 
„  +  2r— iV                             ii+2r* 
0                                                         0 

so  lässt  sich  der  Ausdruck  für  fV  auch  schreiben: 

1 

•      0 
1 
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Für  u 

V  = 


folgt : 


1  +  WM 
1 


1  l±W 

n  +  w 


(l  +  fpw)»+^  •/    •  ^  n(«  — 1)  (1  +  w)"" 

0  0 


Hierdurch  erhält  man  für  2^folgcncle  Gleichung: 

n  '(1— w)»^  (!+«;)»  »^(w  +  l)(n—l)  f(l  —  w)»       (l  +  w)«»' 
wo  Aq,  a, ,  die  durch  die  Integration  introducirten  willkürlichen  Constan- 
ten sind.   Da  nun  Usin^=  W {cos^)^  und  w  =  sin^,  so  ist  das  allgemeine 
Integral  der  Differentialgleichung  35) : 

2n\\\  —  sin%J    \sin&        J'^Kl  +  sin^J     \«f>i^"^    /> 

"*"(w  +  l)(«-l) 'Vi  — «w^/  \sin^         J       \i  +  sin^J  Ksind^        /»* 
Dieser  Ausdruck  lässt  sich  noch  etwas  vereinfachen.     Schliesst  man 
die  Fälle  n  =  0  und  /i  =  1  aus ,  so  ist 

S6^       U=A  (1+^^^  (J i W  5  n  —  sin^^^  f    1  J_\ 

^  Vi— *i/i^/    \$md'       n)'^      \\+sin^)    Ksin^'^  n/ 

das  allgemeine  Integral  der  Gleichung  35),  wenn  A  und  B  beliebige  Con- 
stanten sind.  Für  n=rz0  ist  Vz=z  U,  also  V  unabhängig  von  y,  dieser  Fall 
giebt  die  bekannte  Kotationsfläche  der  Kettenlinie.  Für  n  =s  1  giebt  die 
Gleichung  35) 

.ü=a  cold'  +  b[ +  l  cqt&  .  log  ,         .    -). 

Für  den  Fall,  dass  n  eine  ganze  Zahl  ist,  positiv  oder  negativ,  aber 
ihrem  absoluten  Werthe  nach  7^2,  ist 

37)  r=a(\±^f(J--l)cosn{^  +  u) 

eine  particuläre  Lösung  der  partiollen  Differentialgleichung  34),  welche 
algebraische  Flächen  liefert,  für  welche  die  Summe  der  Hauptkrümmungs- 
halbmesser verschwindet 

Nimmt  man  in  57)  a=^0,  substituirt  dann  V  in  die  Gleichungen  10), 
ßo  folgt :  38) 

(n 
: -—  )   { (1  —  n  sin  &)  cos <p  cos  ntp  +  (n — sin  d")  sin  q>jin  wg?  j , 

.— j  j(l — n  sm9)  stnq>  cosnq>  —  {n  —  sxn&)  costp  stnntp\y 


/l  +  «n^\2  w«  — 1 

Vi  —  sin  &/        n  ^ 
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Darch  Elimination  von  q>  und  <&  erhält  man  für  ein  ganzzahliges  n 
offenbar  eine  algebraische  Fläche.     Für  n  =  2  hat  man : 

1         I       MM  A 

xcos^  =  {( r—  [(1  —  2  sin  d)  cos  tp  cos  2  9  +  (2 — sin  d)  sin  tp  sin  2  9], 

1  "^  sin  <& 
3f  cos ^;=  a -.  —  [(1 — 2  sin  9)  sin  tp  cos2q>  —  (2  —  sin  d)  cos q>  sin  2  q>], 

l  +  sin&    ,         ^ 
i  —  sind^    «  ^ 

Aus  diesen  Gleichungen  findet  man  leicht : 

Es  ist  fem  er 

a:«— y«       fl  +  sind^  V       Z  (2 -- sin  d)  l  +  sin  d^  .    ^ 

— ^=1       — .—-  cos2q> )  — -r^ ^ — cos2q> ,  stnd" 

ö»  \l—sind'  V        (l—sin^Yl  —  sin^  ^ 


__  s  ^    .22/2— 'Sin^\     sin9 

"  a*    T  \i — 5i>i  i^/ r^^ 


{l—sin^y 
sind" 


sin*  ^ 


oder 

jm  f^        .  .   ®^'\    1  2  — sind'     .    _ 

40)  [ar — ü'H ) =  -  —  -  —.-sind: 

^  \  ^  ^27a/2uz       {l  —  sindy 

Dividirt  man  die  Gleichang  39)  durch  das  Quadrat  der  vorstehenden 

Gleicbung,  so  folgt: 

Eliminirt  man  sind  zwischen  dieser  Gleichung  und  der  Gleichung  40), 
so  folgt: 

«|*'-y*  +  ^'  +  2az)'=2z|(*'+i^+tr')z-2«'z-|«(a^+y»+^*)r- 

Für  ein  massig  grosses  n  führt  die  Elimination  von  d  und  g>  zwischen 
den  Gleichungen  38)  zu  so  complicirten  Rechnungen,  dass  es  wohl  nicht 
der  Mühe  verlohnen  möchte,  die  Gleichungen  weiterer  Flächen  wirklich 
darzustellen  und  das  obige  einfache  System  von  Gleichungen  durch  Rela- 
tionen zwfschen  den  orthogonalen  Coordinaten  x,  y  und  z  zu  ersetzen. 

Für  die  Gleichungen  38)  nimmt  die  Differentialgleichung  7)  der  Krüm- 
mungslinieu  folgende  Form  an: 

Bezeichnet  h  eine  Constante,  so  giebt  die  vorstehende  Gleichung  integrirt: 


cos 


2^    Vi  — m^y  ((        2^    \l  —  sind/  ) 


Jeder   der  Factoren  dieser  Gleichung  gleich  Null  gesetzt  giebt  zwi- 
schen den  Winkeln  (p  und  d  eine  algebrftische  Relation.     ILveto^^x«  ^^^^^> 
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das8  die  Krtimmiingsliiiien  der  Flächen ,  bestimmt  durch  -die  Gleichangen 
38),  algebraische  Carven  sind. 

Die  Gleichnng  für  das  Bogenelement  einer  Cnrve  auf  einer  Fläche, 

'  bestimmt  dnrch  die  Gleiclfnng  28) ,  lässt  sich  auf  eine  sehr  einfache  Form 

bringen.  Wegen  der  Gleichangen  3)  und  28)  geht  die  Gleichung  22)  über  in : 

Mit  Hilfe  der  bemerkten  Gleichangen  wird  die  Gleichung  5) 

Bezeichnet  man  den  absoluten  Werth  eines  der  Krümmungshalbmesser 
^1 ,  ^,  durch  q ,  so  ist  —  ^,  ^,  =  ^*,  folglich : 

{csy = Q^  [cos^^  {dg>y  +  {ddy]. 

Mittelst  der  vorstehenden  Gleichung  nimmt  die  Differentialgleichung 
einer  geodätischen  Linie  folgende  .einfache  Form  an: 

41)  ^9  _0  *  S» 


wenn  ip  als  Fonction  yon  ^  angesehen  wird.     Für  die  Gleichangen  28)  fin- 
det man : 

'    d.  h.  ^  ist  unabhängig  von  fp.     Die  Gleichung  41)  giebt  in  diesem  Falle 
integrirt : 

add- 


-/; 


/iCi^:;---'*!' 


wo  a  eine  Constante  bezeichnet. 


'j 


n. 

Znr  analytiBchen  Behandlung  der  Oberfl&ohen  zweiten  Gra- 
des; insbesondere  über  homofocale  und  coiyugirte 

Oberfl&ohen  zweiten  Grades. 

Von  Dr.  Wilh.  Fiedleb, 

Lehrer  der  darstellenden  (Geometrie  an  der  Qewerbeschnle  in  Cl|pmnitx. 


L   Grundlegung. 

1.  Durch  Anwendung  einer  einfachen  Symbolik  lassen  sich  in  der 
Theorie  der  krummen  Oberflächen  nicht  minder  als  in  der  der  ebenen  Cur- 
▼en  zthireiche  Sätze. in  der  kürzesten  Form  entwickeln.  Es  sei  mir  erlaubt, 
f^  die  Handhabung  einer  solchen  Symbolik  innerhalb  der  Theorie  der 
ebenen  Formen  des  ersten  und  zweiten  Grades  auf  meine  Bearbeitung  von 
Rev.  G.  Salmon's  Werk:  „Analytische  Geometrie  der  Kegelschnitte'* 
(Leipzig  1860,  Teubner)  zu  verweisen  (vergL  besonders  die  Art.  53—72, 
275 — 327) ,  weil  in  dem  genannten  Werke  der  Zusammenhang  dieser  Sym- 
bolik mit  dem  Ganzen  det  analytisch  -  geometrischen  Metboden  umfassend 
dargelegt  ist.  In  solchem  Zusammenhange  wird  man  die  Entwickelungen 
„über  Dreiecke  und  Tetraeder,  welche  in  Bezug  auf  Curven  und  Ober- 
fluchen  zweiter  Ordnung  sich  selbst  conjngirt  sind**  im  VI.  Bande  dieser 
Zeitschrift  (p.  140),  und  die  Abhandlung  „das  Problem  des  Pappus  und  die 
Gesetze  der  Doppelschnittsverhältnisse  etc.**  im  V.  Bande  derselben  (p.  377) 
auf  demselben  Gebiete  Orientiren. 

Die  nachfolgenden  Entwickelungen  werden  die  grosse  Fruchtbarkeit 
einer  solchen  Symbolik  für  die  Theorie  der  Oberflächen  zweiten  Grades 
genügend  darthun ;  man  wird  vielleicht  mit  besonderem  Interesse  ein  neuer- 
lichst erfolgreich  erweitertes  Gebiet  der.  geometrischen  Forschung  an  der 
Hand  derselben  durchmessen  finden. 

2.  Ueberall  in  dem  Folgenden  sollen  durch 

Sf  =  0,  S,=0,  -S  =  Oetc. 
die  Gleichungen  von  Oberflächen  zweiten  Grades,  durch 

^  =  0,  ^  =  0,  C  =  Oetc. 
die  Gleichungen  von  Ebenen  und  durch 
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X,  l  etc. 
Constanten  bezeichnet  werden.      « 

AUdann  ist  die  lineare  Verbindnng  der  Gleichungen  sweier  Ober- 
flächen zweiten  Grades 

S+xSt=0 
die  Gleichung  aller  derjenigen  Oberflächen  zweiten  Grades, 
welche  die  Durchschnittscnrve  der  beiden  gegebenen  Ober- 
flächen 

enthalten. 

Wenn  eine  der  beiden  Flächen  zweiter  Ordnung  in  die  Verbindnng 
zweier  Ebenen  degenerirt,  so  wird 

S+x.AtBt  =  o 
die  Gleichung  aller  der  Flächen  zweiten  Grades,  welche  mit 
der  Fläcl^  Ss=:0  die  nämlichen  ebenen  Dnrehschnittsenrven 
besitzen,  und 

AB+x.AiB^^O 
die  Gleichung   aller  derjenigen  Regelflächen  zweiten  Gra- 
des, welche  durch  die  vier  geraden  Linien  (^,  ^|),  {A^  Bf\  {B^  ^,), 
(J9,  Fl)  hindurchgehen«     Man  erkennt  aus  dieser  letzteren  Gleichung 
in  der  Form 

_        AB 

*~.  AB^ 
dass  jede  solche  Oberfläche  der  Ort  eines  Punktes  ist,  fiir  welchen  das 
Product  seiner  senkrechten  Abstände  von  zwei  festen  Ebenen  ^^=0,  B^=^Q 
zu  dem  Producte  seiner  Entfernungen  von  zwei  anderen  festen  Ebenen 
Ai==0^  BizssO  in  einem  bestimmten  unveräoderlichen  Verhältnisse  ist  — 
und  findet  sich  damit  auf  dem  Wege  zur  Ableitung  der  auf  das  Doppel- 
schnittTcrhältniss  bezüglichen  Eigenschaften  der  Regelflächen  zweiten 
Grades*.   (Vergl.  diese  Zeitschrift,  Bd.  V,  p.  379.) 

Dem  Znsammenfallen  der  beiden  Ebenen,  welche  die  eine  Oberfläche 
zweiten  Grades  vertreten,  entspricht  insbesondere  die  Gleichung 

S+kA^  =  0, 
die  Gleichung  aller  derjenigen  Oberflächen  zweiten  Grades, 
welche  mit   der  Oberfläche  iS=0   längs   der  Curve  eine  Be- 
rührung haben,  in  der  sie  von  der  Ebene  ^  =  0  geschnitten 
wird. 

3.  Weil  bekanntlich  der  analytische  Ausdruck  einer  Ebene  sich  auf 
das  constante  Glied  reducirt,  wenn  man  dieselbe  als  unendlich  entfernt, 
oder,  bestimmter  gesagt,  als  mit  der  unendlich  entfernten  Ebene  zusam- 
menfallend,  voraussetzt,  so  ist  ferner 

S  +  kA=0 
der  Ausdruck  aller  der  Oberflächen  zweiten  Grades,  welche 
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# 

mit  der  Oberfläche  zweiten  Grades  S  =  0  die  durch  die  Ebene 
i^^O  in  derselben  bestimmte  Durch  schnittscurve  und  die 
andere  Curve  gemein  haben,  welche  die  unendlich  entfern- 
ten Punkte  dieser  Oberfläche  bilden*). 

Solche  Oberflächen  sind  der  gegebenen  Fläche  S  =  0  ähnlich  und 
Xhnlich  gelegen,  und  man  sieht  sofort,  dass  die  Coefficienten  der  symbo- 
lisch repräsentirten  Gleichungen  den  bekannten  analytischen  Bedingufigen 
der  Aehnlichkeit  und  ähnlichen  Lage  für  Oberflächen  zweiten  Grades  ge- 
nfigen. In  anderen  Worten  also:  Aehnlixhe  und  ähnlich  gelegene 
Oberflächen  zweiten  Grades  schneiden  sich  in  einer  ebenen 
Cnrye;  ihr  zweiter  Durchschnitt  ist^ine  unendlich  entfernte 
Cnr?e,  der  unendlich  entfernte  Theil  der  Durchschnitts- 
earye  ihrer  parallelen  Asymptotenkegel. 

Weil  je  zwei  Kugeln  ähnliche  und  ähnlich  gelegene  Oberflächen  zwei- 
ten Grades  sind,  so  können  sie  einander  nur  in  einem  Kreise  durch- 
schneiden. 

Endlich  entsprechen  der  symbolischen  Form 

alle  diejenigen  Oberflächen  zweiten  Grades,  welche  einer 
gegebenen  Oberfläche  zweiten  Grades '£^  =  0  nach  derunend- 
lich  entfernten  Curve  derselben  umschrieben  sind,  d.  h.  mit 
ilir  den  nämlichen  Asymptotenkegel  besitzen.  Solche  Ober- 
flächen sind  nicht  nur  ähnlich  und  ähnlich  gelegen,  sondern  auch 
coDcentrisch.  Wie  bekannt^  enthalten  die  Coordinaten  des  Centrums 
einer  Oberfläche  zweiten  Grades  das  constante  Glied  ihrer  Gleichung  nicht, 
and  nur  dies  ist  in  den  durch  die  Symbolgleichung  dargestellten  Formen 
unbestimmt. 

Aehnliche  und  ähnlich  gelegene  concentrische  Ober- 
flächen zweiten  Grades  berühren  somit  einander  nach  ihrer 
unendlich  entfernten  Curve;  dies  ist  der  Grand,  weshalb  sie  keine 
endlich  angebbaren  Schnittpunkte  erzeugen  können. 

Concentrische  Kugeln  berühren  sich  in  einem  der  Ebene 
des  Unendlichen  angehörigen  imaginären  Kreise,  welcher  der 
Ort  ist  aller  jener  in  der  Theorie  der  Brennpunkte  der  algebraischen 
ebenen  Curven  so  wichtigen  imaginären  Krei8punkte**);  jode  Ebene  be- 
stimmt die  ihr  zugehörigen  Punkte  dieser  Art  durch  ihren  Durchschnitt 
mit  dem  bezeichneten  imaginären  Kreise. 

4.    Jede  der  hier  vorgeführten  Symbolgleichungen  erlaubt  sehr  ein- 


*)  Mao  flieht  darans ,  dass  diese  Cnrve  als  eine  ebene  Curve  betrachtet  werden 
mius,  was  auch  aus  elementaren  Betrachtungen  sich  ergiebt. 

**)  Man  vergleiche  ,, Analytische  Geometrie  der  Kegelschnitte**^  ÜLtt.  Wi  ^^QI5>^ 
325,  400  (Anfg.  5),  447. 
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« 
fache  beachtenswerthe  Folgerungen.   Es  sei  gestattet ,  mit  den  beiden  lets- 
ten  den  Anfang  zu  machen ,  nm  dann  nicht  noch  einmal  auf  sie  zarflcksa- 
kommen. 

Paraboloide  berühren  bekanntlich  die  nnendlich  entfernte  Ebene ,  und 
ähnliche  ähnlich  gelegene  Paraboloide  berühren  in  Folge  dessen  einander. 
Ist  daher  insbesondere  S  =  0 

die 'Gleichung  eines  Paraboloid  es,  so  hatjedes  der  durch 

repräsentirten  Paraboloide  mit  demselben  eine  Berührung 
der  dritten  Ordnung  in  unendlicher  Entfernung;  es  sind  die 
dem  gegeben  gleichen  ähnlich  gelegenen  Paraboloide. 

Die  vier  Gleichungen 

5+^  =  0,    S+B  =  0,    S  +  C=0,   S+D  =  0, 
in  denen  die  Constanten  den  Polynomen  ersten  Grades  eingerechnet  sind, 
liefern  durch  Subtraction  die  sechs  Gleichungen 

A  —  B  =  Oy  A  —  C  =  0,  ^  — 2>  =  0, 
B  —  C=0,  B  —  D  =  Oy  (7— 2>==0; 
man  bemerkt,  dass  die  drei  Gleichungen  der  zweiten  Gruppe  aus  denen 
der  ersten  hervorgehen,  und  schliesst  daraus,  dass  die  von  ihnen  reprä- 
sentirten'Ebenen  mit  den  Ebenen  der  ersten  Gruppe  durch  denselben  Punkt 
gehen.  Daraus  ergiebt  sich  als  Interpretation  des  Systems  der  Satz:  Die 
Ebenen  der  sechs  Durchscbnittscurven,  welche  von  vier  ähn- 
lichen und  ähnlich  gelegenen  Oberflächen  zweiten  Grades 
gebildet  werden,   gehen  sämmtlich  durch  denselben  Punkt. 

5.   Ich  schliesse  daran  zunächst  einige  Folgerungei)  aus  der  Symbol- 
gleichung S+  j4Bz=iO. 

Die  Gleichungen 

S+AB  =  0,     S  +  AC=0 
liefern  durch  Subtraction 

^(^— C)=0. 
Die  Interpretation  lehrt,  dass  hier  zwei  Oberflächen  zweiten  Grades  betrach- 
tet sind,  die  mit  der  Oberfläche ^=0  eine  und  dieselbe  Durchschnittscurve 
in  der  Ebene  ^  =  0  haben ;  die  Ebenen  ihrer  beiden  übrigen  Durchschnitts- 
curven  mit  der  gegebenen  Oberfläche  und  die  Ebene  der  Durchschnitts- 
curve ,  die  sie  mit  einander  bilden ,  schneiden  sich  in  einer  und  derselben 
geraden  Linie.  Oder  mit  anderen  Worten :  Wenn  drei  Oberflächen 
zweiten  Grades  eine  ebene  Schnittcurve  gemein  haben,  so 
schneiden  sich  die  Ebenen  ihrer  drei  übrigen  Schnittcurven 
in  einer  geraden  Linie. 

Das  System  der  Gleichungen  • 

S  +  AB  =  0,     S+BC  =  0,     S+CA  =  0 
liefert  die  Gruppe 

^(J?— 0  =  0,     B{C—A)^0,     C{A  —  B)  =  0, 
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imd  man  hat  wegen  der  Identität 

(B—C)  +  {C—A)  +  {A  —  B).=zO 
den  Satz:  Irgend  drei  Oberflächen  zweiten  Grades,  die  dnrch 
je  zwei  von  drei  ebenen  Schnittcnrven  einer  nnd  derselben 
Oberfläche  zweiten  Grades  gelegt  sind,  haben  ihre  zweiten 
Schnittcurven  in  drei  Ebenen,  welche  dieselbe  geradeLinie 
enthalten. 

.  6.  Es  ist  im  Anfange  bemerkt  worden,  dass  bei  den  Regel  flächen 
zweiten  Grades  die  vollständige  Zerlegung  inFactoren  des  ersten  Gra- 
des möglich  ist;  und  in  der  That  führen  die  gebräuchlichen  einfachsten 
Formen  der  Gleichungen  dieser  Flächen  sofort  auf  die  Existenz  und  die 
gegenseitigen  Beziehungen  der  geradlinigen  Erzeugenden  dieser 
Fl&chen. 

Denn  die  Gleichung  des  hyperbolischen  Paraboloids  in  der  Gestalt 

ist  das  Prodnct  der  linearen  Factoren 

nad  ebenso  auch  das  der  anderen 

a4"*"&l~    '   a4      bi~  ^' 

Somit  existiren  für  jeden  Werth  von  k  zwei  gerade  Linien ,  welche  ganz  in 
der  Fläche  liegen ,  und  die  unendliche  Reihe  der  möglichen  Werthe  dieser 
Constanten  liefert  die  beiden  Systeme  geradliniger  Erzeugenden ,  die  das 
hyperbolische  Paraboloid  besitzt.  Man  sieht,  dass  je  zwei  Erzeugende 
sieb  schneiden,  von  denen  die  eine  dem  ersten,  die  andere  dem  zweiten 
System  der  Zerlegung  entspricht,  sowie  dass  das  System  der  einen  der 
festen  Ebene 

das  System  der  änderen  der  festen  Ebene 

1  +  ^  =  0 
ai       bi 

parallel  ist;   diese  beiden  Ebenen  selbst  bilden  endlich  mit  den  beiden 

Ebenen  des  Aufrisses  und  des  Seitenrisses  ein  harmonisches  System. 

Für  das  einfache  Hyperboloid  ist 

Diese  Gleichung  zerfallt  in  die  Factoren 

i-7='('-i).  -:+i=x(-+i). 
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oder  in  die  anderen 

J-|  =  '('  +  ?).  ?  +  7=i(-f)- 

Wieder  entsprechen  jedem  Werthe  von  X  zwei  sich  schneidende  Gerade 
auf  der  Oberfläche  und  man  erkennt,  dass  das  einfache  Hyperboloid  auf 
doppelte  Weise  durch  die  Bewegung  einer  geraden  Linie  erzeugt  werden 
kann;  weitere  Entwickclungeu  über  diese  Systeme  lassen  sich  leicht  an* 
schliessen. 

7.  Die  Symbolgleichung 

giebt  Anlass  zu  Eutwickclungen ,  die  denen  in  der  Theorie  der  Kegel- 
schnitte analog  sind,  welche  zu  den  Sätzen  von  Pascal  und  Brianchon 
führen. 

Aus  dem  System  der  Gleichungen 

S+A*  =  0,     S  +  B*  =  0, 
den  Repräsentanten  zweier  Oberflächen  zweiten  Grades,  welche  die  näm- 
liche Oberfläche  zweiten  Grades  5  =  0  nach  ebenen  Curven  berühren  oder 
ihr  umschrieben  sind ,  folgt  die  Gruppe 

A*  —  B^  =  0 
oder  {A+B){A  —  B)=0, 

d.h.:  Wenn  zwei  Oberflächen  zweiten  Grades  einer  und  der- 
selben dritten  Oberfläche  zweiten  Grades  umschrieben  sind, 
so  schneiden  sie  sichin  ebenen  Curven  und  dre  Ebenen 
dieser  Schnittcurvcn  bilden  mit  den  Ebenen  der  Berüh- 
rungscurven  einhamonisches  Büschel.     Denn  vier  Ebenen 

,   A  =  0,     B  =  0,    A+Bz=0,    A—B  =  0 
bilden  ein  harmonisches  Bühchel,  für  welches  die  Durchschuittslinie  der 
Ebenen  ^^  =  0,  i9  =  0  die  Scheitelkante  ist. 

8.  Das  System  der  auf  drei  Oberflächen  zweiten  Grades,  die  derselben 
vierten  umschrieben  sind ,  bezüglichen  Gleichungen 

S+A^  —  0,    S  +  B*  =  Oy    5+C«  =  0, 
somit 

{A+B)(A  —  B)  =  0,   {B  +  C){B—q=0,    {C+ A)  {C— Ä)  =0 
erfordert  zu  seiner  Interpretation  die  Beachtung  der  stattfindenden  Iden- 
titäten {A  —  B)  +  {B  —  C)  +  {C—A)=  0, 

(A^B)  +  {B+C)—(C+J)  =  0, 
{A+B)  — {B^  €)  —  {€+ A)^0, 
{A  +  B)-{B+C)  +  (C-^)  =  0, 
und  die  Bemerkung,    dass  der  Gruppe  seiner  Formeln  durch  die  gleich- 
zeitige Erfüllung  von 

^  =  0,    5  =  0,    C=0 
genügt  wird;  dann  liefert  das  betrachtete  System  den  Satz:    Wenn  drei 
Oberflächen    zweiten   Grades    einer  und   derselben  vierten 
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omschrieben  sind,  sogehen  die  Ebenen  ihrer  Dnrchschnitts- 
enrven  sämmtlich  darch  den  Dnrchschnittspu'nkt  der  Ebenen 
ihrer  drei  Berührungscurven  mit  der  gemeinschaftlichen 
eingeschriebenen  Fläche  nnd  schneiden  sich  überdies  zu  je 
dreien  in  einer  nnji  derselben  geraden  Linie. 

Man  erkennt  in  demselben  das  Analogen  des  Satzes  von  Brianchon 
fiber  das  einem  Kegelschnitt  umschriebene  Sechseck ;  bekanntlich  ist  der- 
selbe nur  ein  specieller  Fall  des  folgenden  Satzes :  Wenn  drei  Kegelschnitte 
mit  eiuem  nnd  demselben  vierten  Kegelschnitt  in  doppelter  Berührung 
sind,  so  gehen  ihre  sechs  Durchschnittssehnen  vier  Mal  zu  je  dreien  durch 
einen  Punkt*)  —  denn  er  kann  in  der  Form  ausgesprochen  werden:  Wenn 
drei  Winkel  einem  und  demselben  Kegelschnitt  umschrieben 
lind,  so  durchschneiden  sich  die  Diagonalen  der  aus  je 
zweien  derselben  entspringenden  umschriebenen  Vierseite 
vier  Mal  zu  je  dreien  in  einem  Punkt.**) 

Wenn  speciell  die  umschriebenen  Oberflächen  zweiten  Grades  Kegel- 
flächen sind,  so  erliält  man  aus  dem  vorigen  Satze  den  folgenden:  Drei 
derselben  Oberfläche  zweiten  Grades  umschriebene  Kegel- 
flächen bestimmen  durch  ihren  Durchschnitt  mit  einander 
sechs  Ebenen,  welche  vier  Mal  zu  je  dreien  eine  gemein- 
schaftliche Durchschnittslinie  besitzen  und  Überdies  alle 
durch  den  Durchschnittspunkt  der  drei  Ebenen  gehen,  wel- 
che durch  die  Berührungscurven  der  Kegel  mit  der  Ober- 
fläche zweiten  Grades  bestimmt  sind. 

9.  Man  kann  endlich  diesen  Satz  nach  den  Gesetzen  der  Reciprocität 
behandeln  und  erhält  als  Analogon  des  Pascarschen  Satzes  bei  Oberflächen 
zweiten  Grades  den  folgenden:  Wenn  man  in  einer  Oberfläche 
zweiten  Grades  drei  ebene  Schnittcurven  bestimmt,  so  las- 
sen sich  durch  je  zwei  derselben  zwei  Kegelflächen  legen; 
die  Scheitel  der  so  erhaltenen  aechs  Kegel  liegen  in  einer 
Ebene  und  bilden  die  Ecken  eines  vollständigen  Vierecks, 
oder  je  drei  von  ihnen  liegen  in  einer  geraden  Linie.***) 

Auch  andere  der  hier  mitgetheilten  Sätze  gestatten  nach  den  Gesetzen 
der  Reciprocität  die  Bildung  entsprechender  neuer  Sätze ;  beispielsweise 
entspricht  dem  System 

5  +  ^0  =  0,    5  +  ^C=0 
hiernach   der   Satz:     Wenn    drei    Oberflächen    zweiten    Grades 
einen   und   denselben  gemeinschaftlichen   Berührun^skegel 
haben,  so  liegen  die  drei  Scheitel  der  zweiten  Berührungs- 


•)  Vergl.  „Analytische  Geometrie  der  Kegelschnitte*^  Art.  288. 
**)  Ueber  die  constriictive  Bedtiutung^  derselben  vergleiche  man  die  Note  des 
YerfAMcrs  im  VI.  Hände  dieser  Zeitschrift,  p.  415. 

♦^)  Vergl.  G.  Salm  OD  im  XXiV.  Bde,  ^^%  Pfdtosophicai  Magosine,  v»^^- 
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kegel,  welche  je  zweien  von  ihnen  gemeinschaftlieh  sind,  in 
einer  geraden  Linie.  Man  erkennt  leicht,  das«  es  snr  Entwickelong  sol- 
cher Sätze  aus  den  gegebenen  Sjmbolgleicbnngen  nicht  gerade  des  Ge- 
setzes der  Reciprocitat  bedarf,  dass  vielmehr  die  erneuerte  Interpretation 
derselben  nach  einem  Systeme  räumlicher  Ebenencoordinaten  gans  zu  dem- 
selben Ziele  führt;  man  weiss  aber  auch,  dass  die  Verschiedenheit  beider 
Wege  nur  in  der  Form  liegt. 

Das  Vorstehende  scheint  hinreichend,  die  Art  und  Weise  des  Glo- 
brauchs und  die  Nützlichkeit  der  symbolischen  Gleichuogen  in  der  Theorie 
der  Oberflächen  zweiten  Grades  anschaulich  zu  machen ;  man  kann  jedoch 
bemerken,  dass  gerade  die  allgemeinste  Sjmbolgleichung 

5+ A-5,  =0 
weder  in  der  einen ,  noch  in  der  anderen  Interpretation  eine  Anwendung 
erfahren  hat.     Dafür  wird  alles  Folgende  der  Interpretation  gewisser  spe- 
cieller  Formen  dieser  allgemeinen  Gleichung  in  beiden  Richtungen  gewid- 
met sein.     Man  kann  alle  die  der  Gleichung 

entsprechenden  Oberflächen  als  ein  einfaches  System  von  Flächen 
zweiten  Grades  bezeichnen  und  demselben  ein  anderes  einfaches 
System  von  Flächen  zweiten  Grades  nach  gleichem  Doppel- 
schnittverhältniss  entsprechen  lassen;^  alsdann  beschreibt  die 
Durchschnittscurve  der  einander  entsprechenden  Flächen 
beider  Systeme  eine  Oberfläche  vierter  Ordnung.  Wenn  aber 
das  zweite  einfache  System  auf  ein  Ebenenbüschel  reducirt  ist,  so  be- 
schreibt die  Durchschnittscurve  der  entsprechenden  Flächen  eine  Ober- 
fläche dritter  Ordnung.  Man  kann  in  derselben  Weise  fortfahrend 
zu  höheren  Formen  vorschreiten.  Aber  ich  will  an  dieser  Stelle  einer 
anderen  Richtung  nachgehen,  in  der  die  allgemeine  Symbolgleichung  ein 
höchst  dankbares  Object  der  Betrachtung  ist. 

10.  Es  ist  nicht  schwierig,  nachzuweisen,  dass  die  schö- 
nen neueren  Untersuchungen  von  M.  Chasles:  j^Resumd  dune 
ihiorie  des  coniques  spheriques  homofocales^^  (Compies  rendus,  U  L^ p.  623)  und 
die  späteren  Entwickelungen  desselben  berühmten  Geome- 
ters:  y^Risumd  •dCune  iheorie  des  surfaces  du  second  ordre  homofocales''^ 
(Compies  rendus,  U  L,  p,  1055«?/ 1110),  sowie  die  daran  sich  schliessen- 
den  in  derAbhandlung:  „Sulie  coniche  e  sulie  super  fiele  dt  second  ordine 
congiunte^^  von  M.  Cremona  {Annali  di  Malemalica  pura  ed  applicata p.  da 
B.  Tortolini,  /.  ///,  p,  257)  sämmtlich  auf  die  hier  betrachteten 
Symbol^leichungen  —  und  zwar  insbesondere  auf  die  allge- 
meinste derselben 

S+kS^=0 
—  zurückgehen,   wenn  man  nur  mit  denselben  die  analytischen  Ge- 
sichtspunkte verbindet,  die  ich  in  meiner  Note  „über  Dreiecke  und  Te- 
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ineder,  welche  in  Bezng  auf  Curven  und  Oberflächen  zweiter  Ordnung 
sich  selbst  conjngirt  sind*^  (Zeitschrift  Bd.  VI,  p.  140)  dargelegt  habe.  Ich 
gltabe  mir  den  Dank'  deutscher  Leser  zu  verdienen ,  wenn  ich  die  wichtig- 
sten Resultate  jener  bedeutenden  Arbeiten  unter  diesem  Gesichtspunkte 
hier  vereinige ;  unter  einem  Gesichtspunkte,  der  denselben  so  wenig  fremd 
ist,  dass  er  vielmehr  aus  den  ersten  Zeilen  der  beiden  Abhandlungen  von 
Chasles  sofort  cntgegenspriugt ,  und  der  ein  neues  Zeugniss  dafür  geben 
kann,  wie  einfach  die  analytischen  Parallelen  zu  Untersuchungen  im  Geiste 
der  „neueren  Geometrie**  zu  ziehen  sind.  Ich  schöpfte  die  Anregung  dazu 
wu  der  Vergleichung  dieser  neuesten  Veröffentlichungen  des  ehrwürdigen 
Geometers*)  mit  dem  reichen  Inhalte  der  Note  XXXI  des  „Apercu  hisforique*^ 
(Uebersetzung  von  Sohncke,  wo  sie  übrigens  als  Note  XXVI  irrthUmlich 
beieichnet  ist,  p.  413 — 430:  „Neue  Eigenschaften  der  Oberflöchen  zweiten 
Grades,  welche  denen  der  Brennpunkte  analog  sind**),  darf  aber  nicht  ver- 
ichweigen,  dass  die  Abhandlung  von  M.  Cremona  auf  denselben  Grund- 
^danken  beruht,  obwohl  sie  einer  anderen  und  allgemeineren  Betrachtung 
sich  zuwendet. 

11.    Die  Abhandlung  von  Chasles  über  die  sphärischen  homo-' 
focalen  Kegelschnitte  beginnt  mit  den  folgenden  Sätzen:    Wenn  in 
einer.Ebene  ein  KegeliSchnitt  und  ein  imaginärer  Kreis  gegeben  sind,  so 
existiren  1)  drei  stets  reelle  Punkte ,  deren  jedem  im  Kegelschnitt  und  im 
Kreis  die  nämliche  Polare  entspricht;   sie  ist  fUr  jeden  dieser  Punkte  die 
Verbindungslinie  der  beiden  anderen  Punkte  derselben  Art.   Diese  Punkte 
and  Linien  bilden  somit  d a 8  sich  selbst  conjugirte  Dreieck  in  Be- 
sag auf  den  Kegelschnitt  und  den  Kreis,  von  dessen  Existenz  und  Bestim- 
mung unter  Anderem  die  Artikel  354,  370  und  400  (Aufg.4)  der  „Analytischen 
Geometrie  der  Kegelschnitte**  handeln.  —  Es  existiren  2)  zwei  stets  reelle 
Punkte  von  solcher  Lage,  dass  zwei  beliebige,  durch  den  einen  derselben 
gezogene  gerade  Linien,  die  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  conjugirt  sind, 
d.  h.  deren  eine  den  Pol  der  anderen  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  ent- 
hält, auch  in  Bezug  auf  den  imaginären  Kreis  conjugirt  erscheinen.     Sie 
sind  die  Durchschnittspunkto  der  dem  imaginären  Kreis  und 
dem  Kegelschnitt  gemeinschaftlichen  imaginären  Tangen- 
ten, oder  die  reellenEcken  des  imaginären  Vierseits,   wel- 
ches dem  Kreise  und  dem  Kegelschnitt  gemeinsam  umschrie- 
ben ist.  —  Es  existiren  3)  zwei  stets  reelle  gerade  Linien  von  solcher 
Lage,   dass  zwei  auf  einer  derselben  gewählte  Punkte,   welche  in  Bezug 
auf  den  Kegelschnitt  conjugirt  sind ,   d.  h.  von  denen  jeder  in  der  Polare 
des  anderen  liegt,  auch  in  Bezug  auf  den  imaginären  Kreis  conjugirt  sind. 


*)lC.Cha8]e8  veröffentlichte  bereits  im  Jahre  1813  den  von  ihm  entdeckten  Satz, 
nach  welchem  vier  Gerade  des  einen  »Systems  von  Erzeagenden  des  einfachen  Hyper- 
bokiides  eine  beliebige  Gerade  des  anderen  Systems  in  Punkten  von  >iuN«,t^kCL^^x- 
liebem  DopptÜBchiiiitBrerhähnUa  Bchneiden, 

Zeit9€brin  f.  Mathciualik  u.  Phy§ik,   VII,  J.  ^ 
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Sie  sHnd  die  Sehnen,  welche  dem  Kreis  and  dem  Kegelschnitt 
gemeinschaftlich  sind  oder  die  reellen  Seiten  des  imagi* 
nären  Vierecks,  welchos  dem  Kreise  nnd  dem  Kegelschnitt 
gemeinsam  eingeschrieben  ist. 

Diese  Sätze  gelten  nicht  minder  auf  der  Kngelober- 
flftche,  als  auf  der  Ebene;  es  existiren  auf  der  Kugel  drei  Paare*) 
von  Punkten  —  jedes  Paar  an  den  Endpunkten  eines  und  desselben  Kngel- 
durchmessers  —  welche  in  Bezug  auf  einen  gegebenen  sphftrischen  Kegel- 
schnitt und  den  unendlich  entfernten  imaginären  Kreis  dieselben  Polarbogeu 
haben,  nämlich  ein  jeder  den  durch  die  jedesmaligen  beiden  anderen  Punkte 
gehenden  grössten  Kreis;  M.  Chasles  nennt  sie  die  Centra  des  sphäri- 
schen Kegelschnitts.  Es  existiren  forner  zwei  stets  reelle  Bogen  grösster 
Kreise,  welche  die  imagin/iren  Durchschnittspunkte  des  sphärischen  Kegel- 
schnitts mit  dem  unendlich  entfernten  imaginären  Kreise  enthalten,  mit 
anderen  Worten:  die  reellen  Seiten  des  beiden  Curven  gemeinsam  einge- 
schrieben imaginären  Vierecks;  M.  Chasles  nennt  sie  die  cycli sehen 
Bogen  des  Kegelschnitts.  Endlich  exihtiren  zwei  stets  reelle  Punkte, 
in  denen  die  imaginären  gemeinschaftlichen  Tangentialbogen  des  Kegel- 
schnitts und  jenes  Kreises  sich  schneiden,  mit  anderen  Worten :  die  reellen 
Ecken  des  den  beiden  Curven  gemeinschaftlich  umschriebenen  Vierseits; 
M.  Chasles  nennt  sie  die  Brennpunkte  des  Kegelschnitts,  wie  man 
sieht,  in  directer  Uebertragung  der  in  der  analytischen  Geometrie  gefun- 
denen allgemeinen  Definition.  In  Folge  dessen  heissen  homofocale 
Kegelschnitte  die  mit  dem  unendlich  entfernten  imaginären  Kreise 
einem  und  demselben  Vierseit  eingeschriebenen  Kegelschnitte,  und  alle 
Eigenschaften  der  demselben  Vierseit  eingeschriebenen  Kegelschnitte 
InsNen  sich  auf  homofocale  Kegelschnitte  übertragen.  (Man  vergl.  „Ana- 
lytische Geometrie  der  Kegelschnitte"  Art.  305,  311,  400,  Aufg.  5.) 

Dagegen  heissen  alle  Kegelschnitte,  deren  gemeinschaftlich  finge, 
schriebenes  Viereck  auch  dem  unendlich  eutfeniteu  imaginären  Kreise  ein- 
geschriebeo  ist,  homocyclische  Kegelschnitte,  und  alle  Eigen- 
schaften der  demselben  Viereck  umschriebenen  Kegelschnitte  lassen  sich 
auf  dieselben  übertragen. 

12.    In  der  symbolischen  Formel 

5+Ar5,  =0, 
wo 

5=0  und  5,  =0 
die  Gleichungen  von  Kegelschnitten  vorstellen,  sind   aber  alle  dem- 
selben Viereck  umschriebenen  und  alle  demselben  Vierseit 


*>  Auch  diu  drei  Punkte  der  Ebene  sind  als  doppelt  xu  betrachten,  das  sich 
selbst  conjugirte  Dreieck  ist  die  s pecielle  Form  einer  Ciirve  dritter 
Ordnung,  welche  eine  Covarianie  der  gegebenen  Kegelschnitte  ist. 
Mnn  vergleiche  „Aual^- tische  Geometrie  der  Kegelschnitte"  Art.  313—350. 
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eingeschriebenen  Kegelschnitte  enthalten,  je  nachdem  dieselbe 
in  Pnnktcoordinaten  oder  in  Liniencoordinaten  interpretirt  wird. 

Die  Dis  er  i  min  ante  dieser  Gleichung  liefert  mitNullver- 
glicheu  eine  Gleichung,  die  in  Bezug  auf  A:  vom  dritten  Grade 
ist  und  deren  Wurzeln  Atj,  A*,,  Ar,  diejenigen  Werthe  von  k  sind, 
ffir  welche  der  Kegelschnitt 

5  +  >t5,=0 
in  die  Verbindung  zweier  Formen  des  ersten  Grades,  d.  h.  in 
swei  gerade  Linien  als  eine  Curve  zweiter  Ordnung  oder  in  zwei  Punkte 
i]i  eine  Envelnppe  zweiter  Classe ,  degenerirt.  Diese  geraden  Linien 
lind  die  Paare  der  Gegenseiten  und  die  Diagonalen  des  gemeinschaftlich 
eingetehriebenen  Vierecks,  diese  Punkte  die  Durchschnittspunkte  der 
k  G^enseitenpaare  und  der  Diagonalen  des  gemeinschaftlich  umschriebe- 
nen Vierseits ;  ihre  drei  Durchschnittspunkte  oder  ihre  Verbindungslinien 
bilden  in  dem  einen  wie  im  anderen  Falle  das  gemeinschaftliche,  sich 
lelkit  conjugirte  Dreieck  oder  Dreiseit  dieser  Kegelschnitte.  Man  ist  damit 
uf  demselben  Punkte  angekommen ,  von  welchem  in  der  Entwickelung 
in  VL  Bande  dieser  Zeitschrift  p.  140  ausgegangen  wurde.  Die  specielle 
Voranssetznng ,  dass  an  Stelle  des  Kegelschnitts  5f=^0  die  Gleichung 
eines  imaginären  Kreises  if  =  0  trete ,  fithrt  von  da  sofort  auf  die  Theorie 
der  homofocalcn  und  hoinocyclischen  Kegelschnitte  hinüber. 

13.  Andererseits  beginnt  die  Abhandlung  von  M.  Chasles  über  die 
Tkeorie  der  homofocalen  Flächen  zweiten  Grades  mit  der  Be- 
■erkong,  dass  durch  die  Schnittcurve  zweier  Oberflächen  zweiten  Grades 
tnendlich  viele  Oberflächen  desselben  Grades  gf'legt  werden  können  und 
dais  unter  ihnen  vier  Kegelflächen  sind,  deren  Scheitel  die  Eigen- 
ichaft  haben,  dass  die  Ebene  von  irg[end  dreien  unter  ihnen  in  Bezug  auf 
ille  jene  Flächen  den  vierten  zum  Pol  hat.  Es  sind  die  Ecken  des 
den  beiden  gegebenen  und  allen  anderen  Oberflächen  des 
Sjstema  gemeinschaftlichen,  sich  selbst  conjugirten  Te- 
traeders. 

Wenn  5  =  0,     5,— o 

swei  Oberflächen  zweiter  Ordnung  sind,  so  werden  alle 
Oberflächen  derselben  Ordnung,  welche  mit  ihnen  die  näm- 
liche Dnrchschnittscurve  gemein  haben,  dnrch  die  Glei- 
chung 5+Ä5,  =0 

repräsentirt,  und  jene  vier  Kegelflächen  unter  denselben 
entsprechen  denjenigen  vier  Werthen  von  Ar,  durch  welche 
die  Discriminante  dieser  Gleichung  auf  Null  redncirt  wird. 

Die  Interpretation  dioser  nämlichen  Entwickelung  nach  einem  System 
rlamlicher  Ebenencoordinaten  statt  der  gewöhnlichen  Pnnktcoordinaten  *^) 

*)  Man  vergleiche  inPlücker^s  „System  der  Geometrie  des  Raumes^'  §.  14^  be- 
solden Art.  261. 
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führt  zu  dem  schon  im  IV.  Bande  des  Crelle'schen  Joornahi  auf  Grand  do: 
Theorie  der  ,^  Polair  es  reciproqiiei^"  von  M.  Poncelet  aosgesprochencn  Er 
gebniHs:  Die  zweien  Oberflächen  zweiter  Ordnung  gemein 
schaftlich  umschriebene  developpable  Oberfläche  besitz 
vier  ebene  Schnitte nrven  zweiten  Grades  (von  den  französischei 
Autoren  als  ,ylitjne$  de  striction'^  bezeichnet)  in  den  Ebenen,  welch« 
zu  dreien  die  S  che  itel  jener  Kegelflächen  enthalten. 

Seitdem  hat  im  Cambridge  and  Dublin  Maihcmaiical  Journal  für  1891 
(Bd.  V)  M.  Cayley  die  Gleichung  dieser  developpabeln  Oberfläche  ge 
geben  —  eine  Entwickelung,  auf  die  ich  vielleicht  bei  anderer  Gelegen 
heit  zurückkomme —  und  gezeigt,  dass  sie  im  Allgemeinen  von  der  ach 
ten  Ordnung  ist,  dass  sich  diese  ihre  Ordnung  in  dem  Falle  einer  ein 
fachen  Berührung  beider  Oberflächen  zweiter  Ordnung,  als  bei  welche: 
zwei  jener  vier  Punkte  in  den  Berührungspunkt  und  zwei  jener  vie 
Ebenen  in  die  ihm  entsprechende  Berührungsebene  zusammenfallen,  an 
sechs,  und  in  dem  Falle  einer  singulären  Berührnng,  als  bei  welcher  dre 
joner  Punkte  im  Berührungspunkt  und  drei  jener  Ebenen  in  der  entspre 
chenden  Berührungsebene  sich  decken,  auf  fünf,reducirt.  Jene  vier  ebenei 
Schnittcurven  zweiten  Grades  gehören  ihr  als  vielfache  Curven  an. 

Der  nämlichen  umschriebenen  developpabeln  Oberfläche  können  ausse 
den  gegebenen  unendlich  viele  andere  Oberflächen  zweiter  Ordnung  ein 
geschrieben  werden ,  und  unter  diesen  treten  jene  drei  Kegelschnittsflächei 
als  die  einzigen  hervor,  bei  denen  eine  Hauptachse  Null  geworden  ist 
Wenn  man  eine  dieser  Curven  selbst  als  eine  Oberfläche  zweiter  Ordnunj 
betrachtet,  die  mit  einer  zweiten  eigentlichen  Oberfläche  dieser  Art  di 
developpable  Fläche  bestimmt,  so  gehört  jene  Curve  dieser  Fläche  ali 
vielfache  Curve  an  und  der  Pol  ihrer  Ebene  ist  der  Scheitel  eines  jene 
Kegel  zweiten  Grades,  welche  durch  die  Durchschnittscurve  der  beidei 
und  überhaupt  aller  zu  dem  System  gehörigen  Oberflächen  gelegt  werdei 
können.  Wird  speciell  jener  Kegelschnitt  in  der  unendlich  entfemtei 
Ebene  gedacht,  so  ist  der  zugehörige  Pol  das  gemeinschaftliche  Centrui 
aller  der  Oberflächen  zweiten  Grades ,  welche  der  betrachteten  developpa 
beln  Fläche  eingeschrieben  sind. 

14.  Unter  der  Anwendung  Pitt cke rascher  Tangentialcoordinaten 
d.  h.  der  Bestimmung  einer  Ebene  durch  die  Verhältnisse 

a  :  /3  :  7  :  A 
der  Abschnitte,  welche  sie  in  drei  festen  von  einem  gemeinsamen  Anfangs 
punkte  ausgehenden  Achsen  bestimmt,  und  bei  der  Voraussetzung,  dai 
die  Ebenen  dieser  Achsen  die  drei  in  endlicher  Entfernung  gelegene 
Kegelschnitte  der  developpabeln  Fläche  selbst  enthalten,  während  di 
Ebene  des  vierten  Kegelschnitts  unendlich  entfernt  ist,  erhält  man  fH 
eine  beliebige  Oberfläche  des  eingeschriebenen  System 
eine  Gleichung  von  der  Form 
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(ft  — c+  kl)  a«  +  (c  —  a  +  Arm)  /3*  +  {a—b  +  kn)  /  +  {l  +  m  +  n)  d«  =0, 
wenn  k  den  yon  einer  Oberfläche  zur  anderen  veränderlichen  individaali- 
sirenden  Parameter  bezeichnet  und  a,  b,  Cy  /,  m,  n  Constanten  sind,  welche 
der  Relation 

a/-|-dw  +  CM=0 
genügen. 

Alle  Oberflächen  des  Systems  haben  den  Anfangspunkt  der  Coordi- 
naten  zum  gemeinschaftlichen  Centrum  nnd  die  Coordinatenebesen  bilden 
f&r  jede  derselben  ein  System  conjugirter  Diametralebenen.  Die  vier  on- 
endlich  abgeplatteten  Oberflächen  des  Systems,  die  Kegelschnittslinien 
der  developpabeln  Oberfläche,   entsprechen  den  speciellen  Werthen  des 

Ptrametera 

c  —  b  a  -c  b  —  a 

k=<x>,    Är=— -— ,    Af= ,    k= . 

l  tn  n 

Sie  sind  demnach  repräsentirt  durch  die  Gleichungen 

/«•  +  mj3»  +  /iy«  =  0, 
die  ganz  in  unendlicher  Entfernung  gelegene,  welche  für  gleiche 
Vorzeichen  der  Constanten  /,  m,  n  imaginär  wird,  während  sie  für  ver- 
schiedene Vorzeichen  reell  bleibt, 

cß^^by*—  /d«=-0, 

ba*  —  aß*+n6*  =  0', 
von  denen  unter  der  Voraussetzung  gleicher  Zeichen  für  /,  m,  ft,  weil  a,  b,  c 
wegen  ihrer  Verbindung  mit  diesen  nicht  gleichzeitig  positiv  oder  negativ 
sein  können,  ein  imaginärer  Kegelschnitt  sein  wird,  während  die 
beiden  anderen  reelle  Curven,  die  eine  von  elliptischer,  die  andere 
von  hyperbolischer  Art  sein  müssen. 

15.  Es  ist  die  natürliche  Erweiterung  des  Begriffs  honiofocaler  Cur- 
ven nnd  zugleich  ihre  noth wendige  Consequenz,  wenn  als  homofocale 
Oberflächen  zweiten  Grades  diejenigen  bezeichnet  werden,  deren 
gemeinschaftlich  umschriebene  developpable  Fläche  einen 
unendlich  entfernten  imaginären  Kreis  zu  einem  ihrer  ebe- 
nen Durchschnitte  hat.  Man  erkennt  sofort  und  die  vorige  Analyse 
bestätigt  es,  dass  noch  eine  zweite  von  diesen  Schnittcurven  zweiter  Ord- 
nung in  der  developpablen  Fläche  imaginär  sein  muss;  und  es  ist  nicht 
schwer  zu  sehen,  dass  die  beiden  übrigen  ebenen  Schnittcurven  zweiten 
Grades  jene  Focalellipse  und  jene  Hyperbel  der  Kreispunkte 
sind ,  welche  als  Grenzfällc  der  Familie  der  homofocnlen  Oberflächen  an- 
gehören. (Man  vergleiche  meine  Anzeige  von  Gabriel  Lam^'s:  ,,Lerons 
nur  les  coordonnis  curvilignes  etc,^''  in  der  Literaturzeitung  dieser  Zeitschrift, 
Bd.  VI,  p.  18 — 21.)  Nach  den  dort  gewählten  Bezeichnungen  gehört  der 
erwähnte  zweite  imaginäre  Kegelschnitt  der  Uauptcbene  der  yz  für  die 
betracbtete  Flächenfamilie  an. 
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Die  vorigen  Gleichnngon  führen  ohne  Weiteres  dazu  über,  wenn  mai 
sie  durch  die  Bedingung  specialiäirt,  dass  der  unendlich  entfernte  imagi 
näre  Kegelschnitt  der  developpablen  Fläche  ein  Kreis  werde,  dass  also  di 
Gleichung 

einen  Kreis  ausdrücke. 

Um  diese  Bedingung  zu  erhalten ,  betrachtet  man  die  Gleichung  de 
um  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  mit  einem  der  Einheit  gleiche] 
liulbmesser  beschriebenen  Kugel,  denn  man  erhält  aus  derselben  die  Glei 
chung  des  imaginären  unendlich  entfernten  Kreises,  mit  wefcher  dann  di« 
vorige  Gleichung  identisch  sein  muss,  als  Gleichung  ihrer  Durchschnitts 
curve  mit  der  unendlich  entfernten  Ebene  oder  durch  die  Substitution  d==Q 

Jene  Gleichung  ist  unter  der  Voraussetzung,  dass  9,  ^,  x  die  TOi 
den  Coonlinatenachsen  gebildeten  Winkel  ausdrücken: 

a*  51«* qp  +  ß*  51/1* t/;  +  y*  5f/i*x  —  2j3y  {cosq>  —  cosq>  cosk) 

—  2 y  o  {cos  t|;  —  cos x  cos qp)  —  2  aß  {cos  x  —  f  05 <p  cos ^) 
=  6  *  (1  —  cos^  q>  —  co5*t^  —  cos*  X  +  2  cos  tp  cos  ^  cos  x), 

und  wird  daher  durch  die  Substitution  d  =^  0  nur  dann  mit  der  Gleichun| 
des  obigen  imaginären  Kegelschnitts  identisch,  wenn  zugleich 

cos  (p  =  cos  ^  =  cos  X  =  0   und   l  =  m  =  n 
ist. 

Die  erstere  Bedingung  fordert  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem 
d.  h.  dass  die  allen  Oberflächen  des  Systems  gemeinschaftlichen  Diametral 
ebenen  die  Ilauptebeuen  des  Systems  sein  müssen. 
Die  zweite,  welche  zugleich 

a  +  b  +  c  =  0 
einschliesst,  gestattet 

/  =  m  ~=  ;i  =  1 
zu  setzen  und  die  allgemeine  Gleichung  aller  Oberflächen  des  Systems  ii 
die  Form 

{l,^c  +  k)a'  +  {c-a  +  k)ß^  +  {a  —  b  +  k)/  +  Zi*  =  0 
zu  bringen. 
Für 

Ar=oo,    k  =  c  —  d,    k  =  a — ;  c,    k=^b  —  a 

ergeben  sich  die  Gleichungen  der  Kegelschnitte  der  developpablen  Fläche 
die  allen  Oberflächen  des  Systems  gemeinsam  umschrieben  ist,  respectiv« 

der  unendlich  entfernte  imaginäre  Kreis,  und 

—  («  +  fr  — 2c)/3*+(a  +  c— 2ft)y*  +  3ä*  =  0, 

—  (6  +  r— 2rt)y*  +  3d*  +  (a  +  6  — 2c)a*  =  0, 
36*  — (fl  +  c  — 2fr)a*+(6  +  c  — 2ö)/3*  =  0, 

drei    in   den    llauptebenen   gelegene   concentrische   Kegel 
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sclinitte*),  deren  Achsen  mit  den  Hauptachsen  des  Systems 
sQsammeufallen;  von  denen  der  eine  uothwendig  imaginär 
ist,  während  die  beiden  anderen  von  verschiedener  Art  sind; 
fbr  welche  endlich  die  Quadrate  der  Hauptachsen  die  in 

(fl  +  d  — 2r)  :  {b  +  c  —  2a)  :  (c  +  a  — 26) 
enthaltenen   Verhältnisse   haben.     Die   allgemeine  Gleichung  der 
Oberflächen  des  Systems  zeigt,  dass  für  jede  individuelle  demselben  ange- 
bdrige  Fläche  die  Quadrate  der  Hauptachsen  den  Werthen 

c — />  —  k      n  —  c — k      h  —  a — k 
~    3         '  3         '     ~   3 

reipective  entsprechen,   dass  somit  dieselben  in  dem  bekannten  und  be- 
Kproehenen  Sinne  homofocal  sind. 
Wenn  daher 

S==0 
eine  beliebige  Oberfläche  zweiten  Grades  und 

Hcn  unendlich    entfernten    imaginären  Kreis    repräsentirt, 
80  (iasd  nach  dem  Vorhergehenden 

/r  ==  a*  sin^fp  +  ß^sin^iit  H-  y*  sin*x  —  2|5y  {ros(p  —  cos\\>  cosx) 
—  2ya  {cosiit  —  cosk  cosq>)  —  2nß  {cosit  —  C08g>  cos^l>) 
ist,  flo  ist  die  Gleichung 

S+kA'  =  0 
(immer  in  den  bezeichneten  Tangentinlcoordinaten),  in  welcher  Ar  einen 
veränderlichen  Parameter  bedeutet,    der   analytische  Aus- 
drack  aller  der  Oberflächen  zweiton  Grades,  welche  mit  der 
gegebenen  homofocal  sind. 

16.  So  führt  die  Betrachtung  der  derselben  doveloppablen  Fläche 
eingeschriebenen  Oberflächen  zweiten  Grades  zur  l'heorie  der  homofocalen 
Flächen. 

Ks  ergeben  sich  von  dem  so  eröffneten  allgemeinen  Gesichtspunkte  aus 
sofort  die  Fnndamentalsätze  der  schönen  Abhandlungen  von  M.  Chasles 
als  die  einfachsten  Folgerungen  aus  der  allgemeinen  Symbolgleicbung 


*)  Sie  HiDil  bei  vielen  anderen  gcometriKchen  Untersuchuiigcn  wichtig  gefunden 
worden;  innn  vergleiche  die  Mittheiliinf^cn  darüber  in  der  citirten  Note  des  ^^Aper^u 
htttongHt*''  ^Uobersetzung  von  8 oh n  e k  e,  p.  422).  Am  bekanntesten  ist  wohl  die  von 
Quctelet  entdeckte  Kigenschnft  der  Focalcurven ,  dass  jede  von  ihnen  der  Ort  der 
Scheitel  aller  der  Rnrntion.skcg'ol  ist,  welche  durch  die  andon^  gelegt  werden  kennen. 
Bteiner  und  Bobillier  haben  >pHter  gezeigt,  diirts  auch  in  dieser  Beziehung  die 
Focalcurven  nur  die  Grenzfälle  des  homofocalen  FUlchensystems  sind ,  indem  sie 
die  Orte  der  Scheitel  aller  Kotati onskegcl  sind,  die  den  entspre- 
chenden Ober  flu  eben  selbst  umschrieben  werden  können;  dem  zu- 
nächst steht  wohl  die  Remerkung  von  ])upi  n,  dass  die  F'ocalourven  den  ge  o- 
metrischenOrt  der  Mittelpunkte  der  Kugeln  bilden,  welche  dreige- 
gebeu'e  berühren. 
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• 

\\\\\\  luit  derselben  Leichtigkeit  fliessen  daraos  die  zahlreichen  speciellen 
8jlUe  liervor,  welche  der  berühmte  Autor  hinzugefügt  hat. 

Alh*iu  dieselbe  Betrachtungsweise  eröffnet  noch  weitere  Gesichts- 
iiuukt«^  M.  Cremoua  hat  an  die  Entwickelungen  erinnert,  welche  im  drit- 
ten Hniule  von  Liouville*s  Journal  von  M.  Terquem  und  M.  Ch  asles 
Ubt^r  conjugirte  Linien  eines  Kegelschnitts  vom  analytischen  and 
vom  rein  geometrischen  Standpunkte  aus  vorgelegt  worden  sind.  Als  con* 
jugirto  Linien  wurden  diejenigen  bezeichnet,  welche  mit  dem  Kegelschnitt 
vier  reelle  oder  imaginäre  Punkte  gemein  haben,  die  einer  Kreisperipherie 
angehören.  M.  Chasles  hat  auch  bereits  in  aller  Kürze  von  den  in  Bezug 
auf  eine  Oberfläche  zweiten  Grades  conjugirten  Kegel- 
flächen als  von  solchen  gesprochen,  welche  mit  derselben  eine  anf  der 
Obertiäche  einer  Kugel  gelegene  Durchschnittscurve  bestimmen. 

8iud  X,  y,  :  rectanguläro  Punktcoordinaten ,  so  dass 

x^       u^       ^ 
S  =  0,d.i.-.-+^+--l=0, 

eine  auf  ihre  Hauptebenen  bezogene  Obeurfläche  zweiter  Ordnung  reprä- 
sontirt,  während 

ir=0,  oder  {x—x,y+{y--y^y+{z  —  z^y  =  0 
eine  Kugel  vom  Halbmesser  Null  aus  dem  Mittelpunkte  (f  i ,  ^i ,  Zi)  oder 
einen  Über  dem  imaginären  unendlich  entfernten  Kreise  stehenden  imagi- 
nären Kegel  ausdrückt,  der  diesen  Punkt  zur  Spitze  hat,  so  werden  alle 
Oberflächen  zweiter  Ordnung,  die  mit  den  gedachten  beiden  Flächen  die- 
selbe ideale  Durchschnittscurve  gemein  haben,  durch  die  Gleichung 

oder 

S  +  kk'  =  0 
dargestellt. 

Unter  der  Schaar  dieser  Oberflächen  sind  vier  Kegel,  welche,  wie 
vorher,  denjenigen  Werthen  des  individualisirenden  Parameters  k  ent- 
sprechen, durch  die  der  Wcrth  der  Discriminante  dieser  Gleichung  auf 
Null  reducirt  wird.  Die  Spitzen  dieser  Kegel  gehören,  als  Mittelpunkte 
betrachtet,  notbwendig  der  Curve  an,  welche  von  den  Mittelpunkten  aller 
Oberflächen  des  Systems  gebildet  wird;  man  erhält  ihre  Gleichungen  leicht 
durch  die  mit  Null  verglichenen  partiellen  Differentiale  der  allgemeinen 
Gleichung.  (Man  vergl.  „Analjt.  Geom.  d.  K.",  Art.  330,  331,  Aufg.  8); 
sie  sind  /  ]  \ 
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QDd  liefern 

^—1"+^'  ^  —  V+iTk'  ^~T+^k' 

Jeder  Punkt,  dessen  Coordinaten  durch  diese  Kelationen  ans  a,  6,  c, 
^1)^1)  ^1  ^Q^  dem  alle  Wertbe  durchlaufenden  Parameter  k  berechnet 
werden,  gehört  der  fraglichen  Curve  an;  ihr  analytischer  Ausdruck  selbst 
vire  doreh  einen  einfachen  Eliminationsprocess  zu  gewinnen.  Man  er- 
kennt sofort,  dass  sie  von  der  dritten  Ordnung  ist,  weil  die  Einführung 
dieier  Wertbe  in  die  Gleichung  einer  Ebene  zur  Bestimmung  von  k  eine 
Gleichung  dritten  Grades  liefert.  Die  Scheitel  der  fraglichen  Kegel  sind 
diejenigen  vier  Punkte,  die  sie  mit  der  Durchschnittscurve  aller  Ober- 
ttehen  des  Systems  oder  mit  allen  diesen  selbst  gemeinsam  hat;  einer 
derselben,  der  dem  Wertbe  A:=  00  entspricht,  ist  der  Punkt  (Xi,  yi,  Z|) 
selbst,  und  der  imaginäre  Kegel 

ist  selbst  einer  der  vier  Kegel.   Diese  Kegel  heissen  die  der  Ober- 
fUche 

J?*  1/*  2* 

,-i  +  ^  +  ^-i=o 

bezQglich  des  Punktes  {xi^yi^Zi)  conjugirten  Kegel;  alle  in 
der  Gleichung 

$  +  ^  +  ^-i  +  *t(*-*.)'+(y-y.)*  +  (*-*.)*l=o 

enthaltenen  Oberflächen  zweiten  Grades  können  ferner  be- 
stiglich  dieses  Punktes  conjugirt  genannt  werden. 

17.  Die  Vergleicbung  mit  dem  Früheren  lehrt  schon  die  enge  Be- 
siehnng  der  so  bezeichneten  Oberflächen  mit  den  homo- 
focalen  Oberflächen  zweiten  Grades.  Sie  sind  derselben  Durch- 
schnittscurve  umschrieben,  sowie  jene  derselben  developpablcn  Oberfläche 
eingeschrieben  sind.  Diese  Curve  hnt  vier  Punkte,  von  denen  als  Scheitel 
ihr  Kegel  zweiter  Ordnung  umschrieben  werden  können,  sowie  jene  deve- 
loppable  Fläche  vier  ebene  Schnitte' besitzt,  welche  Kegelschnitte  sind*); 
wenn  einer  jener  Schnitte  der  unendlich  entfernte  imaginäre  Kreis  ist,,  so 
sied  alle  die  der  fraglichen  developpablen  Fläche  eingeschriebenen  Ober- 
flächen zweiten  Grades  homofocal ,  und  wenn  einer  dieser  Kegel  ein  über 
dem  unendlich  entfernten  imaginären  Kreise  stehender  Kegel,  d.  h.  der 


*)  Seit  der  VoIIondung  dieser  Arbeit  hat  die  deutsche  mathen^Atische  Literatur 
eine  wahrhaft  bedeutende  Bereicherung  erfahren  durch  das  Erscheinen  des  Werkes : 
„Vorlesangen  über  die  analytische  Geometrie  des  Raumes,  insbesondere  über  Ober- 
flächen sweiter  Ordnung ,  von  Dr.  Otto  Hesse,  ordentlicher  Professor  an  der  Univer- 
sität Heidelberg/*  Leipzig,  Teubner.  Dasselbe  bietet  auch  über  die  Kernpunkte 
dieier  Abhandlung  die  eingehendsten  und  interessantesten  Entwickeinngen;  es  ist 
hier  vor  Allem  auf  die  Vorlesungen  XV -XVII  (p.  130—183),  XXU(:p.*l'bV— Tl\^ 
nnd  XXIV  (p.  287—801)  «u  verweiften. 
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Asjmptotenkegel  einer  Kngel  ist,  so  sind  alle  die  der  gedachten  Dnrcb- 
schnittscurvc  umschriebenen  Oberflftchen  zweiter  Ordnung  conjngirt.  Beid^ 
Theorien,  die  der  homofocalen  und  homocyclischen  und  die  der  conjugirtca 
Oberflächenfamilien ,  sind  als  auf  der  Symbolgleichang 

fusseud  erkannt. 

Aber  der  Zusammenhang  kann  noch  weiter  verfolgt  wer- 
den. Wenn  man  niCmlich  den  Punkt,  bezüglich  dessen  die  einzelnen 
Oberflächen  der  Familie  der  gegebenen  Fläche  zweiten  Grades  5^=  0  und 
einander  conjugirt  sind ,  mit  dem  Mittelpunkt  dieser  Oberfläche  zusammen- 
fallen lässt,  so  reducirt  sich  die  Gleichung  des  imaginären  Kegels,  wel- 
cher der  einzige  direct  gegebene  unter  den  conjugirten  Kegeln  der  Ober- 
fläche ist,  auf 

und  die  allgemeine  Gleichung  der  Familie  der  xsonjugirten  Flächen 

kann  in  der  Form 

J  (1  + «»Ar)  +  ^  (1 +*•*) +^  (l+c'A:)  -  1  =  0 

geschrieben  werden,  aus  welcher  man  sofort  ersieht,  dass  alle  eigentlichen 
Oberflächen  der  Familie  concentrisch  sind  und  die  nämlichen  Hauptebenen 
haben.  Wenn  man  aber  die  Discriminante  dieser  allgemeinen  Gleichnng 
mit  Null  vergleicht,  so  erhält  man  für  den  Parameter  A'  die  den  vier  Kegel* 
flächen  des  Systems  entisprechenden  Werthe 

Ar=QO,    A:  =  -^^,    k ^,    *  =  -,-i' 

und  somit  für  die  vier  conjugirten  Kegelflächen  des  Systems  selbst  die 
Gleichungen 

^('-5)+^('-^)-=». 

d.  h.  man  erkennt  als  solche  einen  imaginären  Kegel  und  drei  der 
Hauptachsen  der  gegebenen  Oberfläche  parallele  Cylinder. 
In  der  That  gehören  auch  die  unendlich  entfernten  Punkte  der  Haupt- 
achsen der  vorher  besprochenen  Curve  der  Mittelpunkte  aller  Oberflächen 
der  Familie  an ,  wie  die  Gleichungen  derselben  augenscheinlich  darthnn ; 
aber  diese  vier  Punkte,  der  Anfaugs^iunkt  der  Coordinaten,  der  gemein- 
same Mittelpunkt  der  unendlich  vielen  Flächen  der  Familie,  und  die  drei 
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ff 

unendlich  ontfornton  Punkte  der  Coordinatenachsen,  sind  auch  die  einzigen 
bestiuimten  Punkte  derselben. 

Wenn  man  die  Gleichungen  der  CylinderüHchen  in  der  Form 

schreibt,  so  erhellt  auch,  dass  nur  zwei  von  ihnen  reell  sein  kön- 
nen, w&hrend  die  dritte  imaginär  ist,  sowie  dass  die  beiden  reel- 
len Cylinder  von  verschiedener  Art  sind,  nämlich  der  eine  elliptisch, 
der  andere  hyperbolisch. 

Mau  sieht  dadurch  die  Analogie  mit  dem  System  der  homofocalen 
OherflXchen  vervollständigt ;  wie  dort  zwei  der  Kegelschnitte  der  gemein- 
Mhaftlich  umschriebenen  developpablen  Fläche  imaginär  wurden ,  so  wer- 
den hier  zwei  der  conjugirten  Kegelfiächen  imaginär;  und  specieller,  wie 
dort  die  eine  jener  Curven  zum  unendlich  entfernten  imaginären  Kreis  und 
die  andere  zum  imaginären  Kegelschnitt  in  einer  Hauptebene  wird,  so 
dass  diese  ganze  Hauptebene  dem  homofocalen  System  als  eine  Orenz- 
fl^lche  angehört ,  so  wird  hier  die  eine  der  conjugirten  Flächen  zu  dem  ima- 
ginSren  Kegel,  der  den  unendlich  entfernten  imaginären  Kreis  zur  Basis 
hat,  die  andere  aber  zu  dem  einer  Hauptachse  parallelen  imaginären  Cy- 
linder.  Den  beiden  reellen  Focalcurven  •)  in  den  Hauptebenen  der  homo- 
focalen Oberfläclion  entsprechen  vollkommen  die  beiden  reellen  conjugir- 
ten Cylinder  der  conjugirten  Flächcnfamilie. 

18.  YjH  sei  erlaubt,  hier  die  Entwickelung  zu  unterbrechen  und  die 
Darlegung  der  Resultate,  welche  aus  den  so  gewonnenen  Fundamental- 
Sätzen  hervorgehen,  dem  nächsten  Hefte  dieser  Zeitschrift  vorzubehalten; 
sin  kann  nunmehr  auf  Grund  der  symbolischen  Gleichung 

nnd  nach  den  im  Eingang  dieser  Abhandlung  vielfach  benutzten  Eigen- 
schaften derselben  im  genauesten  AnschlusH  an  die  Veröffentlichungen  von 
M.  Chasles  und  die  erwähnte  Abhandlung  von  M.  Cre^mona  gegeben 
werden. 

Nnr  das  sei  als  mit  dieser  Grundlegung  gleichartig  noch  hier  erwähnt, 
dass  die  Gleichung 

unter  speciellen  Voraussetzungen  über  die  Natur  der  quadratischen  Form 
.^folgende  besondere  Bedeutungen  gewinnt.  Zuerst:  Wenn  5  =  0 
das  i^ysteni  zweier  Ebenen  darstellt  oder  zum  Product  zweier  linearen 
Pacturen  ^i  =  0;  ^  =  0  wird,  so  werden  durch  die  Gleichung 


*)  M.  ChttslcB  bezeichnet  diese  Focalcnrvcu  in  der  erwähnten  Note  XXXI  des 
„Apercu kistarique*'  als„excentri8cheKvgel8chnitto  der  Oberflächen  zweiten 
Oradeii",  weil  er  den  von  M.  Qiietclet  für  eine  ('urv«  dnUeiv  Ots^.^^^  ^n^^v^^w^'i:- 
ten  Ansdrnck  „Vocüh**  venneideu  wUL 
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AB  +  kK  =  0 
Oberfificben  zweiten  Grades  reprüsentirt,  welche  die  Spitse 
des  imaginären  Kegels  Ar=0  zum  Focalpnnkt  und  die  Ebe- 
nen ^  =  0,  j9  =  0  zu  bezüglichen  Directionsebenen  haben. 

Wenn  speciell  diese  Ebenen  die  Spitze,  d.  i.  den  Punkt  (jr, ,  ^1,^1) 
selbst  enthalten,  so  dass  er  ihrer  Durchschnittslinie  angehört,  so  sind  die 
Oberflächen  AB  +  kK  =  0 

Kegelfächen  vom  Scheitel  (^1,^1*2,)  und  die  beiden  Ebenen 
sind  ihre  cyclischen,  d.h.  die  ihren  Kreisschnitten  paralle- 
len Ebenen. 

Sodann:  Wenn  S  =  0  zwei  zusammenfallende  Ebenen  repräsentirt 
oder,  wenn  S  das  Quadrat  eines  linearen  Factors  A  ist,  so  werden  durch 
die  Gleichung 

Rotationsflächen  zweiten  Grades  dargestellt,  für  welche  der 
Punkt  (a:|,y,,Zi)  ein  Brennpunkt  und  ^==0  die  bezügliche  Di- 
rectionsebene  ist.  Enthält  aber  endlich  jene  Ebene  den  Punkt 
(oTi ,^1,^1)  selbst ,  so  sind  die  dargestellten  Flächen  Rotationskegel 
zweiten  Grades,  die  diesen  Punkt  zur  Spitze  haben  und  de- 
ren Achse  zur  Ebene  ^  =  0  senkrecht  ist. 

Man  ist  damit  vollständig  auf  die  Grundgedanken  und  in  die  Anfänge 
dieser  Abhandlung  zurückgeführt. 

Ich  erinnere  endlich  in  aller  Kürze  an  die  entsprechenden  Be- 
trachtungen der  analytischen  Geometria  der  Ebene,  weil  es 
in  mancher  Beziehung  lehrreich  ist,   sich  hier  rückblickend  zu  orientiren. 

Wenn  sich  die  betrachtete  Oberfläche  zweiten  Grades,  welche  mit  der 
ihr  und  dem  unendlich  entfernten  imaginären  Kreise  umschriebenen  deve- 
loppablen  Fläche  dem  System  der  homofocalen  Flächen  zweiten  Grades 
Ursprung  giebt,  auf  eine  Curve  des  zweiten  Grades  reducirt,  so  treten  an 
Stelle  der  vier  ebenen  Schnittcurven  des  zweiten  Grades,  welche  das 
System  charakterisiren  und  von  denen  zwei  reell  und  zwei  imaginär  sind, 
drei  Punktepaare,  von  denen  zwei  imaginär  sind;  das  homofocale  Flächen- 
system hat  vier  ebene  Focalcurveu,  von  denen  zwei  imaginär  sind,  das 
System  confocaler  Curven  hat  drei  Paare  von  Brennpunkten,  von  denen 

« 

zwei  imaginär  sind;  sowie  unter  jenen  der  unendlich  entfernte  imaginäre 
Kreis,  so  ist  unter  diesen  das  Paar  der  unendlich  entfernten  imaginären 
Kreispunkte,  welche  dieser  Ebene  angehören. 

Wenn  man  aber  das  System  der  conjugirten  Linien  in  Bezug  auf  den 
Mittelpunkt  eines  Kegelschnitts  betrachtet,  so  erscheinen  als  solche  zwei 
Paare  den  Hauptachsen  parallele  und  von  ihnen,  gleich  weit  abstehende 
Gerade,  von  denen  das  eine  reell  und  das  andere  imaginär  ist,  und  die  den 
Mittelpunkt  der  Curve  mit  den  unendlich  entfernten  imaginären  Kreis- 
poDkteD  verbindenden  Geraden.     Wie  jene  sechs  Punkte  die  Ecken  eines 
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umschriebenen  Yierseits,   so  bilden  diese  sechs  Geraden  die  Seiten  und 
Diagonalen  eines  eingeschriebenen  Vierecks. 

Die  Zwischenstufe  zwischen  den  Betrachtungen  der 
Ebene  und  des  Kaumes  wird  von  den  Familien  homofocaler  und  con- 
jagirter  Kegelflächen  und  homofocaler  und  conjugirter  sphärischer  Kegel- 
schnitte gebildet;  die  letzteren  entstehen  als  die  Durchschnitte  der  Kegel 
mit  irgend  einer  aus  ihrer  gemeinschaftlichen  Spitze  als  Centrum  beschrie- 
benen Kugel.  Die  Foealcurven  der  allgemeinen  Oberflächen  zweiten  Qra- 
des  reduciren  sich  bei  den  Kegelflächen  auf  dieFocallinien,  gerade  Linien 
durch  die  Spitze,  welche  in  jeder  zu  einer  von  ihnen  normalen  Schnitt- 
ebene einen  Brennpunkt  der  Schnittcurve *)  bestimmen;  die  Polarebenen 
dieser  Focallinien  sind  die  Directionsebenen  des  Kegels.  Die  cyclischen 
Ebenen  stehen  zu  ihnen  in  einer  polaren  Beziehung;  wenn  man  als  den 
Ergänzungskegel  des  gegebenen  den  concentrischen  Kegel  bezeichnet, 
welcher  von  den  Normalen  zu  den  Tangentialebenen  jenes  ersteren  gebildet 
wird ,  80  sind  die  cjclischen  £benen  des  Ergänzungskegels  zu  den  Focal- 
linien des  gegebenen  senkrecht.  Die  Focallinien  der  Kegel  treffen  die  ans 
ihrer  Spitze  beschriebene  Kugel  in  den  Brennpunkten  der  sphärischen 
Kegelschnitte,  welche  diese  selbst  auf  ihr  bestimmen;  die  Directions- 
ebenen schneiden  sie  in  den  Directionsachsen  und  die  cyclischen  Ebenen 
in  den  cyclischen  Bögen  derselben.  Man  kann  diese  Zusammenhänge 
leicht  des  Weiteren  ausführen. 


*)  Dieselbe  Eigenschaft  charakterisirt  auch  die  Foealcurven  der  allgemeinen 
Oberfläche:  Jede  Normale bene  in  einem  Punkte  derFocalcnrve  schnei- 
det die  Oberfläche  in  einem  Kegelschnitt,  der  einen  seiner  Brenn- 
pnnkte  in  diesem  Punkte  selbst  hat.  Es  wird  darauf  später  noch  surück  su 
kommen  sein. 
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L    Ueber  ein  paar  Ungleichungen  nnd  Oremwerthe.     Von  Prof. 
0.  Fort. 

Aus  den  für  gauze  positive  m  geltenden  Divisionsresultate 
rt"»  —  6"" 


a —  0 
ergiebt  sich  bekanntlich  in  einfacher  Weise  für  a  ^  6  >•  0  die  Richtigkeit 
der  Ungleichung  . 

ö"*  —  6"" 
a — b 
Dass  dieselbe  für  jede  reelle  Zahl  m ,  wenn  sie  nur  grösser  ist  als  1 ,  Gel- 
tang behält,   kann  zwar  auf  verschiedene  Art  nachgewiesen  werden;   die 
folgende  Ableitung  dürfte  sich  jedoch  vielleicht  dadurch  vor  anderen  em- 
pfehlen ,  dass  sie  nur  das  obige  Divisionsresultat  voraussetzt. 

Sind  p  und  q  zwei  positive  ganze  Zahlen,  von  denen  p  >^,   so  folgt 
aus  den  für  jeden  positiven  ächten  Bruch  x  geltenden  p —  g  Ungleichungen 

l  +  a;  +  a,»  +  ...+x«-^  >ya,^ 
1  +  a:  +  x*  +  .  . .  +  orf-*  >  qx^-^^ 
1  +  X  +  x*  +  .  . .  +  x^-^  >  qx9+^ 

•  . 

—    -  •  • 

l  +  x  +  x^  +  ...+  x^'^  >  qxP-^ 
wenn  man  dieselben  durch  Addition  vereinigt, 

{p—9)  0  +0:  +  a«  + . . .  +  a;«-')  >  q {x^  +  x9+^  +  x^-^^  +  . . .  +  a:l»->), 
also  auch 

p{i  +  X  +  x*  +  ...  +  a^J) 
>q{l  +  x  +  x*  +  .,.  +  x9-^+x9  +  x^^+x9'^^+...  +  xP'^), 
und  hieraus 

1)  ~>.        -I    wennO<ar<l* 

q       1 — x9 

Für  Werthe  von  a:,  welche  grösser  sind  als  1,  müssen  beide  Seiten  dieser 

Ungleichungen  vertauscht  werden;  man  erhält  dann  in  ganz  gleicher  Weise 

^)  -i — r>  — 1   wennar>l. 

a«  —  ^       q 
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•#  *  ^  ^  •  * 


Den  fär  die  Kichtigkeit  der  üngieichangen  1)  und  2)  goatellten  Bedingun- 
gen wird  genügt,  sobald  man  in  der  ersten  x-=T/  —  und  in  der  zweiten 

xz=T/  •-■  substitnirt,  wenn  ö  >  &  >  0.    Setzt  man  hierbei  —  =  m,   und 

Bwltiplicirt  in  No.  1)  beiderseitig  mit  «"•"*,  in  2)  mit  6**^*,  so  folgt: 

ä""  —  fr*" 

3)  m a«"-^  > 7-  >  '" ^""S 

a — 0 

und  eg  gilt  jetzt  diese  Ungleichung  ftir  alle  rationalen  Wertbc  von  m,  wel- 
che grösser  sind  als  1.  Durch  £inschliessung  irrationaler  Werthe  in  ratio- 
nale Grenzen  lässt  sich  dann  auf  bekannte  Art  beweisen,  dass  dasselbe 
BesnlUt  auch  noch  für  irrationale  m  richtig  bleiben  muss,  wenn  sie  nur 
grösser  sind  als  die  Einheit. 

Von  den  mancherlei  Folgerungen,  welche  die  algebraische  Analysis 
tos  diesem  Resultate  zieht,  möge  hier  nur  ein  einfacher  Beweis  für  die 
Richtigkeit  des  bekannten  Grenzwerthes 


^•'"  [6 + h)"] = 


PUts  finden ,  worin  a>  eine  unendlich  werdende  reelle  Zahl  und  e  die  Basis 
der  natürlichen  Logarithmen  bezeichnet. 

Bringt  man  zunächst  die  Ungleichung  3)  auf  die  Form 

4)  mo"  -*  (a  —  6)  >  «"•  — 6""  >mh^'^  (ö  —  *) 

Ä+ 1  k 

und  setzt  dann  a  =  — - — ,  ^  =^  1  und  w  =  —  ,  wobei  /r  >  w  >  1  sein  soll, 

.  k  W' 

so  folgt: 

also  auch: 

Wird  ferner  mit  Beibehaltung  der  für  m  gemachten  Substitution  ein  ande- 

If l 

res  Mal  a  =:  1  und  6  =  — r^ —  gesetzt ,  so  ergiebt  sich : 


ond  hieraus 


(i-)'>(iri)-, 


oder  auch: 


G4,;<c-£n)- 
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•  ^N-^x^-..^  yv^N  ^.^.^.y»*"^^"^   ^  ^N.  • 


Die  Ungleichungen  5)  nnd  6)  zeigen,  dass,  wenn  man  n  zwischen  den 
Grenzen    1  und  cao    beliebig    wachsen    lässt,    der    AVerth    der    Function 

1    fortwährend   zunimmt,   während   dagegen    (  j    fortwährend 

abnehmen  muss.  Dabei  kann  aber  weder  die  erste  dieser  beiden  Functio- 
nen in  das  Unendliche  wachsen,  noch  die  zweite  bis  zum  Verschwinden 
klein  werden ,  weil  immer 

w  + 1  n 

also  auch 


(^'r<C7^)' 


bleibt.  Beide  Functionen  müssen  sich  folglich  endlichen  Grenzen  nähern, 
für  welche  z.  B.  aus  der  Substitution  n  =  2  abgeleitet  werden  kann,  dass 
sie  zwischen  den  Zahlen  2^  und  4  gelegen  sind. 

Bestimmt  man  nun  nach  der  Ungleichung  4)  die  Grenzen  der  Differenz 

80  erhält  mian  als  obere  Grenze 


«    \M  -  1/ 


nnd  als  untere 
es  ist  also 

')  ife)">fe)-e-f';>i(^T 

Da  in  beiden  Grenzen  bei  unendlich  werdenden  n  die  Factoren  ( ) 

\«  — 1/ 

und  ( I   endlich  bleiben,  während  der  Factor  —  gegen  die  Null  con- 

vergirt,  so  gehen  beide  Grenzen  selbst  in  Null  über,  und  es  geschieht  das- 
selbe mit  der  Differenz  der  beiden  in  Rede  stehenden  Functionen.  Beide 
Functionen  convergiren  also  gegen  eine  gemeinschaftliche  Grenze,  für 
welche,  wenn  man  sie  mit  e  bezeichnet,  Näherungswerthe  aus  der  Unglei- 
chung 

("4^)"<«<C47)' 

abgeleitet  werden  können. 

Beachtet  man  endlich,  dass  der  Ausdruck  I j  auch  in  der  Form 

( 1 j      geschrieben  werden  kann,  so  lässt  sich,  wenn  man  m  an  die 
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Stelle  eines  unendlich  werdenden  positiven  oder  negativen  n  setzt,  das 
Besnltat  der  vorhergehenden  Betrachtungen  in  der  Gleichung 

8)  Lim[(l  +  iy]^e 

insimmeDfassen. 

IL  Transformation  einer  endlichen  Eeihe.  —  Bezeichnen  (^)o,  (^),, 
(■)i  etc.  die  zum  Exponenten  (i  gehörigen  Binoroialcoefficienten ,  so  ist 
fir  beliebige  p  und  q ,  sowie  für  ein  ganzes  positives  n 

(P  +  9)n  =  (P)ii  (^)o  +  (P)»-l  (^)l  +  (P)ii-2  (g)«  +  .  .  . 

Im  Falle  q=z  —  Ar,  n=p  —  Ar,   wo  k  und  p  ganze  positive  Zahlen  be- 
deuten mögen ,  wird  hieraus 

1  =  {p)p^  (-Ar)o  +  (p)p-*-i  (-Ar),  +  (p^-^-z  (-Ar),  +  . .  . 
oder 

1  =  {P)k  —  {k\  (p)h-i  +  {k  + 1),  (p)i^  —  ... 
Wendet  man  diese  Gleichung  der  Reihe  nach  für  A:=  1, 2, 3, . .  .p  an,  mul- 
tiplicirt  die  erste  Gleichung  mit  1"*,  die  zweite  mit  2"",  die  dritte  mit  3*" 
n.  I.  w.,  so  erhält  man  durch  Addition 

liii  +  2"'  +  3"  +  ...+p«» 

=  1"  [{P)t  -  (1)i  (p).  +  (2).  (P),  -  (3).  (P)4  +  . .  .] 
+  2«  [(p),  -  (2),  (p),  +  (3).  (p),  -  (4),  (p),  +  ...] 

+  3-  [(p),  -  (3).  (p)4  +  (4),  (p),  -  (5),  (p).  +  .  .  .] 

Nach  den  Binomialcoefficienten  (p)i,  (p),  etc.  geordnet,  giebt  dies 

i*  +  2"«  +  3"«  +  . . .  +  p« 
=  1-  (P).  +  [2"-  -  (1),  l"]  (P),  +  [3»»  -  (2),  2'»  +  (2),  1-]  (p),  +  .  .  . ; 
nr  Abkürzung  sei 

ai  =  k^--  (Ar— 1),  (Ar— l)-  +  (Ä  — 1),  (Ar  — 2)-  —  . . . , 
es  ist  dann 

i«»  +  2«  +  3"«  +  . . .  +  p« 

==  «1  (P)i  +  «1  (P)i  +  «8  (P)8  +  . . .  +  «p  (p)p. 
Der  Werth  von  a^  kann  unter  folgender  Form  dargestellt  werden 
{k\  ^^^  —  {k\  {k  -  l)*H-i  +  (AQ,  (A:  ~  2)*H-i^... 

und  nach  einem  bekannten,  auch  elementar  leicht  beweisbaren  Satze  ver- 
schwindet der  Zähler,  sobald  k'^tn  +  l  ist;  daher  vereinfacht  sich  die  ge- 
fundene Transformation  und  giebt 

1«  +  2"»  +  3"'  +  . . .  +P'* 

=  «1  (P)l  +  öf  (P)l  +  •  •  •  +  ^m^i  (pWi- 

So  ist  z.  B.  für  m  =  2 

«1  =  1,     «1  =  3,     a,  =2, 
1«  +  2»  +  3«  +  .  .  .  +  p» 

=  (P)i  +  3(p),  +  2(P)8  =  JP(P  +  l)  (2p+  M. 

Zeii^rhri/i  f.  yaiheniatik  u.  Physik,   VII,  J.  \ 
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■  ^"^N^^*  ^^^  »^^ 


nnd  für  w  =  3 

tt,  =  1 ,      ö,  =  7 ,      «3  =  l2 ,     «4  =  0, 

1»  +  2»  H-  3»  +  . .  .  +  p» 
=  {P\  +  7  (P).  +  12  (P),  +  6  (;>),  =  ^p«  (p  +  1)«. 


SCHLÖMILCH. 


in.  Ueber  Leitlinien.  —  Professor  Raabe  bat  im  zweiten  Bande 
des  Crelle'schen  Journals  einen  Aufsatz  über  Leitlinien  veröffentlicht,  in 
welchem  er  die  Definition  aufstellt:  Leitlinie  einer  gegebeneu  krummen 
Linie  ist  diejenige  Linie,  welche  die  Eigenschaft  besitzt,  dass  die  Normale, 
welche  von  irgend  einem  Punkte  jener  Curve  auf  sie  gefliUt  wird,  gleich 
der  Entfernung  jenes  Punktes  von  einem  gegebenen  festen  Punkte  der* 
Ebene  ist.  Der  Unterzeichnete  hat  dann  im  zwanzigsten  Bande  von  6m- 
nert*s  Archiv  den  Gegenstand  aufgenommen  und  einige  nicht  uninteres- 
sante Beispiele  angeführt.  Später  hat  Raabe  selbst  im  48.  und  50.  Bande 
von  Crelle's  Journal  Weiteres  bekannt  gemacht,  besonders  einen  Satz, 
der  den  Zusammenhang  der  Leitlinien  mit  den  Fusspunktscurven  betrifft 
Da  indessen  sowohl  die  Ableitung  jenes  Satzes  bei  Raabe  etwas  unklar 
ist,  als  derselbe  auch  in  anderer  Weise  ausgesprochen  werden  kann,  und 
als  endlich  der  wirkliche  analytische  Zusammenhang  der  in  der  Unter- 
suchung vorkommenden  Gleichungen  noch  nicht  bekannt  zu  sein  scheint, 
so  dürfte  auch  jetzt  noch  die  Veröffentlichung  nachfolgender  Resultate  ge- 
rechtfertigt sein. 

Benutzen  wir  wieder  unsere  frühere  Bezeichnungsweise  und  unter- 
scheiden die  Curve  von  der  Leitlinie  dadurch,  dass  wir  bei  jener  latei- 
nische, bei  dieser  griechische  Buchstaben  anwenden.  Nennen  wir  also  m 
einen  Punkt  der  Curve,  fi  einen  Punkt  der  Leitlinie,  und  zwar  den  m  ent- 
sprechenden Punkt  der  Leitlinie ,  wenn  die  m  (i  zur  Leitlinie  normal  ist. 
Der  gegebene  feste  Punkt  möge  o  heissen  und  als  Anfangspunkt  eines 
rechtwinkligen  Coordinatensystems  dienen,  auf  welches  Alles  bezogen  wer- 
den soll.     Die  Definitionsgleichung  der  Leitlinie  heisst  demnach : 

am  =  nifi 
oder  in  Anbetracht  der  Coordinaten  der  drei  Punkte  o,  m,  jn 

Die  Gleichungen  der  Curve  und  der  Leitlinie  heissen: 

2)     /•(x,y)=0,  3)     q>{i.v)=0. 

Endlich  wird  die  Bedingung  noch  existiren,  dass  die  mfi  zur  Leitlinie  nor- 
mal, d.  h.  wenn  die  Differentialquotienten  von  ij  nach  £  durch  Striche  an- 
gedeutet werden,  es  wird  sein: 

Differentiiren  wir  nun  die  Gleichungen  l)  und  4)  in  Bezug  auf  £,  so  ist 
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5)  i  +  VV  =^+Srfg  +y^  "^^dl' 

Daraas  die  Werthe : 

dx 

^)    {in  "^^  dl~~  ^^  "^  vnn—yn*  —  n—n^n  +  fi^'- 

Werden  nun  noch  7)  und  8)  mit  Hilfe  von  4)  umgeformt,  indem  man 
«  +  yV  =  i2V  +  S  und  — xfi' =  {y  —  rf)  rf*  —  Jiy'  substituirt,  so  ergiebt 
eme  einfache  Division 

9)  ^  =  y  =  -i. 

dx  'q 

Dtrin  ist  aber  der  schon  von  Raabe  gefundene  Satz  enthalten.  Der  geo- 
metribche  Sinn  der  Gleichung  0)  heisst  nämlich  so : 

„Wird  die  gerade  Linie  Ofi  im  Punkte  d  halbirt  und  dm  ge- 
zogen, so  ist  diese  Gerade   einestheils   senkrecht  zu  Ofi  (weil 
om  =  mn  sein  muss),  anderentheils  ist  sie  Berührungslinie  an  die 
Curve  in  dem  Punkte  m." 
Der  Beweis  dieser  Deutung  ergiebt  sich  unmittelbar,  sowie  man  nur 
die  vorgeschriebene  Construction   ausführt.     Eben  so  leicht  ergiebt  sich 
Aber  alsdann   folgender  weitere  Satz.     Wenn   auch   an   die   Leitlinie  im 
Punkte  [a  eine  Bertihrungslrnie  gezogen  wird,  welche  die  verlängerte  md 
im  Funkte  i  trifft ,  so  ist  immer 

z/ m /fi  =  mo  fi. 

„Der  Winkel,  den  die  Berührungslinien  an  zwei  einander  ent- 
sprechende Punkte  der  Curve  und  der  Leitlinie  mit  einander  bil- 
den, ist  gleich  dem  Winkel  der  beiden  Leitstrablen,   welche  von 
dem  festen  Punkte  o  an  jene  Punkte  m  und  fi  gezogen  werden." 
Bei  Anwendung  von  Polarcoordinaten  erweisen  sich  diese  Sätze  noch 
leichter.     In  der  citirten  Abhandlung  haben  wir  abgeleitet,  dass,   wenn 
auf  0  als  Pol  bezogen 

^(r,/)  =  0,  <P(^,^)=0 

die  Glcichnngen  der  Curve  und  der  Leitlinie  sind,  die  Gleichungen,  welche 
die  Bedingungen  der  Untersuchung  enthalten,  nach  leichter  Umformung 
80  geschrieben  werden  können : 

p  =  2r  .  cos  (/  —  d),  Q  =2r  .  sin  (/ — ^). 

Differentiirt  man  die  erstere  der  beiden  Gleichungen  nach  d' ,  und  schreibt 
für  ^'  den  durch  die  zweite  gebotenen  Werth ,  so  wird 


^   dt  ,  ^    dr 

o  =  —  1rsm  (l—%  )  •J^  +  2  ^^*  {^  —  ^) '  -f^ 


\* 
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Daraus  folgt 


oder  endlich 


I "^-^-.^^ ^  ^^ ^ fc^*--»  ..'  -  ' j  ^  .^ r*'     ■^'- '■tj' ^ '\^\^, * .^.-- ■•■ 


^^=r  =^  r  taug  {( — O) 


Das  ist  aber  nach  der  bekannten  Bedeutung  des  ersten  Dißerentialqaotien- 
ten  bei  Polarcoordinaten  nichts  anderes,  als  unsere  zweite  Darstellungs- 
weise  des  Satzes,  aus  welcher  siqh  dann  rückwärts  die  erste  ergiebt. 

Denken  wir  uns  nun  einmal  die  Gleichungen  1),  2),  4),  das  andere 
Mal  die  1),  3),  0)  gegeben ,  so  lassen  sich  folgende  Werthpaare  entwickeln : 

10)<     ~        ^^"-^"'^        '  11))  '^'"        ' 

^-     iiv-W)     '  f^       1+7^' 

und  die  Substitution  von  10)  in  2)  liefert  die  Differentialgleichung  der  Leit- 
linie zu  einer  gegebenen  Curve,  ebenso  wie  die  Substitution  von  11)  in  3)  die 
Differentialgleichung  der  Curve  zu  einer  gegebenen  Leitlinie  darstellt. 

Es  scheint  nun  von  eigenthümlichcm  Interesse ,  dass  diese  beiden  so 
allgemeinen  Differentialgleichungen  der  wirklichen  Integration  fähig  sind, 
indem  die  frühere  Gleichung  1)  ein  particulares  Integral 
derselben  ist,  je  nachdem  man  die  ;r,^  durch  die  Constanten 
et,  ß  oder  die  $,  ri  durch  die  Constanten  a,  b  ersetzt,  wobeidas 
eine  Mal  /'(a,/3)  =  0,  das  andere  Mal  qp(a,6)  =  0. 

Dieser  analytische  Zusammenhang  verificirt  sich  ohne  Mtihe.  Eine 
directe  Ableitung  aus  den  betreffenden  Differentialgleichungen  etwa  durch 
Trennung  der  Veränderlichen  ist  bisher  noch  nicht  gelungen. 

Um  80  einfacher  war  die  geometrische  Ableitung  desselben.  In  der 
That  sieht  man  leicht  ein ,  dass  sowohl  die  Curve  als  die  Leitlinie  als  ein- 
hüllende Linien  zu  betrachten  sind,  dass  also  die  Gleichungen  2)  und  3) 
singulare  Integrale  der  betreffenden  Differentialgleichungen  sein  müssen. 
Die  von  der  Curve  eingehtilUen  Linien  sind  jene  geraden  Berührungslinien 
dm]  die  von  der  Leitlinie  eingehüllten  sind  Kreise,  deren  Mittelpunkt  in 
m  und  deren  Halbmesser  mo.  Die  Gleichungen  jener  geraden  Linien,  so- 
wie jenes  Kreises  sind  demnach  die  gesuchten  particulären  Integrale  und 
aus  ihrer  geometrischen  Definition  ermitteln  sie  sich  leicht  in  der  vorge- 
nannten Gestalt: 

a*  +  b*=z2ax  +  2by,    wo  g)(rt,6)  =  0, 
und 

r  +  V  =  2«S  +  2l3»?,    wo  /•(a,/3)=0, 

Cantor. 
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r^^^«^«^rf^-»  . 


IT.  Analytisoh- geometrische  Votisen.  Von  Dr.  Wilh.  Fiedler.  — 
In  meiner  Bearbeitung  von  Key.  Salmon^s  „Trealise  on  Conic  Seclions^'',  „Ana- 
lytische Geometrie  der  Kegelschnitte^^  ist  im  Art.  363  der  Nachweis  ge- 
liefert, dass  für  zwei  Kegelschnitte  5  =  0,  5i=0  ein  Dreieck  existirt, 
welches  gleichzeitig  dem  ersten  eingeschrieben  und  dem  zweiten  umschrie- 
ben ist,  sobald  die  Relation 

erffillt  ist,  in  welcher  die  Symbole  6,,  S  und  ^|  die  Bedeutungen  haben, 
welche  ihnen  an  der  angeführten  Stelle  oder  in  meinem  Aufsatze  im 
VI.  Bande  dieser  Zeitschrift,  p.  140,  beigelegt  sind.  Diese  Relation  liefert 
anf  zwei  Kreise  bezogen  ein  beachtenswerthes  Resultat  von  grosser  Ein- 
fachheit. 
Sind 

a*+y^  =  Q*  und  (x— a)*  +  (y  — |S)«  =  r« 
die  Gleichungen  der  Kreise,  deren  erster  als  der  eingeschriebene,  der  an- 
dere als  der  umschriebene  betrachtet  werden  mag ,  so  erhält  man 


e  = 


q' 


ö.  — ^4 . 

und  hat  somit  die  fragliche  Bedingung  in  der  Form 
d.  i. 

Man  kann  nach  dieser  Relation  entweder  aus  dem  Halbmesser  r  des 
oinHchriebenen  Kreises  und  den  Mittelpunktscoordinateu  o,  ß  des  einge- 
schriebenen Kreises  den  Halbmesser  des  letzteren  berechnen 


=  ±  — ^- — ; 


^       —  2r 

die  vom  Centrum  des  eingeschriebenen  Kreises  an  den  um- 
schriebenen Kreis  gezogene  Tangente  ist  die  mittlere  geo- 
metrische Proportionale  zwischen  dem  Halbmesser  des  ein- 
geschriebenen nnd  dem  Durchmesser  des  umschriebenen 
Kreises.  Man  sieht,  der  Halbmesser  des  eingeschriebenen  Kreises  wird 
Null,  wenn  sein  Mittelpunkt  in  der  Peripherie  des  umschriebenen  Kreises 
liegen  soll;  die  letztere  Forderung  ist  somit  durch  kein  Dreieck  zu  er- 
füllen. Oder  man  berechnet  für  gegebene  Halbmesser  beider  Kreise  die 
Mittelpunktscoordinaten  des  umschriebenen  Kreises;  dazu  die  Relation 

a«-(./3«=:=r(r  +  2(>); 
d.i.:   Die  Centra  aller  Kreise  von  gegebenem  Halbmesser  r, 
welche  für  einen  festen  eingeschriebcuou  1\.tii\Ä  n^tü'^X^Vö- 
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messer  g  die  Eigenschaft  haben,  denselben  Dreiecken  nm- 
schrieben  zn  sein,  liegen  anf  der  Peripherie  eines  mit  dem 
letzteren  concentrischen  Kreises,  der  die  mittlere  geome- 
trische Proportionale  zwischen  dem-Halbmesser  des  ersten 
und  der  algebraischen  Summe  aus  diesem  und  dem  Dnrch- 
messer  des  zweiten  zum  Halbmesser  hat. 

Man  sieht,  der  Halbmesser  jenes  Kreises  kann  nur  Null,  d.  h.  der 
ein-  und  umgeschriebene  Kreis  können  nur  concentrisch  werden  für 
r  =  2p  im  Fall  des  unteren  Vorzeichens;  so  geschieht  es  im  Fall  des 
gleichseitigen  Dreiecks.*) 

Bekanntlich  lassen  sich  für  jedes  Paar  solcher  Kreise  nnsShlig  viele 
Dreiecke  zugleich  ein-  und  umschreiben;  für  alle  solche  Dreiecke  lässt 
sich  leicht  beweisen,  dass  der  Ort  der  Durchschnittspunkt  ihrer 
H<>hen  ein  Kreis  ist,  welcher  die  algebraische  Summe  vom 
Durchmesser  des  umschriebenen  und  dem  Halbmesser  des 
eingeschriebenen  Kreises  zum  Halbmesser  hat. 

Es  liegt  auf  der  Hand,  dass  die  allgemeine  Grundlage,  .von  der  hier 
ausgegangen  ward,  zahlreiche  andere  Entwickelungen  in  ähnlicher  Rich- 
tung zulässt.     Es  galt  mir  hier  nur ,  sie  anzudeuten. 

Aber  der  allgemeinen  Aufgabe  über  zwei  Kegelschnitte,  welche  hier 
vorausgesetzt  ist,  steht  eine  ähnliche  Aufgabe  in  der  Geometrie  der  Ober- 
flächen zweiten  Grades  zur  Seite.  Sie  lautet:  Welche  Bedingung 
müssen  die  Gleichungen  zweier  Oberflächen  zweiten  Gra- 
des erfüllen,  wenn  die  eine  zwei  Gegenkanten  eines  Tetrae- 
ders enthalten,  die  andere  aber  von  den  Flächen  desselben 
Tetraeders  berührt  werden  soll? 

Ich  gebe  die  Antwort  in  den  Bezeichnungen  der  Abhandlung  „Über 
Dreiecke  und  Tetraeder  etc.'^  (Bd.  VI  dieser  Zeitschrift,  p.  140)  durch  die 
Formel 

4Äz/,e,  =  et»  +  8^i«ö, 
wie  sie  sich  mir  nach  Rev.  Salmon^s  Anregungen  ergeben  hat. 

Ich  benutze  endlich  die  Gelegenheit,  um  zu  bemerken,  welches  die 
Bedeutung  der  Relation 

Sl  =  0 
ist,  wenn  Sl  den  in  der  Formel 

(am  angeführten  Orte ,  p.  144)  vorausgesetzten  Werth  hat. 


*)  Man  kann  endlich  anch  nach  dem  Halbmesser  r  des  umschriebenen  Kreises 
bei  gegebenem  Centmm  (a,  fi)  and  bei  gegebenem  eingeschriebonen  Kreise  fnigen, 
und  findet 

'•  =  +  ?±K?'  +  a'  +  P», 
Iches  nicht  minder ,  wie  alles  Frühere  leicht  construirt  werden  kann. 
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Die  Relation  Sl  =  0  findet  statt,  wenn  die  Kanten  eine, 
ioBesag  auf  die  erste  Oberfläche  zweiten  Grades  sich  selbst 
eonjugirten  Tetraeders  die  zweite  Oberfläche  sämmtlich 
tiDgiren. 

Ist  die  erste  Oberfläche  ein  dreiachsiges  Ellipsoid  und  die  zweite  eine 
Kngel,  so  nimmt  jene  Relation  die  entwickelte  Form  an: 
^iß*+/)  +  ^(y*  +  «*)  +  c«(a»  +  ß^)  =  K  +  6*+  c*)r*  +  an^  +  b*c*+(^a\ 

Sind  beide  Oberflächen  Kugeln  und  setzt  man  a  =  b  =  c  =  Qj  so  wird 

Und  man  kann  andere  Relationen  derselben  Art  durch  ähnliche  Speciali- 
liniDgen  erhalten. 


Y.  üeber  die  Vielecke  von  gebrochener  Seitenzahl ,  oder  die  Be- 
dsotong  der  Stern -Polygone  in  der  Geometrie.  Von  Ernst  Schröder, 
stiid.  math.  et  phys.  in  Heidelberg. 

Ueberall,  wo  wir  die  Reihe  der  ganzen  Zahlen  auftreten  sehen  an 
Gebildon ,  welche  aus  Elementen  zusammengesetzt  sind ,  kann  es  gelingen, 
anch  den  gebrochenen  Zahlen  einen  vernünftigen  Sinn  unterzulegen,  d.  h. 
neue  Gebilde,  welche  ursprünglich  nicht  zur  Kategorie  jener  als  ganz- 
xablig  definirten  Gebilde  gehörten,  mit  zu  denselben  zu  zählen,  indem 
man  sie  betrachtet  als  zusammengesetzt  aus  einer  gebrochenen  Anzahl 
der  nämlichen  Elemente. 

Der  Vortheil  eines  solchen  Verfahrens  liegt  auf  der  Hand ;  er  besteht 

in  einer  Erweiterung  des  Begriffes  jener  Grössen ,  welche  ursprünglich  nur 

auu  einer  ganzen  Anzahl  Elemente  zusammengesetzt  sein  durften,   und  er 

besteht  in  der  Ausdehnung  der  von  letzteren  Grössen  bekannten  Sätze  auf 

neue,  eben  die  gebrochenzahligen  Gebilde;   beides  ist,  wie  jede  Generali- 

sation,  das  Ziel  der  Wissenschaft.  Zugleich  wird  durch  das  Verfahren  eine 

sweckmässige  Erspamiss  erzielt,  indem  jeder  Satz,  der  für  die  ganzzahlig 

zusammengesetzten  und  für   die  gebrochenzahlig  zusammengesetzten  Ge> 

bilde  sonst  doppelt  entwickelt  werden  müsste,  nun  zu  einem  einzigen  Satze 

susammengefasst  oder  abgekürzt  wird. 

An  sich  zwar  giebt  es  nur  ganze  positive  Zahlen.  Ich  kann  A  als 
Element  eines  Gebildes  entweder  nicht  setzen  —  dann  habe  ich  Null  mal  A 
oder  0,  oder  ich  kann  es  1  Mal,  2,  3  ...  n  Mal  setzen,  wo  n  eine  positive  ganze 

Zahl  ist.     Man  kann  sich  aber  kein  Gebilde  vorstellen,  das  aus  — n  oder 

p 

ans  —  Elementen  zusammengesetzt  ist.  —  Die  Einführung  des  Begriffs  der 

negativen  Zahlen  in  die  Algebra  —  um  bekannte  Beispiele  zu  wählen  — ' 
gewährt  aber  den  Vortheil ,  dass  die  Kechnung  mit  Summen  und  die  mit 
Differenzen  unter  gemeinsame  Regeln  gebracht  wird.  Die  Einführung  des 
BegrifiiB  der  gebrochenen  Zahlen  gewährt  den  VoilW\\  ^  &«&^  YCiA.\i  ^^sD^^ 
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Grössen  dnrch  die  Einheit  ausdrücken  kann ,  die  überhaupt  keine  Summen 
aus  solchen  Einheiten  sind ,  und  die  Betrachtung  der  gebrochenen  Poten- 
zen den  Nutzen ,  dass  man  solche  Ausdrücke  als  Potenzen  von  A  ansehen 
kann,  die  überhaupt  im  strengen  Sinne  des  Worts  keine  Potenzen,  d.  i. 
Producte  aus  gleichen  Factoren  Ä  wären. 

Wenn  nun  in  der  Algebra  die  Erweiterung  des  Begriffs  ganzzahliger 
Gebilde  auf  gebrochenzahlig  zusammengesetzte  von  so  grossem  Nutzen  ist^ 
so  liegt  der  Gedanke  nahe,  dies  auch  in  der  Geometrie  bei  Gelegenheit  za 
versuchen ,  und  es  wird  dies  um  so  leichter  zu  bewerkstelligen  sein,  als  die 
Geometrie  meist  nur  mit  continuirlichen  Grössen  zu  thun  hat. 

In  der  Reihe  der  Polygone  sehen  wir  alle  ganzen  Zahlen  von  3,4...n 
bis  00  als  Seitenzahl  auftreten,  und  wir  wollen  versuchen,  die  Eigenschaf- 
ten der  Polygone  von  gebrochener  Seiten  •  oder  Eckenzahl  —  kennen  zu 

lernen. 

Unter  einem  Polygon  wollen  wir  hier  nicht  etwa  eine  von  geraden 
Linien  begrenzte  ebene  Fläche ,  sondern ,  wie  dies  unzweideutiger  ist ,  ein 
ebenes  System  von  begrenzten  Geraden  verstehen,  die  je  zu 
zweien  einen  Endpunkt  gemeinsam  haben,  das  Eck.  Die  übrigen  Durch- 
schnittspunkte der  begrenzten  Geraden  (Seiten),  die  nicht  zugleich  Be- 
grenzungspunkte derselben  sind,  mögen  zufällige  Ecken  oder  Kreu- 
zungspunkte heissen. 

Endlich  wollen  wir  der  leichteren  Darstellung  halber  zunächst  nur  die 
regulären  Yielseite  betrachten  und  die  von  ihnen  geltenden  Sätze  erst 
später  auf  die  irregulären  Vielseite  ausdehnen. 

Unter  einem  regulären  Polygon  verstehen  wir  ein  solches,  dessen 
Seiten  einander  sämmtlich  gleich  und  dessen  Um fa ngs wink el  (die  Win- 
kel, welche  die  Seiten  an  den  Ecken  bilden)  einander  ebenfalls  gleich  sind. 

Hier  haben  wir  noch  naher  zu  bestimmen,  welche  von  den  2ii  Win- 
keln, die  von  den  Seiten  eines  nSeits  an  den  n  Ecken  gebildet  werden  und 
die  sich  zu  n  .W^^  =  n  .2n  ergänzen,  wir  als  Umfangswinkel  nehmen 
wollen.  —  Die  2w Winkel,  von  welchen  immer  zwei  sich  zu  300®  =  2w  er- 
gänzen, scheiden  sich  naturgemäss  in  zwei  Gruppen  von  je  yi  Winkeln  der- 
art, dass,  wenn  man  sich  das  Polygon  in  einer  Richtung  von  einem  Punkte 
durchlaufen  denkt,  die  i< Winkel  der  einen  Gruppe  immer  auf  dereinen 
(linken) ,  die  der  zweiten  Gruppe  immer  auf  der  anderen  (rechten)  Seite 
der  Bewegungsrichtung  des  Punktes  in  der  Ebene  bleiben.  Von  diesen 
zwei  Gruppen  von  je  n  Winkeln  betrachten  wir  immer  nur  die  eine ,  und 
zwar  im  Allgemeinen  die  von  der  kleineren  Winkelsumme,  als  zum  Poly- 
gon gehöriges  Umfangswinkelsystem. 

Nach  diesen  Feststellungen  schreiten  wir  zur  Verallgemeinerung  der 
von  den  ganzzahligen  oder  n  Ecken  bekannten  Sätze  Über  die  gebrochen- 
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lahligen  Vielecke  oder  — tel  Ecke,  und  sodann  zur  geometrischen  Deu- 
tung dieser  letzteren. 

1)  Von  den  regulären  Polygonen  mit  ganzer  Seitenzahl  n  gilt  der 
Satz,  dass  sie  in  und  um  einen  Kreis  beschrieben  werden  können.  Da 
der  Beweis  dieses  Satzes  von  der  Voraussetzung  unabhängig  ist,  dass  das 
Polygon  ein  geschlossenes  sei,  indem  man,  um  z.  B.  den  ersten  Theil  des 
Satzes  zu  beweisen,  dnrch  drei  benachbarte  Ecken  einen  Kreis  zieht  und 
Ton  jedem  folgenden  Eck  nachweist ,  dass  es  ebenfalls  vom  Mittelpunkt 
des  Kreises  um  seinen  Radius  R  entfernt  sei,   so  können  wir  auch  von  den 

keinenfalls  geschlossenen  ~ Ecken  sagen: 

In  und  um  jedes  reguläre  Polygon  von  der  Seitenzahl  ~  kann  ein 

Kreis  beschrieben  werden. 

2)  Die  Summe  der  Centriwinkel  des  nEcks  der  gewöhnlichen  Art  be- 
trägt 29K.  Da  dieser  Werth  von  der  Seitenzahl  n  unabhängig  und  constant 

i«t,  80  soll  auch  die  Summe  der  Centriwinkel  des  —  Ecks  27t  betrai^en. 

3)  Alle  Centriwinkel  des  regulären  /iEcks  sind  einander  gleich,  und 

9.7T  n 

beträgt  ein  jeder  — .    Ebenso  sind  die  Centriwinkel  des  recculären  —  Ecks 

n  9 

einander  gleich  und  beträgt  jeder  -     = . 

> 

4)  Die  Summe  der  Umfangswinkel  des  w  Ecks  ist  (;i — 2)n.  Setzen 
wir  darin  —  statt  «,  so  erhalten  wir  die  Summe  der  Umfaneswinkel  des 

—  Ecks : 


(L_.)_ 


p—2q 
n. 


5)  Jeder  Umfangswinkel  des  ;iEcks  beträgt tt;  jeder  Umfangs- 

p—2q 

Winkel  des  ^Ecks:  —l-n=^~^'^n. 
9  P_  P 

q 

6)  In  jedem  convexen  Vielspit,  auch  wenn  es  irregulär  ist,  beträgt 
die  Summe  der  Aussenwinkel  von  gleicher  Richtung  300°  oder  2%. 

Da  dieser  Satz,  welcher  von  Krause  herrührt,  nicht  allgemein 
bekannt  sein  dürfte ,  so  geben  wir  hier  den  Beweis  desselben,  welcher  selir 
kon  ist : 
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Denkt  man  sieb  nämlich  eine  Gerade,  die  sieb  um  das  Polygon 
bernmschmiegt ,  indem  sie  sieb  snccessive  an  die  Seiten  desselben  anlegt, 
so  drebt  sie  sieb  dabei  nm  die  Aussenwinkel  desselben,  welche  entstehen, 
wenn  man  alle  Seiten  im  nämlichen  Sinne  verlängert.  Da  die  Gerade 
nach  vollendeter  Drehung  wieder  in  ihre  ursprüngliche  Lage  und  Richtung 
kommt,  so  ist  die  Summe  der  Aussenwinkel  2n. 

Der  Satz  gilt  auch  von  Polygonen  mit  einspringenden  Winkeln,  wenn 
man  die  einspringenden  Aussenwinkel  negativ  nimmt     Er  gelte  auch  von 

den  —  Ecken,  weil  er  bei  den  n Ecken  von  der  Seitenzahl  n  unabhängig  ist. 
9 

Aus  der  Vergleicbung  dieses  Satzes  mit  No.  2)  gebt  hervor,  dass  die 
Summe  der  Aussenwinkel  der  Summe  der  Centriwinkel  gleich  ist;  und  in 
der  Tbat  ist  beim  regulären  Polygon  jeder  Aussenwinkel  auch  einzeln  dem 
Centriwinkel  gleich. 

7)  Die  Seite  S  des  in  den  Kreis  vom  Halbmesser  R  eingeschriebenen 

2n 
regulären  nEcks  berechnet  sich  aus  dem  Centriwinkel  —  nach  bekannten 

n 

I 

trigonometrischen  Formeln,  wie  folgt: 


S=±j/r^  +  R^  —  2R.R cos (— )  =  +  2Rsin  (-V 

oder,  wenn  wir  den  Durchmesser  mit  2>  bezeichnen: 

S=±Dsin(^\ 

Ferner  berechnet  sich  die  Seite  £  des  um  den  Kreis  vom  Radius  P 
beschriebenen  regulären  fiSeits: 

£=±2Plang(^\ 

oder  durch  den  Diameter  J  ausgedrückt: 

Für  das  —  Eck  hat  man  daher  die  beiden  Formeln : 

q 

S=±üsin(^^   und   i:=±Jiang(^y 
Die  bisherigen  Formeln  haben  wenig  Interesse  für  uns ,  wenn  es  nicht 
gelingt,  die  ^ Seite  geometrlBch  zu  interpretiren.     Nun  ist  aber  offenbar 

ein  Polygon,  welches  —  Seiten  oder  Ecken  hat,  ein  widersinniger  Begriff. 

Fügt    man    aber  ^'Polygone  von  —  Seiten  und  Ecken  so 

zusammen,   dass   die  Bruchtbeile  der  Seiten  sich  zu  Ganzen 
ergänzen,  so  müssen  wir  eine  Figur  von  p  Seiten  und  Ecken 
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j;j.^JO-W>fWB^^-^-^^  1*  ^  I  ■  J^  ^1^^*  ■»  *!■■■  'I 


erhilten,  und  es  liegt  nichts  im  Wege,  dass  wir  ans  diese 
Figur  geometrisch  darstellen. 


In  diesem  Satze  liegt  die  Definition  der  —  £cke  ebenso  wie  die  einer 


P  t.. 

DU  aer 

gebrochenen  Potenz  in  der  Gleichung : 


\ai)  =aP: 


Diese   Figur ,   welche  aus  q  regulären  —  Ecken  zusammengesetzt  ist 

und  selbst  p  ganze  Seiten   und  Ecken  hat,   muss  nun  zum  Ersten  den 
Sitten  l),  3),  5),  7)  genügen,  dann  aber  auch  noch  den  Sätzen  2),  4),  6), 

welche  durch  die  Multipltcation  des  —  Ecks   mit  q ,  wie   folgt ,    modificirt 

werden: 

Die  Figur ,  zu  welcher  q  reguläre  —  Ecke  gruppirt  sind ,  hat  folgende 

Eigenschaften : 

2*)  Die  Summe  ihrer  Centriwinkel  beträgt  q  .2n 

4*)  Die  Summe  ihrer  Umfangswinkel  ist  q  . tj  =  (p  — 2^)  n. 

6*)  Die  Summe  ihrer  Aussenwinkel  ist  2^71. 

Aus  diesen  Bedingungen,  welche  von  der  Figur  erfüllt  werden  müs-» 
•en,  geht  hervor,  dass  diese  Figur  identisch  ist  mit  dem  Stern- 
poljgon,  welches  man  erhält,  wenn  man  im  regulären  p Ecke  jeden  Eck- 
pankt  immer  mit  dem  ^ten  folgenden  verbindet^   denn  der  Centriwinkel 

9  ff 

dieses  Stempoljgons  beträgt  q ,  — ,  und  aus  ihm  berechnen  sich  die  übri- 

gen  Stücke  des  Sternpolygons  ganz  gleich  denen  der  fraglichen  Figur  von 
No.  1)  bis  7). 

Die  französischen  Mathematiker  (Poinsot,  Terquem)  nennen  ein  sol- 
ches Sternpoljgon  „ein  gesterntes  Polygon  von  der  Seitenzahl  p  und  der 
Art  9/*  und  man  kann  dasselbe  auch  nach  Krause's  Vorschlag  den 
iiAsterisk  von  p  Seiten  und  ^ter  Ordnung^'  nennen. 

Nach  der  neuen  Auffassung,  die  wir  nun  gewonnen  haben,  ist  also 
ein  solches  Sternpolygon  nichts  anderes,  als  der  Complex  von  ^Poly- 
gonen gebrochener  Seitenzahl  — . 

9 


*)  Die-e  letztere  Definition  ist  jedoch  eine  vollständige,  6a  tiP  für  ein  gauz- 
tthliges  p  eine  ganz  bestimmte  Grösse  i-st ,  wälirend  in  unserem  Falle  die  Natur  der 
fttchlossenen  p  seitigcn  Figur  noch  nicht  näher  charakterisirt  ist.     Die  Definition 

dieser  Figur  und  resp.  der  —  Seite  bedarf  daher  noch  einer  Vervollständigung ,  und 

q 
£ese  ist  gegeben  durch  die  Bestimmung ,  welche  in  dem  nachfolgenden  ^^Vls^  ^^> 

troffin  wird. 
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Das  ganzzahlige  n  Eck  erscheint  als  Polygon  erster  Ordnung,  und 
jeder  Asterisk  der  ^ten  Ordnung  überdeckt  q  mal  den  ganzen  Kreisnmfang. 
^—  Es  ist  uns  jetzt  auch  erlaubt,  folgende  zwei  Sätze,  die  bisher  nur  Oil- 
tigkeit  hatten,  wenn  p  durch  q  ganzzahlig  theilbar  ist,  allgemein  aoszu- 
sprechen : 


8)  Wenn  man  ein  reguläres  p  Seit 
verlängert,  bis  jede  Seite  die  ^te  fol- 
gende schneidet,  so  erhält  man  q  re- 
guläre—Seite, welche  alle  demselben 
Kreise  umschrieben  sind. 


Wenn  man  im  regulären  p  Eck  je- 
des Eck  mit  dem  als  ^tes  auf  ihn  fol- 
genden  verbindet,  so  erhält  man  q  re- 
guläre —Ecke,  welche  alle  demselben 
Kreise  einbeschrieben  sind. 


Als  Beispiel  zu  diesen  beiden  Sätzen  betrachte  man  das  reguläre,  in 
und  um  einen  Kreis  beschriebene  12  Eck  oder  12  Seit.  Man  erhält  durch 
das  vorgeschriebene  Verfahren,  indem  man  dem  q  alle  Werthe  von  1  bis 
II  ertheilt,  erst  das  convexe  12 Eck,  dann  2  reguläre  >^  =&Ecke,  3  regu- 
läre ^•  =  4 Ecke,  4  reguläre  »^^3 Ecke,  endlich  5  reguläre  ^^Ecke, 
und  diese  letztere  Figur  ist  ein  in  sich  geschlossenes  Stempolygon;  setzt 
man  ^  =  6,  so  erhält  man  G  reguläre  '^  =  2 Ecke,  und  hieraus  geht  die 
Bedeutung  des  Zweiecks  hervor:  Das  in  den  Kreis  eingeschriebene 
Zweieck  ist  ein  Durchmesser;  das  dem  Kreis  umschriebene  unendliche 
Zweiseit  ist  ein  System  von  2  parallelen  Bertthrungslinien.  —  Fährt  man 
nach  dem  zweiten  der  beiden  Sätze  8)  noch  weiter  fort,  indem  man  das 
7te,  8te  u.  s.  w.  bis  Ute  folgende  Eck  mit  jedem  Eck  verbindet,  so  kommt 
mau  wieder  auf  dieselben  Figuren,  nur  in  umgekehrter  Ordnung,  und  all- 
gemein ist  unmittelbar  anschaulich ,   dass  für  eine  gerade  Zahl  p  man  anf 

die  nämlichen  Sternpolygone  stösst ,  wenn  q  von  0  bis  — ,  als  wenn  es  von 
--  bis  p  wächst,  nur  in  umgekehrter  Aufeinanderfolge,  und  dass  bei  einem 

ungeraden  p  dasselbe  gilt  für  q  zwischen  den  Grenzen  0  bis  und  den 

Grenzen  — —  bis  p.     Dabei  bleibt  der  Centriwinkcl  des  Polygons  kleiner 

als  «,  so  lange  ^  <  —  Ist,  und  er  wird  grösser  als  jr,  wenn  q^  —  ist.  — 

Was  aber  die  Verlängerung  der  Seiten  betrifft,  so  scheint  die  Giltigkeit 
des  ersten  der  beiden  Sätze  8)  dann  aufzuhören,  wenn  man  die  Seiten 
bis  in  die  Unendlichkeit  verlängert  hat,  da  man  sie  darüber  hinaus  nicht 
mehr  verlängern  kann.  Eine  Linie  nach  der  einen  Seite  hin  über  die  Un- 
endlichkeit hinaus  verlängern ,  heisst  jedoch  eben  nichts  anderes ,  als  sie 
auf  der  anderen  Seite  von  der  Unendlichkeit  herein  verkürzen,  ebenso, 
wie  oinon  Winkel  über  die  Grenze  n  der  Winkel  hinaus  vergrössem,  heisst^ 
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ihn  nach  der  entgegengesetzten  Seite  verkleinern;  und  bei  dieser  Anf- 
&ffuig  kommt  man  dann  auch  nach  dem  ersten  der  Sätze  8)  in  umgekehr- 
ter Ordnung  wieder  auf  die  nämlichen  Polygone ,  wenn  man  q  grösser  als 

-  werden  lässt. 
t 

Die  Bemerkung,  welche  wir  bei  den  letzten  Betrachtungen  machten, 
nlmlicb  dass  es  auch  gewisse  Polygone  von  verschiedenen  Ordnungen 
giebt,  welche  gemeinsame  Seiten  und  Ecken  haben  und  sich  nur 
dnreh  die  Auffassung  der  Umfangswinkel  unterscheiden ,  bleibt  uns  noch 
allgemein  auszuführen.  Da  nämlich  im  j^Eck  das  auf  einen  Puukt  in 
einer  Richtung  als  qieB  folgende  Eck  identisch  ist  mit  dem  als  (p  +  ^)tes 
folgenden  and  allgemein  mit  dem  als  {mp  +  ^)tes  folgenden ;  da  es  ferner 
identisch  ist  mit  dem  in  umgekehrter  Richtung  als  {p  —  q)ie3  folgenden  und 
tUgemein  dem  als  (mp  —  q)ie8  folgenden,  so  muss  das  Sternpolygon  von 
pEcken  und  ^ter  Ordnung  seinen  Ecken  und  Seiten  nach  identisch  sein 
mit  dem  Polygon  von  p  Seiten  und  (mp  +  q)iev  Ordnung ,  wp  m  irgend  eine 
ganse  Zahl  von  +0  bis  +  oo  bedeutet;  und  das  Gleiche  geht  auch  hervor 
aoa  der  Betrachtung  der  Aufeinanderfolge  der  Seiten. 

£s  folgt  übrigens  auch  aus  den  Formeln  zur  Seitenberechnung  des 
Stempolygons  in  7): 

S=±Dsin(^)   und  2=±Jtang(^\ 

dt  sowohl  sin  o  =  +  sin  (mn  +  a),  als  iang  «  =  +  iang  {mn  +  a)^  und  folg- 
lich auch 


S=±Üsin(m^±<,^\  =  ±Dsm(^^^^^n) 


und 


£=  +  J  lang 


(mp±q    \ 


Ut 


Der  Centriwinkel  und  der  Umfangswinkel  des  Sternpolygons  von 
p Seiten  und  (m;>  +  9)ter  Ordnung  wird  jedoch  abhängig  von  m,  indem  der 
Centriwinkel  gleich  wird : 

2(mp  +  q)n  .   2qn 

P  ""    P 

ond  der  Umfangswinkel  gleich  wird : 

p  —  ^{mp  +  q)  .  P  +  ^g' 

P  P 

Uerans  geht  durch  Yergleichung  mit  den  Formeln  3)  und  5)  hervor ,   dass 

die  Centriwinkel  und  Umfangswinkel  des  letzteren  Polygons  von  denen 

des  Stern ecks  der  ^ten  Ordnung  nur  durch   ein  ganzzahliges  Multiplum 

▼00  %  und  durch  ihr  Vorzeichen  sich  unterscheiden.     Wir  können  deshalb 

das  Stempolygon  von  der  Ordnung  q  und  das  von  der  OtduvwTv^  i^mp  ■V.ii^ 
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überliaupt  als  identisch  betrachten.  So  ist  z.  B.  das  ftinfseitige  Stern- 
poljrgon  der  2ten  Ordnung  identisch  mit  dem  fünfseitigen  Stempolygon 
von  der  Ordnung  3  =  5  —  2  (siehe  Fig.  1). 


Fig.  1. 


Eine  Gruppe  von  q  regulären  —  Ecken  bildet  immer  dann  ein  Stem- 
polygon, wenn  q  und  p  relative  Primzahlen  sind ;  und  stellen  wir  die  Frage 
auf,  wie  vielerlei  pseitigc  Sternpolygone  es  überhaupt  gebe,  so  mass 
nach  dem  Bisherigen  die  Antwort  lauten:  so  viele,  als  es  relative  Prim- 
zahlen zu  p  giebt,  die  kleiner  sind,  als  — .  —  Die  Figur,  die  aus  q  regu- 

o 
lären  —  Seiten  zusammengesetzt  ist,  bildet  eine  Gruppe  von  r  Sternpoly- 
gonen der  Seitenzahl  —  und  der  Ordnung  — ,  wenn  r  der  grösste  gemein- 
schaftliche Divisor  von  p  und  q  ist;   jene  Figur  bildet  endlich  convexe 
Vielecke ,  wenn  ^  =  1  oder  in  p  theilbar  ist.     Soll  der  Werth  des  Bruches 

—  ein  irrationaler  sein ,  so  müssen-  die  ganzen  Zahlen  p  und  q  unendlich 

gross  genommen  werden;  dann  liegt  ein  Stempolygon  vor  von  unendlicher 
Seitenzahl  p  und  unendlicher  Ordnung  ^;  seine  Ecken  füllen  die  Periphe- 
rie des  umschriebenen  Kreises  aus;  der  geometrische  Ort  seiner  Seiten- 
mitten ist  der  eingeschriebene  Kreis,  und  diese  Seiten  selbst  füllen  den 
Fläcl^enraum  des  concentrischen  Ringes  aus,  den  beide  Kreise  bilden, 
oder  mit  anderen  Worten :  Das  Polygon  schliesst  sich  nie ,  wenn  man  seine 
Seite  in  oder  um  den  Kreis  herum  aufträgt. 

Wir  dürfen  es  nicht  unterlassen,  die  beiden  Sätze  8),  welche  zu  ein- 
ander reciprok  sind,  noch  wie  folgt  zu  verallgemeinern: 
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9)  Wenn  man  im  Sternpolygon  von  Wenn  man  im  Sternpolygon  von 
^Seiten  und  ^ter  Ordnung  die  Seiten  p  Ecken  und  gier  Ordnung  jedes  Eck 
Terltngert  bis  zum  Schnittpunkt  mit  verbindet  mit  jedem  mten  folgenden, 
jeder  mten  folgenden,  so  erhält  man  so  erhält  man  das  Sterneck  von 
du  Sternpoljgon  von  p  Seiten  und  p  Ecken  und  {q  .  m)  ter  Ordnung. 
(9.»)ter  Ordnung. 

Dabei  sind  unter  benachbarten  oder  aufeinander  folgenden 
Seiten,  resp.  Ecken  immer  diejenigen  Seiten  zu  verstehen,  die  ein  Eck 
gemeinsam  haben ,  und  diejenigen  Ecken ,  die  an  derselben  Seite  liegen. 
Was  nun  die  Erweiterung  der  bisherigen  Sätze  auf  die  unregel- 
mäBsigen  Polygone  betrifft,  so  kann  dabei  von  Seitenberechnungen  und 
YOQ  Verallgemeinerung  der  Sätze  1),  2),  3),  5),  7)  natürlich  keine  Kode  sein, 
und  wir  können  uns  nur  die  Aufgabe  stellen,  gewisse  constante  Winkel- 
sammen  oder  Differenzen ,  welche  dabei  auftreten ,  zu  berechnen.  —  Wenn 
also  irgend  ein  unregelmässiges,  sternförmiges  Polygon  von  j9  Seiten  vor- 
liegt, 80  handelt  es  sich,  zu  ermitteln,  welcher  Ordnung  es  zuzuzählen  sei,« 
d.h.  es  zu  classificircn,  und  dann  handelt  es  sich  darum,  festzustellen,  wie 
aus  seiner  Seitenzahl  p  und  Ordnung  q  die  constanten  Winkelgrössen,  die 
«eh  an  ihm  vorfinden,  abgeleitet  werden  können. 

Man  lasse  eine  Gerade,  indem  man  sie  immer  in  demselben  Sinne 
dreht,  um  das  Polygon  sich  herumlegeu,  bis  sie  wieder  in  ihrer  ursprüng- 
lichen Lage  angelangt  ist.  Dadurch  findet  man  die  Summe  seiner  Anssen- 
winkel  gleich  einer  ganzen  Anzahl,  die  wir  ^  nennen  wollen,  mal  29k,  und 
Bon  berechne  man  die  Umfangswinkclsumme  des  Polygons  nach  der  näm- 
lichen Formel  4*),  M'ie  die  Winkelsumme  des  regulären  Asterisken  von 
pSeiten  und  qter  Ordnung.  —  Denn  bezeichnet  2a  die  Summe  der  Aussen- 
wiokel  und  2^u  die  Summe  der  Umfangswinkel,  so  ist: 
•  2a  =  2qn. 

Nun  beträgt  aber  jeder  Aussenwinkel  mit  seinem  Umfangswinkel  als 
Nebenwinkel  180®  =^;c,  und  dies  ist  auch  für  einspringende  Umfangswinkel 
der  Fall,  wenn  man  diesel- 
ben negativ,  die  Aussenwin- 
kel  aber  alle  positiv  nimmt, 
daher  ist : 

£a  +  £u^=zp  .  ä; 
sieht  man  von   dieser  Glei- 
ehong  die  vorhergehende  ab, 
10  wird : 

Xti  =  (p  —  2g)«,   q.  e.  d. 
Z.  B.  die  vorliegende  Fi- 
gur (Fig.  2)  ist  ein  7  seitiges 
Sterneck   der  .3ten  Ordnung 
und  kann  betrachtet  und  be- 


Fig.  2. 
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rechnet  werden  als  ein  Complex  von  3  unregelmässigen  j^ Ecken;  indem 
die  Aussen winkelsomme  =  3  .  2jf  ist.  Die  Umfangswinkelsumme ,  in  wel- 
cher der  einspringende  Winkel  u^  negatives  Glied  ist,  muss  daher  sein: 

Zu  =  w,  + 1/,  +  t/j  +  1/4  —  Wft+We  +  MT  =  (7  —  3 . 2)  Ä  =  «. 

Auch  die  Anwendung  unserer  Anschauungsweise  auf  das  Eck  oder 
die  Pyramide  im  Haume  bietet  keine  Schwierigkeit. 

n  von  je  zwei  Geraden  begrenzte  Ebenen,  die  sich  in  einem  Punkte 
schneiden  und  je  zu  zweien  ihre  Begrenzungslinien  gemeinsam  haben ,  sn- 
sammen  also  auch  n  Kanten  bilden,  sind  eine  Figur,  die  auf  ganz  reciproke 
Weise  zusammengesetzt  ist,  wie  das  Polygon  oder  System  von  n  in  je 
zwei  Punkten  begrenzten  Geraden,  die  in  einer  Ebene  liegen  und  je  sn 
zweien  einen  Grenzpunkt  gemein  haben,  daher  auch  n Ecken  bilden.  Ver- 
bindet man  also  alle  Punkte  eines  ebenen  Sternpolygons  von  p  Seiten  und 
^ter  Ordnung  mit  irgend  einem  Punkt  im  Räume  durch  Ebenen  und  ge- 
rade Linien  ,  so  liegt  nichts  im  Wege ,  die  dadurch  entstehende  stemför- 
.mige  Pyramide  von  p  Seitenflächen  auch  zur  ^ten  Ordnung  zu  zählen,  d.  h. 

als  Complex  von  ^Pyramiden  der  Seitenzahl  —  zu  betrachten.    Es  wird 

also  eine  solche  Pyramide  von  jeder  Ebene  in  einem  Polygnn  geschnitten 
dessen  Winkelsumme  (p  —  2 g) tc  ist ,  und  es  lassen  sich ,  zumal  fUr  die  re- 
guläre Pyramide,  Sätze  aufstellen,  welche  den  vier  Sätzen  8)  und  0) 
analog  sind,  und  Anderes  mehr. 

Grössere  Schwierigkeiten  bietet  die  Anwendung  des  dargelegten  Prin- 
cips  auf  die  Polyeder  überhaupt;  es  ist  jedoch  nicht  unsere  Absichti 
hier  näher  darauf  einzugehen. 


IIL 

Einige  Bemerkungen  über  die  Berechnung  der  sogenann- 
ten Mittel  und  deren  Anwendung  in  den 
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Professor  an  der  landwirthschaftliclien  Akademie  zu  Eldena. 


In  der  reinen  Mathematik  ist  häufig  von  Mittelwerthen  die  Eede, 
welche  insoweit  unbestimmt  bleiben,  als  es  entweder  für  den  gerade  vor- 
liegenden Zweck  ausreicht,  oder  man  sich  gewisser  Schwierigkeiten  wegen 
begoiigen  muss,  deren  Grenzen  festzustellen;   in  der  Statistik,  Meteorolo- 
gie und  anderen  Erfahrungswisseuschaften  dagegen  verlangt  man  und  ver- 
liebt unter  „Mittel '*  einen  numerisch  bestimmten  Werth,   welchen  man 
aU  das  Resultat  der  betreffenden  Untersuchung  ansieht  und  welcher  wei- 
teren Forschungen   als  Ausgangspunkt  zu   dienen  geeignet  ist.     Zur  Be-  . 
wchnung  solcher  Mittel  können  verschiedene  Wege  eingeschlagen  werden, 
«ierpn  Wahl  jedoch  keineswegs  gleichgiltig  ist.    Meiner  Ansicht  nach  wird 
hiftrhei  —  namentlich  von  Seiten  der  Statistiker  —  gewöhnlich  der  Fehler 
begjingen,  dass  man  sich  viel  zu  sehr  auf  das  sogenannte  arithmetische 
Mittel  beschränkt,  welches  doch  nur  für  eine  besondere  Art  der  frag- 
liehen Gattung  von  Grössen  gelten  kann.  Selbst  Quetelet  ist  von  diesem 
Vorwurf  nicht  ganz  freizusprechen;   derselbe  macht  zwar*)  einen  Unter- 
•cbied  zwischen  „moyenne  proprement  dile^^  und  „moyenne  nrilhmetique^*^ ;  vom 
analytischen  Standpunkte  betrachtet,  kommen  jedoch  beide  scheinbar  vor- 
•cbiedene  Arten  auf  Eins  hinaus.    Er  sagt  nämlich  geradezu :  „/a  moyenne 
inne  tSrie  dtobservadons  s'ohlient  en  divisanl  la  somme  des  valeurs  ohservees 
P^r  le  nombre  des  ohservalions'*^ :  den  Ausdruck   moyenne  arithmeliqne  aber 
braucht  er  von  dem  Durchschnittswerth  verschiedener  wirklich  existircn- 
der  Grössen  gleicher  Art,  und  bemerkt  dazu,  dass  diesem  Du^chschnitts- 
werthe  kein  physischer  Gegenstand  genau  zu  entsprechen  brauche.     Ich 


*)  Lfttren  fffir  In  thioric  des  prohnhHUes  appliquic  eatx  nciences  morales  et  politiques; 
BruxelUM  i84<(;  pag.  5V»  et  smv. 

Ztiitebrift  f.  Malbemnük  u.  Physik.  VII,  2.  b 
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glaube ,  dass  der  Begriff,  mit  welchem  wir  es  hier  zu  thun  haben ,  viel  all- 
gemeiner aufgestellt  werden  muss;  die  folgende,  ziemlich  naheliegende 
Definition  ist  vielleicht  schon  mehrfach  ausgesprochen  worden ;  es  kann 
indess  keinenfalls  schaden,  wenn  dieselbe  wiederholt  in  Erinnerung  ge- 
bracht wird. 

Mittel  ist  diejenige  constante  Grösse,  welche  statt  einer 
veränderlichen  Grösse  in  die  Eechnung  eingeführt,  das  Re- 
sultat der  letzteren  nicht  abändern  würde. 

Aus  dieser  Definition,  welche  sowohl  auf  stetig  als  auch  auf  discon- 
tinuirlich  veränderliche  Grössen  passt,  geht  hervor,  dass  das  gesuchte  Mit- 
tel keineswegs  in  allen  Fällen  durch  eine  und  dieselbe  llechnungsopcration 
gefunden  werden  kann,  dass  vielmehr  das  zu  diesem  Behufe  anzuwen- 
dende Verfahren  ganz  von  den  Beziehungen  abhängt,  in  welchen  die  frag- 
liche Veränderliche  zu  den  übrigen  in  der  Eechnung  vorkommenden  Grös- 
sen steht. 

Eines  der  einfachsten  und  bekanntesten  Beispiele  eines  solchen  Mittel- 
werthes  bietet  sich  in  dem  Mittelpreise  des  Kornes  dar.  Der  Preis 
eines  Scheffels  Roggen  unterliegt  im  Laufe  der  Zeit  und  von  einem  Orte 
zum  anderen  vielfachen  Schwankungen;  wenn  nun  diese  Schwankungen 
nicht  vorgekommen  wären,  innerhalb  des  betreffenden  Zeitraumes  und  Be- 
zirkes aber  im  Ganzen  dieselbe  Summe  für  Roggen  verausgabt  und  die 
gleiche  Scheffelzahl  zum  Verkauf  gekommen  wäre,  als  dies  wirklich  der 
Fall  gewesen  ist  —  wie  viel  hätte  unter  diesen  Voraassetzungen  für  einen 
Scheffel  Roggen  gezahlt  werden  müssen  ?  Sind  p,  p\  p",  p"\  ...  die  Preise, 
zu  welchen  beziehentlich  die  Quantitäten  q,  q\  q\  q'\  , . .  verkauft  werden, 
80  hat  man  für  den  gesuchten  Mittelpreis  offenbar 

^__ P9  +p  Q  +p  q  +  "> 

q  +  9  +q  +y  +  ... 

Gewöhnlich  wird  das  Jahresmittel  auf  die  Weise  festgestellt,  dass  man, 
ohne  Rücksicht  auf  die  verkauften  Quantitäten,  aus  den  an  den  einzelnen 
Markttagen  notirten  Preisen  den  Durchschnitt  zieht;  es  ist  jedoch  ansn- 
nehmen,  dass  zu  Zeiten,  wo  die  Landwirthe  viel  Getreide  zu  Markte  brin- 
gen, der  Preis  desselben  herabgedrückt  wird;  während  derselbe  steigt, 
wenn  die  Vorräthe  nahezu  aufgezehrt  sind ,  wenn  die  Landleute  aus  die- 
sem oder  jenem  anderen  Grunde  nur  in  geringer  Zahl  auf  den  Markt  kom- 
men. Es  werden  in  der  Regel  grössere  Getreidemengen  zu  den  niedrige- 
ren, als  zu  den  höheren  Preisen  abgesetzt;  das  übliche  Verfahren  wird 
daher  voraussichtlich  einen  zu  hohen  Durchschnitt  liefern. 

Ein  anderes  hierher  gehöriges  Beispiel  kann  die  mittlere  Bevöl- 
kerungszunahme abgeben.  Moreau  de  Jonnis,  welcher  von  einem 
seiner  Fachgenossen  zu  den  bedeutendsten  Vertretern  der  mathematischen 
Schule  in  der  Statistik  gezählt  wird ,  berechnet  dieselbe  in  der  Weise,  dass 
er  die  absolute  Zunahme  der  Einwohnerzahl  durch  das  Product  aus  der 
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Anuhl  Jahre,  welche  die  hetreffende  Periode  utnfasst,  and  dem  arithme- 
tischen Mitteli  der  Bevölkerung  am  Anfang  und  Ende  der  Periode  divi- 
dirt'^).  So  betrug  z.  B.  im  Jahre  549  nach  Erbauung  der  Stadt  Rom  die 
Anuhl  der  römischen  Bürger  und  ihrer  Angehörigen  (mit  Ausschluss  der 
ScUven)  nach  seiner  Angabe  1,070,000;  10  Jahre  später  belief  sich  die- 
•elhe  auf  1,218,000;  dies  war  eine  Vermehrung  um  148,000  Seelen  bei  einer 
Bittleren  Bevölkerung  von  1,144,000;  der  genannte  Schriftsteller  findet 
demnach  bei  seiner  Berechnungsweise  die  jährliche  relative  Zunahme 

148000 

=  vt  nahezu. 

10  .  1144000       ^^ 

Kennen  wir  po  ^i®  anfängliche  Bevölkerung,  z^  das  Verhältniss  der  im 
ersten  Jahre  eingetretenen  Vermehrung  zur  anfänglichen  Bevölkerung, 
Zt  das  Verhältniss  der  im  zweiten  Jahre  erfolgten  Zunahme  zur  Bevölke- 
rangszahl  am  Anfange  des  zweiten  Jahres  u.  sl  w.,  endlich  pi  die  Bevöl- 
kerung zu  Ende  der  t  Jahre  umfassenden  Periode,  so  ist 

Po  (1  +^i)  (l  +  ^«) .  - .  (1  +  «•)  =Pi. 
Setien  wir  nun  in  dieser  Gleichung ,  der  obigen  Definition  entsprechend, 

Z*    •■'      -  Zm  •    •    ■   Z(  ■  Z I 

M  erbalten  wir 

xoki  hieraus : 

2)  /oi,(H-z)  =  |%?i. 

Diese  Formel ,  welche  natürlich  für  jedes  beliebige  logarithmische  System 
gilt,  ist  zur  Berechnung  der  mittleren  Bevölkeruogszunahme  z  so  bequem 
und  so  einfach,  dass  es  eigentlich  keinen  praktischen  Zweck  hat,  sich  noch 
nach  einem  approximativen  Verfahren  umzusehen,  bei  welchem  wir  an 
Genauigkeit  verlieren  würden,  ohne  in  Bezug  auf  Kürze  der  Eechnung 
irgend  etwas  zu  gewinnen.  Sehen  wir  indess  zu ,  ob  sich  die  von  Moreau 
de  Jonnis  angewendete  Berechnungsweise  vielleicht  von  diesem  Gesichts- 
pnnkte  aus  rechtfertigen  lässt  I 

Abgesehen  von  denjenigen  Fällen,  wo  bedeutende  Einwanderungen 
itattgefunden  haben,  ist  z  immer  ein  kleiner,  nur  wenige  Procente  betra- 
gender Bruch ;  wir  können  mithin  zuvörderst  näherungsweise  setzen 

log  (1  +  2)  =  z, 
bdem  wir  nämlich  unter  den  Logarithmen  in  Gleichung  2)  natürliche  ver- 
stehen and  von  der  bekannten  Reihe  nur  das  erste  Glied  beibehalten.  Ist 
nim  die  gesammte  Bevölkerungszunahme  während  der  betrachteten  Periode 
im  Vergleich  zur  anfänglichen  Einwohnerzahl  ebenfalls  nur  klein ,  so  lässf 
•ieh  dieselbe  Abkürzung  auch  auf 


^  Man  sehe  dessen  Siatistique  des  peuple$  de  CatiiiquUi;  PitriM  V%5V\  vol.  11»  pa^, 
M— 807,  und  BD  verBchiedenen  anderen  Steilen. 
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/>o  \  Po      / 

anwenden ,  und  wir  erbalten  somit  die  Nähernngsformcl 

3)  z-^^-^;:^. 

«•Po 
Eines  anderweiten  genäherten  Ausdrucks  für  den  natürlichen  Loga- 
rithmus eines  Quotienten  bedient  sich  Poncelet  in  seiner  angowandteii 
Mechanik*);  er  gelangt  zu  demselben,  indem  er  das  Integral 

Po 

«/     P  Po 

Pi 

durch  eine  mit  Hilfe  der  Simpson^  sehen  Kegel  ausgeführte  Quadratur 
ersetzt.     Auf  solche  Weise  ergiebt  sich  für  den  vorliegenden  Fall 

^  «  '•^Po     ^p.+Po     ^pr 

B abinet  benutzt**)  eine  dritte  hierher  gehörige  NHherungsformel, 
um  kleine  Höhenunterschiede  aus  angestellten  Barometerbeobachtungeh 
zu  berechnen.    Entwickelt  man  nämlich,  von  der  identischen  Gleichung 

Pi  __  Pi  +  Po 

Po         j Pi  —  Po 

Pi  +  Po 

ausgehend,  die  Logarithmen  des  Zählers  und  Nenners,  welche  den  gebro- 
chenen Ausdruck  auf  der  rechten  Seite  bilden,  in  unendliche  Reihen  und 
zieht  beide  von  einander  ab ,  so  bleibt 

^         Po  'p.+Po^^Vp.  +  Po/         ^Vp/+Po/  ' 

Ist  nun  die  Differenz  der  Grössen  pi  und  pn  im  Vergleich  zu  ihrer  Summe 
klein  genug,  um  bei  dem  ersten  Glicde  der  Heihe  stehen  bleiben  zu  kön- 
nen, so  wird  näherungsweise 

Rx  ^Pi  —  Po 

t  Pi  +  Po 
d.  i.  nichts  anderes ,  als  die  von  dem  Verfasser  der  Siaiistiques  des  peupies 

de  Vantiquite  angewendeten  Methode  in  Form  einer  algebraischen  Gleichung 

dargestellt. 

Finden  die  Volkszählungen ,  wie  in  Preussen ,  alle  drei  Jahre  statt,  so 

wird  man  keinen  erheblichen  Fehler  begehen,  wenn  man,  um  die  einer 

solchen  Periode  entsprechende  jährliche  Bevölkerungszunahme  zu  finden, 

anstatt  der  streng  richtigen  Gleichung  2)  eine  der  vorstehenden  Näherungs- 


*)  Seite  Ift  des  IL  Bandes  in  der  deutseben  Uebersetznng  von  Dr.  Schnnse. 
*•)  Siehe  Comptes  rendus  T.  HL  No.  ö  (11.  Fivrier  1861),  ptig.  221,  oder  die  von 
BabiDei  und  Hon  sei  heraasgegebenen  ,fCa(culs  praHqwf'*  pag,  175. 
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foraeln  3),  4)  oder  5)  benutzt;  Moreau  de  Jonu^s  hat  aber  auch  einen  Fall 
behandelt,  wo  dies  völlig  unzulässig  war. 

Nach  seiner  Angabe*)  wanderten  die  Juden  als  eine  70  Köpfe  starke 
Ftmilic  in  Aegypten  ein ,  welche  hier  in  Zeit  von  430  Jahren  zu  einem 
Volk  von  anderthalb  Million  Individuen  anwuchs.  Die  anfängliche  Be- 
TölkeniDg  (/>J  ist  in  diesem  Falle,  gegen  die  schiessliche  (pi)  gehalten, 
Tenchwindend  klein,  und  die  Gleichung  5)  würde  sich  somit  in 

2 

d.i.  in  eine  Formel  verwandeln,  aus  welcher  die  Volkszahl  am  Bude  der 
betrachteten  Periode  gänzlich  verschwunden  ist.  Der  Verfasser  berechnet 
iwar  in  diesem  extremen  Falle  die  jährliche  mittlere  Bevölkerungszu- 
nähme  in  etwas  anderer  Weise  als  sonst ,  die  Modification  aber ,  welche  er 
xa diesem  Behufe  anbringt,  zeigt,  dass  er  die  obigen,  zur  Hechtfertigung 
der  Formel  5)  dienenden  Betrachtungen  kaum  angestellt  haben  kann.  Um 
die  absolute  Vermehrung  während  des  ganzen  Zeitraumes  zu  finden ,  zieht 
er  Ton  der  schliesslichen  Volkszahl  diesmal  nicht  die  anfängliche ,  sondern 
die  mittlere  Bevölkerung  (d.  h.  die  Hälfte  jener  Volkszahl)  ab.  Er  sagt 
Bimlich:  Während  einer  Periode  von  430  Jahren  wuchs  die  Familie  Ja- 
eoVj  auf  anderthalb  Million  Individuen  an ;  der  mittlere  Betrag  der  Be* 
▼ölkerung  während  dieser  Zeit  war  also  ungefähr  750,000  Personen ,  und 
die  jährliche  Zunahme  betrug  1745  oder  ^|^  der  mittleren  Bevölkerungs- 
zahl. Ohne  zu  bemerken ,  dass ,  zu  welcher  Höhe  auch  die  Zahl  der  Juden 
inAegjpten  angewachsen  sein  mochte,  seine  Eechnung  stets  zu  dem  Re- 
sultat 

i 
Ähren  musste,  fügt  Moreau  de  Jonn^s  weiter  hinzu:    „Cesl  un  terme,  donl 
lä  cotmaissance  est  fori  importante  ä  Velude  de  la  race  humaine ;  car  il  prouve 
gy€  le  choses  se  passaient  alors  comme  acluellemetü  et  qu^une  effrayante  accuma- 
l^n  de  3Ö78  ans  n'y  a  ricn  change  absolument,^' 

Die  nach  richtiger  Methode  angestellte  Rechnung  fuhrt  jedoch  zu 
einem  ganz  anderen  Ergebniss.  Mit  Rücksicht  auf  die  vorstehenden  Zahlen- 
togaben  hat  man  nämlich  nach  Gleichung  12) 

Jog  (1  +  0  =  j^  (log  150000  —  log  70) 
Qod  hieraus : 

2  =  0,02346  = . 

52,626 

Die  mittlere  jährliche  Bevölkerungszunahme  der  Hebräer  in  Aegypten  war 

mithin  reichlich  zehn  Mal  so  gross,  als  die  von  dem  gemannten  Statistiker 

berechnete. 


•)  L.  c.  T.  I.  p.  107. 
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Nehmen  wir  die  gegenwärtige  Bevölkemng  der  ganzen  Erde  %n  1200 

Millionen  an ,  und  gehen  von  der  Voraussetznng  aus ,  dass  dieselbe  Ton 

einem  einzigen  Paare  abstammt,  welches  Yor  6000  Jahren  gelebt  hat ,  so 

ergiebt  sich  aus  der  Eelation 

,     ,     .    ^       %  600  000  000 
^'9{i+z)  = ^ 

die  mittlere  jährliche  Bevölkerungszunahme  für  das  gesammte  tf  enscben^ 
geschlecht 

z  =  0,0033744  =  -— — , 

296,85 

d.  i.  etwas  mehr  als  }^  Procent,  während  Moreau  de  Jonnis  ^^fVc  ge^^den 

haben  würde.     Die  entsprechende  Periode  der  Verdoppelung  aber» 

welche  bei  den  Statistikern  eine  wichtige  Rolle  spielt,  erhält  man  naeh 

der  Formel 

^  log  (1  +  z) 

gleich  205|  Jahre;  bei  den  alten  Juden  betrug  dieselbe  während  ihres  Auf- 
enthaltes in  Aegypten  durchschnittlich  beinahe  30  Jahre. 

Wenden  wir  uns  jetzt  zu  einem  dritten ,   der  Meteorologie  entlehnten 
Beispiele  von  der  Berechnung  und  Anwendung  eines  Mittelwerthes! 

Man  ist  in  neuerer  Zeit  vielfach  bemüht  gewesen,  die  sich  der  ober- 
flächlichsten Beobachtung  aufdrängenden  Beziehungen  zwischender 
Temperatur  und  der  Entwickelung  der  Pflanzen  auf  ein  ge- 
nauer formulirtes  Gesetz  zurückzuführen.  Es  liegt  auf  der  Hand ,  dass 
ausser  der  herrschenden  Temperatur  noch  mancherlei  andere  Momente 
hierbei  in  Betracht  kommen;  es  muss  daher,  wenn  die  angeregte  Frage 
überhaupt  einer  Beantwortung  fähig  sein  soll,  jedenfalls  vorausgesetst 
werden ,  dass  die  übrigen  Bedingungen  zu  einer  normalen  Entwickelung 
der  Pflanze  in  nahezu  gleichem  Orade  vorhanden  sind.  Es  haben  sich  in 
dieser  Beziehung  namentlich  zwei  von  einander  abweichende  Ansichten 
geltend  gemacht.  Nach  der  einen  von  Boussingault  vertretenen  Hy- 
pothese soll  die  Summe  der  täglichen  Wärmemittel,  vom  Beginn 
der  Vegetation  im  Frühling  gerechnet  und  bis  zu  der  fraglichen  Entwicke- 
lungsstufe  (Blüthe,  Reife)  fortgeführt,  für  jede  Pflanzenart  eine  constante 
Grösse  sein,  während  Quetelet  dasselbe  von  der  Summe  der  Qua- 
drate jener  Wärmemittel  behauptet.  Es  kann  nicht  meine  Absicht 
sein ,  auf  diesen  in  physiologischer,  pflanzengeographischer  und  landwirth- 
schaftlicher  Hinsicht  äusserst  interessanten  Gegenstand  hier  näher  einsu- 
gehen ,  aber  eine  das  analytische  Verfahren  betreffende  Bemerkung  kann 
ich  nicht  unterdrücken. 

Theilt  man  die  Ansicht  von  Quetelet,  so  scheint  es  streng  genommen 
nicht  consequent,  wenn  man  sich  zu  Anstellung  einer  hierauf  bezüglichen 
Rechnung  der  auf  die  gewöhnliche  Weise  festgestellten  mittleren  täglichen 


Von  Dr.  E.  Segnitz.  71 

Temperataren  bedient.     Geht  man  nämlich  von  der  Voraassetznng  ans, 
diM  die  Entwickelang  der  Vegetation  nicht  den  einfachen  Temp'erataren, 
Modem  ihren  Quadraten  proportional  fortschreitet ,  so  ist  dasselbe  Gesetz 
Mcb  für  jedes  noch  so  kleine  Zeitintervall  anznnehmen.     Stellt  man  dem- 
nDgetchtet  den  täglichen  Gang  der  Wärme  durch  Ordinaten  dar,  welche 
man  rechtwinklig  aaf  die  der  Zeit  proportionalen  Abscissen  aufträgt,  so 
erkilt  man  durch  Quadratur  der  auf  solche  Weise  entstandenen  Tempera- 
tnrcarve  eine  Fläche,   welche  die  tägliche  Wärmesumme  ausdrückt,  und 
daher  allerdings  nach  der  Theorie  von  Boussingault,   aber  nicht  nach  der 
TOD  Quetelet  als  das  Maass  der  diesem  Zeitintervall  entsprechenden  Ent- 
Wickelung  der  Pflanzen  angesehen  werden  kann.   Die  mittlere  Temperatur 
im  gewöhnlichen  Sinne  ist  bekanntlich  die  Hohe  eines  Rechteckes,   wei- 
chet die  Zeit  zur  Basis  und  mit  jener,   von  der  Temperaturcurve  hegrenz- 
ten  Figur  gleichen  Flächeninhalt  hat.     Ist  die  Ansicht  von  Quetelet  be- 
gründet ,  so  werden  die  Fortschritte  der  Vegetation  keineswegs  gleich  ans- 
ftllen  für  alle  Tage,  an  welchen  sich   dieselbe  mittlere  Temperatur  in 
ohigem  Sinne  ergiebt.     So  lange  das  Minimum  der  an  einem  Tage  vorge- 
kommenen Temperaturen  nicht  unter  eine  gewisse  Grenze  sinkt,  hei  wel- 
cher die  Pflanze  geradezu  leidet  und  bereits  gebildete  Organe  wieder  zer- 
itfirt  werden,  wird  dem  Princip  des  Letzteren  zu  Folge  eine  um  so  raschere 
Entwickelung   zu   erwarten  sein,  je   weiter  das  Minimum  und  Maximum 
jener  Temperaturen  auseinander  liegen.     Wenn  mich  mein  Gedächtniss 
nicht  trügt,   findet  sich   in  der  That  in  einem  der  Berichte  über  die  zu 
Brfiasel  angestellten  meteorologischen  Beobachtungen  eine  dahin  deutende 
Bemerkung.     Es  lässt  sich  aber  dem  von  Quetelet  aufgestellten  Gesetz 
Mch  für  ein  unendlich  kleines  Zeitintervall  in  aller  Strenge  Hechnung 
Ingen y  indem  man  die  zur  Darstellung  des  täglichen  Wärmeganges  ge- 
wShnlich    benutzten    rechtwinkligen   Parallelcoordinaten    durch   Polar- 
coordinaten  ersetzt.     Drücken  wir  die  Zeit  durch  einen  Winkel  9)  aus, 
welcher  nach  24  Stunden  den  Werth  2n  erreicht,  und  die  augenblickliche 
Temperatur  durch  den  Radius- Vector  ^ ,  so  besteht  zwischen  diesen  Grös- 
ten  und  dem  der  Quetelet'schen  TJieorie  entsprechenden  täglichen  Wärme- 
mittel  r  die  Relation: 

2x 

7)  J4p'rfg)  =  7rr«, 

0 

d.h.  das  gesuchte  Mittel  ist  gleich  nach  dem  Radius  eines 
Kreises,  welcher  mit  der  von  der  Temperaturcurve  einge- 
schlossenen Fläche  gleichen  Inhalt  besitzt.  Das  Flächen- 
element  ist  hierbei,  wie  es  sein  soll,  dem  Quadrat  der  jedesmaligen  Tem- 
peratur proportional,  und  der  Ausdruck  auf  der  rechten  Seit'e  ergiebt  sich 
sofort,  indem  wir  der  Definition  entsprechend,  welche  wir  weiter  oben  von 
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dem  Mittel  überhaupt  aufgestellt  haben,  die  Veränderliche  g  unter  dem 
Integralzeichen  durch  eine  Constante  r  ersetzen.  Es  lässt  sich  ohne 
Schwierigkeit  erkennen,  dass  der  Mittelwerth,  um  welchen  es  sich  hier 
handelt,  stets  grösser  ansfallen  muss,  als  das  sonst  Übliche  arithmetische 
Mittel. 

Nehmen  wir  mit  Kämtz*)  die  den  täglichen  Gang  der  Wärme  dar- 
stellende Gleichung  von  der  Form 

8)  ^  =  ^  +  w,  sin  {(p  +  Vi)  +  w,  sin  (2  cp  +  p,)  +  m,  sin  (3 q?  +  r,) 
an,  so  ist 

2» 

0 

die  mittlere  Temperatur  des  Tages  im  gewöhnlichen  Sinne,  dasjenige 
Wärmemittel  aber,  von  welchen  Gebrauch  zu  machen  ist, 
wenn  man  Quetelet's  Hypothese  adoptirt, 

9)  r  =  /^«+5(i/,«  +  w,«  +  i/3«+...), 
wie  mau  unter  Berücksichtigung  der  Relationen: 

\   r  \     c 

^ —   I  sin^  (w  q>  +  r«)  d(p  =  ^ I  sin*  xdx-=^ 

2  /i«/  *in  Tif/ 

I  sin 2"»+i  {nq>  +  r„)  dq>  =  1  c'oä^'*+*  (w tp  +  v^)  dtp  =  0 

0  ü 

2sin  (mg>  + 1'„)  sin  (n(p  +  Vn)  =  cos  \{m — n)  <p  +  »«  — r„} 

—  cos  {(m4-w)9  +  r„  +  p„j 
leicht  findet.  Der  Unterschied  zwischen  beiden  Mittelwerthen  würde  nnr 
dann  zu  vernachlässigen  sein,  wenn  im  Laufe  des  Tages  zufällig  keine 
merklichen  Temperaturschwankungen  vorgekommen  wären.  Es  ist  ein- 
leuchtend,  dass  unter  solchen  Umständen  auch  eine  an  sich  sehr  wenig 
Genauigkeit  darbietende  Methode  —  gleichviel  welcher  Art  das  festzu- 
stellende Mittel  sein  mag  —  Resultate  liefern  wird,  die  sich  nur  wenig 
von  der  Wahrheit  entfernen  können.  Es  will  daher  nicht  viel  sagen ,  wenn 
Meycn**)  zu  Gunsten  des  Verfahrens,  nach  welchem  man  das  arithme- 
tische Mittel  der  höchsten  und  niedrigsten  Temperatur  als  die  mittlere 
Temperatur  des  Tages  ansieht,  die  Uebereinstimmung  des  so  erhaltenen 
Resultats  mit  dem  aus  stündlichen  Aufzeichnungen  abgeleiteten  geltend 
macht,  da  die  höchste  von  ihm  beobachtete  Temperatur  22,3  und  die  nie- 
drigste 21,1  Grad  Reaumur,  der  Unterschied  also  nicht  viel  mehr  als  einen 
Grad  betrug. 


*)  Griiudri%>s  der  Pflanzengcogniphie,  8.  14. 
♦f)  Lehrbuch  der  Meteorologie,  Hd.  I.  ß.  6ö. 
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Es  dürfte  nicht  schwer  sein,  einen  Apparat  zu  construiren^  welcher 
die  ob«n  erwähnte ,  auf  Polarcoordinaten  basirte  Temperaturcurve  selbst 
seiehDet;  durch  eines  der  unter  dem  Namen  Planimeter  bekannten  Instru- 
meste könnte  dann  der  eingeschlossene  Flächenraum  leicht  gefunden  und 
dartos  das  fragliche  Wärmemittel  leicht  gefunden  werden.  Bekanntlich 
begnügt  man  sich  in  der  Kegel ,  das  Thermometer  zu  gewissen  Tages- 
stunden zu  beobachten  und  daraus  mit  Hilfe  einer  empirischen  Formel  das 
tigliebe  Wärmemittel  abzuleiten.  Denken  wir  uns  nun  den  Ursprung  der 
gewählten  Polarcoordinaten  als  Mittelpunkt ,  mit  den  Radien  r  und  ^  zwei 
i-uncentrische  Kreise  umschrieben,  so  liegt  auf  der  Uaud,  dass  wegen 

der  erstere  Kreis  die  Temperaturcurve  in  zwei  Punkten  schneiden  wird, 
welche  dem  Maximum  der  täglichen  Temperaturen  näher  liegen,  als  die 
Dorchechnittsp unkte  derselben  Temperaturcurve  und  des  dem  gewöhn- 
lieiien  arithmetischen  Mittel  entsprechenden  zweiten  Kreises.  Es  scheint 
das  Einfachste  zu  sein ,  dass  man  sich  täglich  auf  zwei  Beobachtungen  be- 
Mbrinkt  und  dieselben  zu  denjenigen  Zeitpunkten  anstellt,  wo  durch- 
•cbnittlich  die  augenblickliche  Temperatur  mit  dem  gesuchten  Wärme- 
nittel  Übereinstimmt;  zu  diesem  Behufe  würden  die  beiden  entsprechen- 
den Werthe  von  q>  aus  der  Oleichung 

^  +  W|  sin  {(p  -f-  f'j)  +  t/j  siti  (2  9  -)-  r,)  -j-  . .  . 

=  /^«  +  4(w,*  +  t/,«+...) 

ZD  bestimmen  sein.  Gewöhnlich  verfährt  man  indess  nicht  in  dieser  Weise, 
weil  die  Constanten  ii, ,  ti^i  •  •  •  v, ,  Vj , . . .  mit  den  Jahreszeiten  veränderlich 
sind  und  sich  daher  wechselnden  Beobachtuugsstunden  ergeben  würden; 
jedenfalls  aber  darf  der  hervorgehobene  Umstand  bei  der  Wahl  dieser  Be- 
obachtungsstunden  nicht  unberücksichtigt  bleiben,  wenn  wir  zur  Prüfung 
der  Qnetelet'schen  Hypothesen  Thermometerbeobachtungen  anstellen  und 
Uiei  die  grösstmögliche  Genauigkeit  erzielen  wollen. 

Sehr  häufig  wird  die  Berechnung  eines  Mittels  angestellt,  um  einen 
angefahren  Anhaltspunkt  zur  Schätzung  desjenigen  numerischen  Werthes 
IQ  gewinnen,  welcher  eine  gewisse  veränderliche  Grösse  in  Zukunft  wahr- 
•cbeinlich  annehmen  wird.  Hierbei  ist  die  Wahl  der  verflossenen  Periode 
▼on  Wichtigkeit.  Ein  derartiger  Schluss  von  der  Vergangenheit  auf  die 
Znknnft  ist  offenbar  nur  dann  gerechtfertigt,  wenn  sich  die  auf  die  frag- 
licbe  Grösse  einfliessenden  Momente  in  der  Zwischenzeit  nicht  wesentlich 
geändert  haben.  Diese  Bedingung  wird  selten  erfüllt  sein,  wenn  wir  sehr 
weit  in  die  Vergangenheit  zurückgreifen;  so  ist  z.  B.  wenig  Wahrschein- 
lichkeit dafür  vorhanden,  dass  die  Bevölkerung  der  Erde  in  206  Jahren 
tof  2400  Millionen  angewachsen  sein  werde,  wie  aus  der  weiter  oben  gefun- 
denen Periode  der  Verdoppelung  allerdings  folgen  würde.  Bei  der  Wahl 
eines  zu  kurzen  Zeitraumes  dagegen  können  wir  n\c\il  daieAxt  t^^\i<^\i> 
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dass  sich  yorttbergehende  zufKllige  Erscheinnngen  gegenseitig  aufheben 
und  das^gesucbte  Mittel  deutlich  genug  hervortreten  lassen.  Der  erwfihnte 
Gebrauch  der  Mittel werthe  ist  femer  überall  unstatthaft,  wo  sich  in  den 
Variationen  der  fraglichen  Grösse  eine  fortschreitende  Bewegung  kund 
giebt. 

Handelt  es  sich  um  die  Constanten  einer  sogenannten  empirischen 
Formel ,  so  können  ihre  der  Erfahrung  entlehnten  Mittelwerthe  nnr  inner- 
halb der  Grenzen  dieser  Erfahrung  mit  einiger  Sicherheit  angewendet 
werden.  Es  ist  daher  sehr  wenig  gerechtfertigt ,  wenn  man  aus  dem  Um- 
stände, dass  die  Temperatur  des  Bodens  —  so  weit  unsere  Beobachtungen 
reichen  —  nahezu  der  Tiefe  proportional  wächst,  einen  Schluss  auf  die 
weiter  im  Inneren  oder  wohl  gar  im  Mittelpunkt  der  Erdkugel  herrschende 
Temperatur  zu  ziehen  wagt.  Bezeichnen  wir  die  veränderliche  Tiefe  unter 
der  Oberfläche  durch  or,  so  wird  die  entsprechende  Temperatur  T  aller- 
dings eine  Function  von  x  sein,  und  wir  haben,  die  Anwendung  des  Ma- 
claur in* sehen  Satzes  auf  diesen  Fall  vorausgesetzt, 

T = m + »r  (0) + ^  r  (0) + ^  r'w  + . . . 

In  sehr  wenigen  Fällen  ist  bei  derartigen  Beobachtungen  eine  Tiefe  von 
2000  Fuss  erreicht  worden;  meistentheils  war,  wenn  wir  den  Erdhalb- 
messer als  Längeneinheit  wählen, 

1  I  1 

^"^  10000'       ^^loo'ooöooo'  r'oooooo'oooooo  "'  ^'  ' 

Unter  solchen  Umständen  kann  es  nicht  Wunder  nehmen ,  dass  bei  den 
bisherigen ,  auf  diesen  Gegenstand  gerichteten  Untersuchungen  das  dritte 
und  die  späteren  Glieder  der  obigen  Reihe  nicht  merklich  hervorgetreten 
sind ;  es  folgt  aber  hieraus  in  keiner  Weise ,  dass  dasselbe  auch  noch  fUr 
dp  =  1  stattfinden  werde.  Die  Beobachtung  lehrt  uns  eben  nur  die  unge- 
fähren Zahlenwerthe  kennen ,  welche  die  Grössen  /*(0)  und  /^(O)  bei  den  bu 
Grunde  gelegten  Einheiten  annehmen;  im  Uebrigen  bleibt  uns  die  Form 
der  fraglichen  Function  völlig  unbekannt,  und  die  Temperatur  im  Mittel-' 
punkt  der  Erde  kann  noch  jede  beliebige  sein. 


IV. 

üeber  einige  Formeln  aus  der  analytischen  Geometrie  der 

Flächen. 

Von  Dr.  A.  Enneper, 

Docent  an  der  Uniyersitüt  Göttingen. 


Sind  Xj  y,  z  die  orthogonalen  Coordinaten  eines  Punktes  einer  Fläche, 
deren  Gleichung  F(x^y,  z)  =0  ist,  so  kann  diese  Gleichung  als  Kesnltat 
der  Elimination  von  u  und  v  zwischen  den  Gleichungen: 

1)  «  =  g,  (w,  ») ,     y  =  <jp,  (w,  r) ,     z  =  (pt  (w,  v) 

logesehen  werden.     Legt  man  v  in  den  Gleichungen  1)  einen  hestimmten 

Werth  bei ,  so  repräsentiren  diese  Gleichungen  eine  Curve,     Nimmt  man 

in  den  Gleichungen   1)   v  als  einen  variabeln  Parameter,   so  entspricht 

jedem  bestimmten  Werthe   von  v   eine  Curve,  Iftsst  man  v  variiren,  so 

erhält   man    ein    System    von    Curven,    die    sämmtlich    auf   der    Fläche 

/'(x,  f,  z)  =  0  liegen.     Ebenso  erhält  man  ein  zweites  Curvensjstem  auf 

der  Fläche,  wenn  in  den  Gleichungen  1)  zuerst  u  als  variabeler  Parameter 

genommen  wird.     Mittelst  der  Gleichungen  l)  wird  also  ein  Punkt  einer 

Fliehe  als  Durchschnitt  zweier  Curven  definirt,  die  auf  der  Fläche  liegen 

nDd  welche  zwei  Systemen  angehören,  die  durch  9  =  Const.  und  t/=Const. 

gegeben  sind. 

Ist  ds  der  allgemeine  Ausdruck  des  Bogenelements  einer  Curve  auf 
einer  Fläche ,  so  hat  man  : 

d8'  =  Edu*  +  2Fdudv  +  Gdv% 
wo: 

-(:-:)•+ ö!)"+(^:)'. 

dxdx  ^^dydy      dzdz 

dudv       dudv      dudv' 
Von  den  drei  Quantitäten  E^  (?,  Fsind  die  beiden  ersten  immer  posi- 
tiT,  während  F,  durch  passende  Wahl  der  beiden  unabUto^\f;^TiV«t^\k^^x- 
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liehen  u  und  9,  verschwinden  kann,  was  offenbar  stattBndet,  wenn  die 
beiden  Cnrvensysteme  u  =  Const.  und  v  =  Const.  sich  in  jedem  Punkte 
der  Fläche  orthogonal  schneiden. 

Für  die  Cosinus  der  Winkel  a,  &,  c,  welche  die  Normale  im  Punkte 
(jr,  ^,  z)  mit  den  Achsen  der  x,  y  und  z  bildet,  hat  man  folgende  Glei- 
chungen : 

X  -        X 


3) 


cos  a 


cos  b  = 


cos  c 


y{x^  +  y« + z«)     y{EG— F*) ' 
r  r 


z 


y{EG  —  F«) ' 

z 


y{x^  +  Y*  +  z«)     y{E  G  —  py 

wo  X^  Y  und  Z  folgende  Bedeutung  haben : 


A\  Y  —  ^-M.—        ^A  — 

^       dudv'^dvdu' 


dzdx      dzdx  dxdy      dxdy 

dudv       dvdu^  dudv      dv  du* 


Mit  Rücksicht  auf  die  vorstehenden  Werthe  von  Xy  Fund  Z  geben  die 
Gleichungen  3) 


5) 


cosa-T — [-  cosh- — h  CO*  c  :r-  =  0, 
du  ou  du 

dx  ,  du  ,  dz 

cos  a  77-  +  cosb- — \-  C0SC-;r-  =  0. 

dv  dv  dv 


Zur  Vereinfachung  der  folgenden  Entwickelungen  werde  gesetzt: 

d^y      d*z 


A  =  X 


d^x 
du^ 


+  1 


r^'y 


o^z 


du 


'     du* 


6) 


B=zX 


d^x 

d^ 


+  Y 


dt^  "^  dv'~ 


d^x  d*y  d*z 


dudv 


dudv 


dudv 


d^x 
du^ 

dx 
du 

dx 
Vv 

d^x 

dv" 

dx 
dl 

dx 

di 

d^x 

dudv  dudv  du dv 
dx       dy       dz 
du       du       du 

dx       dy       dz 
dv       dv       dv 


du^ 
dj, 

du 
d_y 

dv 

djy 

dv* 

du 

dv 
d^y 


d^ 

dj_ 
du 

dz 
dv 

dj_z 

dv" 

dz 

du 

dz 
dv 

d*z 


Durch  Differentiation  der  Gleichungen  4)  nach  u  und  v  folgt : 


6') 
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dx  dcosa      dy  dcosb      dz  dcosc  ,            m-^ 

du     du         du     du         du     du  ^               ' 

dx  dcosa  ,   du  dcosb  ,   dz  dcosc  ^,„^       „.v     i 

dv     du         cv     du         dv     du  ' 

dx  dcosa      dy  dcosb      dz  dcosc  , 

ÖM^p         du     dv         du     dv  ^      ^ 

m 

dx  dcosa  ,   dy  dcosb       dz  dcosc  t./^^       ^v     1 

5 ä — +T^-li —  +  5 ^— =  — ^(^C— /^)-i. 

ör     5»  {)v     dv  dv      dv  ^  ' 

Diese  Gleichungen  in  Verbindung  mit: 

dcosa  ,         ^  d  cosb  dcosc 

cos  a  —7; h  cos  b  —T •+-  cosc  — r =  0, 

du  du  du 

d  cosa  .         ,  d  cosb  .  d  cosc. 

cos  a  — T \-  cos  b  — ■ 1-  cos  c  — ;r —  =  0 

dv  dv  dv 

geben: 

(EG—F*)—z —  =A(cosb- cosC:^)  —  C(cosb- cosc-^), 

^  'du  \         dv  dv/  \         du  du/ 

(EG  —  F*)  — ^ —  =z  AicosC' cosa--}-'C{cosc- co^  a  __  ) 

p  'du  \         dv  dv/         \         du  du/ 

,,,/.       „aro*c  /         dy  ,dx\      ^(        dy  dx\ 

ViEG  —  F^)—^ —  =.A\cosa^-'  cosb —  ]— Clcosazr^  —  cosb  —  ), 
'^  '     du  \         dv  dv/  \         du  du/ 

1/«^       ^x^^öÄö        ^/         dz  dy\       ^(         dz  du\ 

\(EG  —  F*)  -^ —  =  Clcosb- cosc-^)  -Bicosb- cosc-^), 

r  '     dv  \         dv  dv/  \         du  du/ 

.^  dcosb        ^(         dx  dz\       ^(         dx  dz\ 

(EG  —  F*)  — Tv —  =  Cicosc- cos  a--)^B  [cosc- cosa^--], 

^  '     dv  \         dv  dv/  \         du  du) 

(EG—F^)  -^ —  ~C[cosa:^  —  cosb  —  )  —  B[cosa:^-cosb  —  ). 
^  '     dv  \         dv  dv/  \         du  cuj 

Diese  Gleichungen  lassen  sich  durch  Einführung  der  Hauptkrüm- 
mongähalbinesser  und  der  Winkel ,  welche  die  Tangenten  zu  den  beiden 
Hanptschnitten  mit  den  Coordinatenachsen  bilden,  noch  bedeutend  ver- 
einfachen ,  wie  weiter  unten  gezeigt  werden  soll. 

Aus  den  Gleichungen  7)  leitet  man  leicht  die  drei  folgenden  ab: 

8) 
/dcosaV      /dcosbV      /d_cosc^_  A^G  +  C^E-'2ACF 

\   du  )'^\   du   )^\  du   )~        (eg—f^y'      ' 
/dcosaV      /^ö*^Y  .   (^  cos gY_  B*E+  C^G  —  2BCF 
\    dv   /"^  \dv   /  "•"  \  Tv    )  ~  {EG  —  F^         ' 

dcosa  dcosa      dcosb  dcosb      d  cos  c  dcosc  _  C{AG+BE)  —  (AB+C^)  F 
du        dv     "*"     du     "äeT"*"     du        dv  {EG  —  F^y  *' 


IL 

Geht  die  Ebene 

(J—  x)  cos  a  +  {i]  —  y)  cos  ß  +  (f  — c)  co«  y  =  0 
dnreh  die  Normale ; 
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cos  a       cos  b        cos  c  ' 

so  ist: 

cosa  cosa  +  cosb  cosß  +  cosc  cosy  =  0, 

,    /dx  .  dy       ^  ,  dz         \  ^ 

+  ( 7r-cosa  +  -;r--cos8+-r-co8y\  dv  =  0. 

\dv  ov       '^      dv       ^ ) 

Ist  ^  der  Krümmungshalbmesser  einer  Cunre  doppelter  Krümmung 
im  Punkte  (o:,  y,  z),  so  hat  man : 


^ 


i(g)+6£)vs-:)r 


wenn  or,  y  nnd  2  als  Functionen  einer  Yariabeln  tv  angesehen  werden,  um 
den  Krümmungshalbmesser  der  Schnittcurve  der  Ebene  0)  mit  einer 
Fläche  im  Punkte  {x^  y,  z)  zu  finden ,  kann  man  eine  der  Variabein  u  and 
V  als  Function  der  anderen ^  oder  besser,  beide  als  Functionen  einer  drit- 
ten Variabein  »  ansehen.  In  der  letzeren  Voraussetzung  giebt  die  zweite 
der  Gleichungen  10) 

du  idx  dy       ^  .  dz  \ 

dv  idx  dy       a  1  dz 


d-w=      ^ 


{OJ^  ,  oy       a  i  dz  { 

{  —  cosa+  r-  cosß+  —  cosy\ , 
' ÖM  du       '^      du       '  ' 


oder 


du  dv 

12)  -.=  —  (70,  ^=gP, 

'  dtv  drv 

wo  g  eine  Unbestimmte  bedeutet ,  und  zur  Abkürsnng  gesetzt  ist : 

^      dx  ,  dy       ^  ,  dz 

P=  5-  cosa  +  5-  cosß  +  —  cosy, 
1  du  du       '^      du       ' 

■  dx  dy  dz 

ö==5-  cosa+^  cosß+^-cosy. 
dv  ov       '^      dv       ' 

Mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  12)  folgt  nun : 

dx dxdu       dxdv ( n^^      f\^^\ 

dw      dudw      dv dw         \  dv         duj^ 

oder  für  P  nnd  Q  ihre  Werthe  eingesetzt ,  mit  Beachtung  der  Gleichungen 

3)  und  4) :  ^ 

d  X 

—  =g  (jcosb  cosy  —  cosc  cosß)  y{EG  —  F*). 
Auf  diese  Art  findet  man  die  Gleichungen: 
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dx 


-  =  ^  {cosb  cosy  —  C08C  cosß)  y(EG — F*), 


14) 


3y 


—  =  jf  {cose  cota  —  eosa  cosy)  y{EG — F*), 


dz 


■^=9  (<^««  acosß  —  cos  b  cos  a)  y{E  G — F*), 

a'+(i£)'+(ii)"=»'(— '■)• 

Mit  Hilfe  dieser  Gleichnngen  folgt : 

dyd^z      dzd*y      dzd^x      dxd^z      dxd*y      dy  d^x 
dwdn^      dtvdrv^      dwdn^      dwdn^      dwdw*      dwdn^ 


cosa 


cos  ß  cos  Y 

d  cos  a  d  cos  b  d  cos  c 


dw       dw        dw 
cos  a     cos  ß    cos  y 


cos  a     cos  b     cos  c 
Die  Gleichang  11)  geht  hierdurch  über  in: 

dcosa  d  cosb  d  cosc 


Y[EG'^F^_  1 
9  ~  9 


dw       du>       dw 
cos  a     cos  ß     cos  y 
cos  a     cos  b     cos  c 


d  cosa         d  cosa        d  cos  b         d  cosb        d  cos  c         d  cos  c 


dv  "^    du    ^  ^      dv         '^    du 

cos  a  cos  ß 

cos  a  cos  b 

Maltiplicirt  man  diese  Gleichung  mit 

dx  dy  dz 
du  du  du 
dx  dy  dz 
dv  dv  dv 
cosa  cosb  cos  c 


cos  y 
cos  c 


y{EG  —  F*)  = 


wo  folgt,  wegen  der  Gleichnngen  6') 


{EG—r^_ 

9  ~ 


—PC+QA 
P 
0 


—  PB  +  QC  0 
0  0 
0       1 


oder 


»5) 
Ans  den  Gleiehnngen  : 


_         (Jgg  — jg")* 


Q  = 


AO^—2CP0+BP* 
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cos  a  cos  or  +  cos  h  cos  ß  +  cos  c  cos  y  "=  0, 

dx  ^         ,  dy  ,  dz 

cosa  - — I-  cosb  -r — |-  Cüsc  -—  =  0, 

du  du  du 

d.r  dy  dz 

cos  a- 1-  cosh  ^  4-  cos c  -—  =  0 

cv  •       ()V  ov 


folgt : 


cosa  cosß  cosy 

\ 

dx     dff     dz 
du     du     du 

dx     dy     dz 
dp     dv     dv 

iese  Gleichung  quadrirt,  giebt: 

1    P    0 

P    E     F 

~ 

0    F     G 

=  0. 


=  0, 


d.h. 


16)  EG  —  F*r=GP*+E0*—2FP0. 

Mit  Hilfe  dieser  Gleicbnng  und  cosa  cosa  +  cosb  co.vjJ  +  co^c  cosy  =  0 
kann  man  zwei  der  Quantitäten  cosa,  cosß,  cosy  durch  die  dritte  ausdrücken, 
so  dass  in  q  nur  noch  ein  arbiträrer  Winkel  enthalten  ist.  Um  die  Werthe  von 
cosa^  cosß  und  cosy  zu  finden,  für  welche  q  ein  Maximum  oder  Minimnm 
wird,  kann  man  in  den  Gleichungen  15)  und  16)  P  und  Q  statt  der  Winkel 
a^  ß^y  als  Variabele  nehmen.  Difierentiirt  mau  unter  dieser  Voraus- 
setzung die  bemerkten  Gleichungen  und  setzt  d^  =  0,  so  folgt: 

{AQ--CP)  dQ  +  (BP—CQ)  dP=0, 
[eQ  —F P)  d Q  -^  (G P— FQ)  d P==(S, 
also : 

^ ' ^  EQ^^FP ~  GP^ FQ 

oder,  wenn  g  eine  Unbestimmte  bedeutet: 

iJO-^CP  =  g{EO-^FP), 

\BP—CQ  =  g(GP—FQ), 

Diese  Gleichungen,  respective  mit  (),  P  multiplicirt  und  addirt,  geben: 

AQ^—  2CPQ  +  BP*  —  g{GP^  —  2FP0  +  EQ*) 

oder  wegen  15)  und  16) 

y(EG  —  F*) 

'-^ =  ff. 

Q 

Snbstituirt  man  diesen  Werth  von  g  in  die  Gleichungen  18) ,  so  folgt  dnreh 

Elimination  von  P  und  Q 

(f^{AB-'C^)  +  Q{AG  +  BE'-'2CF)y{EG  —  F*)  +  {EG  —  F^y  =  0. 
Durch  diese  Gleichung  ist  das  Maximum  und  Minimum  des  Krüm- 
mungshalbmessers einer  Fläche  im  Punkte  (j?,  ^,  z)  bestimmt,  oder,  nach 
der  gewöhnlichen   Redeweise,    die    beiden    Uauptkrümmungshalbmesser. 


18) 
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Bezeichnet  maa  ihre  Worthe  durch  /  nnd  r\  so  hat  man  für  dieselben  die 
Gleichnngen : 


19) 


1         1        AG  +  BE—2CF 

r        r  {EG—F^)i 

1    _    AB  —  C* 

rV'~{EG  —  F^j^' 


III. 

Das  System  der  Gleichungen  10),  17)  uhd  cos^  a  +  cos*  ß -^  cos^ y  =  l 
giebt  für  jede  der  Quantitäten  cos  er,  cos  ß^  cosy  eine  quadratische  Glei- 
chnng,  deren  Wurzeln  die  Richtungen  der  Tangenten  zweier  Normal- 
Schnitte,  der  sogenannten  Hauptschnitte,  im  Punkte  (x, ^,  z)  einer  Fläche 
bestimmen.  Die  Krümmungshalbmesser  dieser  Hauptschnitte  sind  /  und 
r\  Seien  nun  cos  a\  cos  h\  cos  c  die  Werthe  von  cos  a,  cos  /3,  cos  y,  welche 
dem  Normalschnitt  mit  dem  Krümmungshalbmesser  r  entsprechen,  und 
cos  a\  cos 6",  cos  c"  die  analogen  Werthe  für  r". 

Man  setze,  analog  wie  in  13). 

20) 

;r—  cosa  +  ^-cosb  +Tr-cosc  =P  ^    r-  rosa  +  ,r-  cosb  +  tt-  cosc  =  P  , 
du  du  du  du  du  du 

--  eosa  +-^cosb  +--'Cosc  =j0,    x-  cosa  + —-  cosb   +--cosc  =0  . 
dp  dv  cv  ov  ov  dv 

Die  Cosinus  der  Winkel ,  welche  die  Tangente  im 
Punkte  (x,  y,  2)  der  Fläche  zur  Curve  (u)  mit  den  Ach- 
sen bildet,  sind: 

i   dx     l  dy    l   dz 
yEdu    fßdu  yEdu' 

Für  die  Curve  (e^)  hat  man  die  entsprechenden  Grössen : 

J_dx  }_H  _L^ 
yGdv  yGdv  yGdv' 

Bezeichnet  man  dnrch  co  den  Winkel ,  welchen  die  Curvon  (t/)  und  (v)  mit 
einander  bilden  ,  so  ist : 

1     /dxdx      dydy      dzdz\ F 

21)      ^'^''^  —  yE^\B;,f^  +  j;trv'^diFvJ~yEG' 

lat  femer  y  der  Winkel,  welchen  die  Curve  (w)  und  der  Hauptschnitt  mit 
dem  Krümmungshalbmesser  /  mit  einander  bilden,  so  folgt: 

cos  ^f  =  T7TAC0sa  ^  +  cosb  —  +  cos  c  —  I  =^;rr7,* 
^       yE\  du  du  du/       yt 

Für  P',  P^,  ff  und  ff'  ergeben  sich  die  folgenden  einfachen  Werthe : 

I  P^  =  cosi^f  VE,         ff  =  cos  (m  — t/;)  yG, 
\  />"=  —  sin^yE,     ff' =  sin  (w  — 9^yG.   • 

IMUfkrifl  f.  Maiht^malik  u.  Physik.   VII,  |.  V:> 


22) 
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Ans  diesen  Oleichnngen  findet  man  leicbt: 

23)      ^=/>'«  +  ^'",     G  =  Ö'»  +  Ö''",     F  =  PQ^  +  F^'ff\ 
Statt  der  ersten  der  Oleichnngen  10)  hat  man  die  beiden  folgenden : 

cosa  cos a  +  cosb  cos b'  +  cos c  cos c  =  0, 
cos  a  cos  a  +  cos  b  cos  b"  +  cos  c  cos  c"=  0. 

Diese  Gleichungen  mit 

dx  .dy  .  dz 

cosa  T — \r  cosb  ^ — J-  co5 <? ^-  =  0, 

du  du  du 


geben : 


ex 

cos a  TT-  ' 
dv 

cosa 

cos  b'  cos  c 

dx 

du 

dy       dz 
du       du 

dx 

dv 

dy       dz 
dv       dv 

dy  .  dz 

^  +cosc-^ 

dv  dv 


=  0, 


// 


cos  a"  cos  b"  cos  c 

dx  dy  dz 
du  du  du 
dx  dy  dz 
dv        dv       dv 


=  0, 


==0. 


oder,  wenn  man  das  Prodnct  der  vorstehenden  Gleichungen  bildet: 

cos  a  cos  a"  +  cos  b'  cos  b"  +  cos  c  cos  c"     P*     ff 

P"  E     F 

ff'  F     G 

Da  nnn  wegen  der  Gleichungen  22) 

Effff'  +  GP'P"  —  F{P'ff'  +  P"ff)  =  0, 
so  folgt: 

cos  d  cos  a'  -f-  cos  V  cos b"  +  cos  c  cos  c'  =  0. 

Die  Determinanten  A^  B^  und  C,  bestimmt  dnrch  die  Gleichungen  6),  las- 
sen sich  sehr  einfach  in  Function  von  r\  r\  P\  P",  ff  und  ff*  darstellen. 
Setzt  man  in  den  Gleichungen  18)  successive 

y{EG—F*)  yiEG-'F*) 


tf 


statt  g  und  P\  ff]  P'\  ff'  statt  P^  Q,  so  erhält  man  folgendes  System  Ton 
Gleichungen: 

Äff-  CP'==-.  {Eff-FP')y{EG"F*),  BP'-'Cff^^iGP^^FP')  y{EG^F% 

Äff'- CP"=p(Eff'^FP*')y{EG'F^),  BP''^Cff'=^;{GP'*--FP^')y{EG'-F*), 

oder  wegen  der  Gleichungen  23): 
Aff  —  CP'    _       P'*  ^  BP'  —  Cff  ff' 

T~ffr:zjP^'—^r'yY\FG—F^,  p'q"_p"q»~     -p-ViFG—F*), 

Aff;-CP;'  _       fiy^EG-F^^  BP"-Cff'  _        ff 
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Hicrmos  ergeben  sich  für  A^  B^  C  folgende  Werthe: 


j   > 


24)  <_? =  C+^" 


_P'0      P  Q 


y{EG  —  F*)         r"      '       r 
IV. 


Ans  den  Gleichungen: 

cosa  :r-  +  C056  ^-  +  cosc  :r-  =  ß , 
a»  ^i;  dv 

cos  a  cos  a  +  cos  b'  cos  b  +  cos  c  cos  c  =  0, 

C05a     ';^  +  COSb     ^■'  +  COSC     ^—=zP. 

du  du  du 

„dx  „dy  „dz       ^„ 

cosa   -^-^cosb   -T-^cosc   ^-  =  (), 

dv  dv  dv 

cos a'  cos  a  +  cos 6"  cos  b  +  cos c"  cos  c  =  0 
findrt  man  für  cos  a  und  cos  d'  folgende  Werthe : 

y{EG—F*)  cos  d  =  —  P'  (cos  bp-  —  cos  c  p) 

J         dz  du\ 

+  Q  [cOSb-r COSC^), 

05\        <  \         du  du/ 

yi^EG—F*)  cosd'=  —  />" (cos b^^  —  cosc^^ 

+  0   [cosb- COSC  ^), 

\         du  du/ 

Durch  Substitution  der  \yerthe  von  A,  B^  C  aus  24)  nimmt  die  erste  der 
Gleichungen  10)  folgende  Form  an: 

yi,EG-F-)-^^     =-^\P  (cosb  ^^^- cos  c^^^) 


-Q'(cosb^^^-cosc^-£)\. 

^C\P'icosb^^-coscyi) 
r    '       \         ov  dv/ 

—  0"  (cosbT^—cosc^)\, 
\         du  du/f 


oder  wegen  25): 


dcosa  P'         ,       P" 

— ,  —  = y,  COS  a r  cos  a  • 

du  r  r 


M,' 
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Analog  wie  die  vorstehende  Gleichung  erhHlt  man  statt  der  Gleichungen  7) 
das  folgende  einfache  System: 


26) 


dcosa            P'         ,      P" 

-TT  —  = T,  cosa 7  cosa  , 

cur                   r 

dcosa            Q          ,        0 

TfCosa r  cosa  , 

dv                r                    r 

dcosb            P'       ^,      />"        ,., 

— ^  —  = r.cosb 7- cosb  , 

cur                   r 

dcosb            Q'        ^,       Q" 

— -—  =^=  — r  -//  cos  b r  cosb  , 

dv               r                  r 

d  cos  c            P'         ,      P" 

-—■  —  — r^cosc -cosc  , 

du               r                    r 

dcosc            ff         .       0" 

— 5 7,  COS  C ;-  COS  C   . 

dv               r                   r 

Um  die  Differentialquotienten  von  cos  a\  cos  a\,.  nach  u  nnd  v  zu  finden, 

setze  man: 


27) 


„  d  cos a     .         ,„d  cos b     ,  „d  cos c         . _ 

cosa   — \r  cosb    — }- cosc   — r =  Jf, 

du  du  du 


,  dcosa     .  .,  dcosb     ,  ,dcosc         __ 

cosa  — +  cos  b  — +  cos  c  — r =  A^. 

dv 


dv  dv 

Differentiirt  man  die  Gleichungen: 

co^  a  +  cos^  b'  +  cos*  c'  =  1, 
cos  a  cos  a  +  cos  b  cos  b'  +  cos  c  cos  c  =  0, 
ft^.  I  cos  a"  cos a  +  cos  b"  cos  b'  +  cos  c*  cos  c  =  0, 

cos'  a    +  cosr  b    +  cos*  c   =  1, 

cos  a  cos  ö"  +  cos  b  cos  b"  +  cos  c  cos  c"  =  0, 

cos  d  cos  ö"  +  cos  b'  cos  b"  +  cos  c  cos  c"  =  0 

nach  u  und  i>,  so  findet  man  mit  Hilfe  der  Gleichungen  26)  und  27): 

,  d  cos  «'.         ,,d  cos  b'   .  ,d  cos  c 

I   cos  a  — ^ [-  cos  b  — -  7—  +  cos  c  — — —  =  0, 


du  du 

d  cos  d   .  ,  d  cos  b    . 

cos  a  — +  cos  b  — _ 1  cos  c 

du  du 


du 
d  cos  c       P' 


du 


*'  f 


„  d  cos a  ,„d  cos ft    .  „d cos c 

cos  a  — - —  -4-  cos  b    — ^ \-  cos  c  —^ =  M. 

du  du  du 


„  d  cos  d'  .        ,„d  cos  b"  .  „  d  cos  c" 

cosa   — \-cosb   — ^^ \-cosc  — ^— —  =  0, 


cos  a 


du 

d  cos  d 


+  cosb 


du 

d  cos  b 


du 

d  cos c'      P^ 
+  cosc—^ =  — , 

du  r 


/f 


cos  a 


29) 


du       I   -^^*"'     ^^ 
, d  cos fl"  .         ,,d  cos b'  ,d  cos  c 

^COSb   — ^ [-cosc   —r =— il/, 

du  du  du 


,  d  cos a'             ,,  d  cos b'  ,d  cos  c 

cos  a  — ^- f-  cos  b  —^ h  cos  c  — ^ —  =^  0, 


cos  a  — 


dv 

d  cos  d 


cosa 


dv 
„  d  cosd 


dv 

,  dcosb'    . 
+  cos  b  — r 1-  cos  c 


dv 
d  cos  c       ff 


, \'COsb 


dv 


dv 
„  d  COS  6' 
~d7~ 


+  cos  c 


dv 
d  cos  c 


j*  > 


=  -i\r, 


Von  Dr.  A.  Ennepeb. 


85 


II 


cosa 


cos  a 


d  cosa 
"TT" 
d  cos  a 


+  C056 


„d  cosb" 


dv 


+  COSC 


„  d  COS  c' 


ff 


cosa 


cosa 


,  d  cos  b     . 
+  cos  b  — :^- 1-  cos  c 


dv 

d  cosc 


=  0. 


ff 


Q' 


+  cosb 


dv 

,d  cosb 


dv 


*  » 


,dcosc'       ^^ 
+  cos  c  — 7^ =  N. 


dv  dv  dv 

Dl  co^a  +  coi^b  +  cos^  c  =  1,  so  geben  die  Gleichungen  28)  bekanntlich 
die  /bigenden : 

f oi*  a  +  CO J*  a  +  C05*  a"  =  1 ,  cos  a  cos  b  +  cos  a  cos  b'  +  cos  d'  cos  b"  =  0, 
«w*  b  +  coj*  b'  +  cos^  6"  =  1,  cos  a  cos  c  +  cos  d  cos  c  +  cos  a"  cos  c'*  =  0, 
Cüi*  c  +  C05*  c  +  CO«*  c '  =  1,     cos  b  cos  c  +  cos  b'  cos  c  +  cos  b"  cos  c"  ^^=  0. 

Diese  Gleichungen  gestatten  aus  20)  unmittelbar  die  Werthe  der  Differen- 
tialqaotienten  von  cosa\  cos  a^' .  •  •  nach  u  und  v  zu  finden,  nämlich: 


jdcosa        P  .    mr         ''     dcosa        Q  ^_ 

=  -TT  cos  a  +  M  cos  a  ,    — ^r =  -^  cos  a  —  N  cos  a  , 

r  dv  r 

dcosb'        Q'  u        m        J." 

;: ==  TT  COS  b  —  N  COS  0    , 

(^v  r 


30) 


1 

1  a 

au 

cosb' 

r 

du 
cosc 

J^ 

dn 
cosa" 

^ 

du 
cosb" 

r 

0 

du 

if 

COSC 

du  r 


=  -Tr  cosb  +  M cos 6", 

r 

p" 

=  -TT  COS  C  +  M  COS  c'\ 

r 

//' 

=  — r  cos  a  —  M  cos  a\ 
r 

P' 
=  — r  COS  b  —  M  cos  b\ 

r 

P' 

=  —T  COS  c  —  M  cos  Cy 


if 


d  cosc        0  _, 

— TT =  -77-  cos  c  ^—  N  cos  c  , 

dv  r 


\ff 


dcosa        Q 

— X =  -r  cos  a  +  N  cos  a  , 

dv  r 


dcosb        0         .    .    w       ,' 
— 7z =  — 7- CO* 0  +  N cosb  y 

dv  r 

dcosc'      Q"  i    KT        ' 

— -   —  =  —rCOSC+  N cosc  . 

dv  r 


Differentiirt  man  in  den  Gleichungen  20)  P'  und  P"  nach  &,  (/  und  Q'*  nach 

Uj  so  folgt : 

dQ^_dP^ dx  dcosa        dy  dcosb'       dz  d  cos c 

du        dv       dv      du  dv     du  dv     du 


\du 


dcosa       dy  dcosb'      dz  dcosc 


dv 


+  ^. 


du     dv 


dz  d cosc\ 
dli  ~T^)' 


dQ_ 

du 


dP" dx  d  cosa"  j^dy  d  cosb"      dz  d  cos  c 

dv        dv      du  dv      du  dv     du 


_(dx 
\du 


d  cosa"  ^^dy  d  cosb"      dz  d  cosc"\ 

"^ ~     "  -    ■'"  d^    dv   ) 


dv       '  du      dv 
oder  j  wegen  der  Gleichungen  30) : 

dO'       dP' 


31) 


du        dv 


=  MQ"  +  yp'\ 


du        dv  . 


Durch  diese  Gleichungen  sind  M  und  N  bestimmt.     Aus  den  Gleichungen 
36)  und  dO)  folgt : 
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)udv        \r  •  r  *  /  \dvr        r      / 


\dv  r        r      J 


eo$a" 


(P^Q'  ,  P"Q"\   ,        ,   (d  ff      ff'\ 


\du  r        r      J 


ff 
cosa  . 


Da  die  Factoren  von  cosa^  cosa\  cosa'  in  den  vorstehenden  Glei- 
chungen einander  gleich  sein  müssen ,  so  hat  man : 

Cur        ovr  r 


oder  nach  31) 


Ä?-Ä?=^«^»+-«). 


d_ff  _  1.  ^  _  i /?£  _  ^^.'^ 

dur'       dvr"       r  \du         dv  / ' 

e_ff^ i^'_  1  /ag"    gp'A 

8m  r'       dvr        r\du         dv  J^ 


d.  h. 


„-       .V"      7)\du         dv  J~r"*V    du  ^    dv)' 

\7      r")  \du         dv  )~r*  V    du  ^   dv  )' 
Ans  den  Gleichungen  90)  folgt : 

d*cosa       (dP,Mff'\            ,/„„  P'ff\ 

dudv         \dvr           r    f                \  r  '  J 


cosa 


(dM    p-ff'\       „ 

-^Kd^ —77- )'■""'' 

/dff^NP"\        ,/„„     P'ff\ 

=Ur-+ —>""'+ r^-T^j 


\^u        r  r   / 


cos  a\ 


also 


«,,  dM      dN      P'Q"^P"Q' 


/  // 


dv        du  r  r 

Diese  Gleichung  enthält,  in  etwas  verschiedener  Form ,  den  von  Gauss 
gegebenen  Ausdruck  von  r  r"  in  Function  der  Differentialquoti^nten  von 
E^  F,  Q  nach  u  und  v.     Aus  den  Gleichungen  31)  findet  man  nämlich : 

M{P'Q"-P"ff)  =  /.'  1^  +  p"  ^_ 4 i  (P'«+P-), 

N{P'ff'-P"ff)  =  ()'  ^  +  0"^-  4|-  (0'«+ ()"»). 

^  dv  dv        ^du 
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^  v/^^  *^^^^"^"^^^  •^^N^-.^N^Ni 


r,»  \^    ^>.^  -/   »r  N^-^^  "t^^m   W  \*   »*-V 


Mittelst  der  Gleichungen  22)  gehen  die  vorätehenden  Gleichungen  Über  in : 


dv 


du 


^  ^  du  dv  dv 


oder  da: 


COSWz=z 


y^,     8inw.yEG  =  y{EG^F'), 


du  dv  yEG        i__f_-L^ 

~  *  Gy(EG  —  F^)  "^  yEG  —  F^)  du  yEG  ■*"  du  ' 


iV=l 


^t;  du 


£y{EG—F*) 
Die  Gleichung  33)  wird  hierdurch: 


d^ 
dv 


i 


Fi^-G  — 

d       du  dv 


dv  Gy{EG—F*) 


—  F*)'^^du 


d       dv 


a«        d^/      yEG         d_     F  \ 

—F*)^dv\y(EG  —  F^)  du  yEG) 


Ey{EG  —  F*) 
_y{EG  —  F*) 


r  r 


Durch  £ntwickelung  erhält  man  hieraus  die  von  Gauss  aufgestellte  Glei- 
chung. 

V. 

Nimmt  man  auf  einer  Fläche  ein  besonderes  System  von  Curven  an, 
so  wird  eine  der  Variabein  u  und  v  Function  der  anderen  sein,  oder  man 
kann  dieaelben  als  Functionen  einer  dritten  Variabein  w  ansehen. 
Setzt  man: 

du_    .     ^_  . 

dn>  drv         ' 

to  itt  die  Bedingung ,  dass  zwei  successive  Normalen  in  einer  Ebene  liegen : 


dx   ,   ,  dx  , 
du      ^  dv 


dX 


^y  /  t^y  '    dz       dz  , 

5-ti  +^v         —U    +X-P 

du  dv         du  dv 


.  ,dX  .    dY    .   .dY  ,   dZ  ,,dZ  ,1 
du  dv        du  dv        du  dv 


=  0, 


wo  J^f  F,  Z  durch  die  Gleichungen  4)  bestimmt  sind.     Multiplicirt  man 
diese  Gleichung  mit 

dx  dy  dz 


du  du  du 

dx  dff  dz 
dv  dv  dv 
X    Y   Z 


^yiEG-F'), 


88   Ueber  einige  Formeln  aas  der  analytischen  Geometrie  der  Flächen. 


=0, 


so  folgt: 

Eu+Fv      Fu+Gv  0 

0  0  EG^F* 

—  Au—Cv      —  Cu—Bv      J  1.  (i:c-  F')  w'  +  4  ^  (EG  —  F*)  v 

d.h. 

34)         {Eu  +  Fv)  (Cu  +  Bv)  =  {Fu  +  Gv)  {Au  +  Cv). 
Man  findet  dieses  BesuUat  leicht ,  wenn  man 

du  du  du 

und  |5j^+|Vr+|fz  =  0 

OV  OV  .OV 

nach  u  und  v  differentürt.     Hierdurch  erhält  man : 

dudu^  dudu^  dudu~     \    a««  ■*"    di^'^   dif)~       ' 

at;  ar  "*"ay  ai;  "^aw  at^  ~     V   a*;*  "*"    ai;«  "•" 'ae^/  * 

a^a^    aj^ar^a^az^^/    a*x  ^  ^.J>_^2j^V   _^ 

du  dv       du  dv       du  dv  \    dudv  du  dv         dudvj  * 

dxdX      dydY      dzdZ  ^      /     a'x     .    j.^'y    |2^'M=       c 
a»  aii       a»  au       a^  du  \    dudv  dudv         dudv) 

Substituirt  man  in  die  Gleichung  34)  für  E,  F,  G,  A,  B,  C  ihre  Werthe  ans 
23)  und  24) ,  so  nimmt  diese  Gleichung  folgende  einfache  Form  an : 

(4  — ~)  (/>'Ö"-i>"0'  \P'P"u^+Q'Q"v*  +  (P'Q"+P"Q')uv\  =0 

oder 

/>'P"w'«+  ()'ö"r  *+  {P'0"  +  P"0')uv  ==  {P'u+(/v)  (P"tt +Ö'V)  =0. 

Damit  also  zwei  successive  Normalen  in  einer  Ebene  liegen,  hat  man  die 

Bedingungen: 

^  Jp"u'  +  ()"i;'=0, 

d.  h.  zwei  Differentialgleichungen ,  deren  Integration  die  bekannten  Krüm- 
mungslinien giebt.  Nimmt  man  diese  Krümmungslinien  zu  Systemen  der 
Curven  (m)  und  (y),  so  muss  die  Integration  der  Gleichungen  35)  m  =  Const. 
und  V  =r  Const.  geben ,  was  offenbar  nur  dann  stattfinden  kann ,  wenn 
p'z=o,  0"  =  0  oder  jp'  =  0,  />"  =  0.  Eine  dieser  Annahmen  folgt  ans 
der  anderen  durch  Vertauschung  von  u  und  v.  Setzt  man  also  0'  =  0, 
/>"  =  0  und  einfach  P,  Q  statt  P\  0'\  so  hat  man  folgende  Gleichungen : 

36) 

r-  COSa    +  :r-  COSh   +   ;r- cos  C   ^=- P.        ^-  COSü    +  ^  C0*6    +  r-  CO«C  =0, 

ati  du  du  dv  dv  dv  • 

,r— COSfl   +^cosb   -}-r-COSC    =0,       --  C05a   +^coä6  + -^  C0$C  s=:Q. 

du  du  du  dv  dv  dv 


38) 


oder 


Von  Dr.  A.  Ennepeb.  89 


P^  =  E,    Q^  =  G,     ^==0, 


d  cos  a  P  ,       d  cos  a  Q 


tt 


^        = nCosa^      — ^^ = -,cosa  , 

du  r  '  dv  r 

d  cos  b  0        ,^       d  cos  b  Q        .,, 

— = 7,  cos  b  ,      — = ?  cos  b  , 

ou  r  ov  r 

d  cos  c            -^         . '       ^  ^ö*  ^             0         „ 
— = TfCosbj      — = ?cosc  . 

du  r  CO  r 

d  cosa       P  ,    __         „      d  cos  a  «         *' 

"5 =  -7/  cos  a  +  M cos  a  ,     — =  —  N  cosa  , 

du  r  0  V 

.  d  cos  b'       P  f,      d  cos  b*  ,, 

37)   < — TL =— coÄÄ  +  Af  cos6  ,     — ;r =  —  Ncosb. 

^    \     du  r  dv 

\dcosc        P  .    _.         /,       d  cos  c 

— = -r,  cos  c  +  M  cos  c  ,      — =  —  Ncosc  . 

du  r  ov 

dcosa'  --         /       dcosa"       Q  .    «r  * 

— =  —  M  cosa,      — r =-7  cosa  +  Neos  a. 

du  dv  r 

d  cosb"  /       d  cosb"       Q  , 

-T =  —  M cosb  ,      — =  — , cos  b  +  Ncosb  . 

du  dv  r 

dcosc'  _-         ,      dcosc"       Q  .    ,r         / 

-TT =  —  M  cos  c       — =  —  cos  c  +  N  cos  c  . 

ou  dv  r 

\r"        r'J  d 0        r"'  dv  ^     \r        r')  du        r^da  ' 

dv  du 

oQv  dM.dN     PO 

du        du        r  r 


d 

d 


)f    1     dG\       df    1     ^^\_,^^^^_Q 
u\f/EGduJ  ^  dvXj/EGdv)  '^  Vr'   ~   ' 


Ans  den  Gleichungen  36)  nnd 

d*  ,äy       ^.a«  ^     dx  .^y       .1^« 

'^-  eosa+  jr-cosb  +  ^    cosc=zO.     ^r-  cos a  +  ^  cos b  +  -^-cos  c  =  0 

du  du  du  dv  dv  dv 

erh&lt  man 

^a:  ,      dx  „ 

r—  =  P  cos  a  ,      -—  -=.0  cosa  ^ 
du  '      dv 

40)  <  1^  =  Pcos  b\      -^  =  Ö  cos  b'\ 

^  du  du 

dz  ,      dz       ^ 

•—-  =sPcosc ,      —-  =  Q  cosc  ^ 

du  dv 

Die  Gleichung  39)  läset  sich  durch  Einführung  der  Bogenelemente  der 
Krümmungslinien  in  eine  sehr  elegante  Form  bringen.  Bezeichnet  man 
die  Bogenelemente  der  Krtimmungslinien  (u)  und  {y)  respective  durch  d  8 
und  ds'\  so  hat  man : 
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-■•=/i(lf)VGf)V(&)l=K".=<^-. 

Die  Gleichnngen  38)  werden  hierdurch : 

^ FT"  "—"dl' 

/t        1\  dlogP_        d    1    /l        1\  dlogQ_        d    1 
Vr*       r7     a»"    ~       dT'V'Kr       7')     ds     ~      dir" 
Ferner  ist : 

Die  Gleichung  39)  geht  hierdurch  über  in : 

d  \  d$"r"   I  .    d  \  ds'  r    !  .\ds"  r    I  .   \  d7  r    I  .      l 


a»"j  1  _  i_(  '  »»')l_li  '  ]i_il  ■  )}__i('^7r'~^' 

r         rj  fr         r/Jr       r)(r         r 

VI. 

Denkt  man  sich  von  jedem  Pankte  einer  Fläche  ans  einen  der  Hanpt- 
krUmmnngshalbmesHer  auf  der  Normale  abgetragen,  so  liegen  die  End- 
punkte dieser  Segmente  auf  zwei  Flächen.  Sind  (xi ,  y^  t  2,)  (j*, ,  y^ ,  z,) 
die  Funkte  beider  Flächen,  welche  dem  Punkte  (o:,  y,  z)  entsprechen,  so 
sind  diese  Punkte  durch  folgende  Gleichungen  bestimmt: 

IoTi  =  ar  +  r'  con  0,  a*,  ==  ^  +  r"  cos  a, 
yi  =y  +r  cos b,  y,  =  y  +  r" cd* 6, 
«I  =  z  +  r'  C05  c,      z,  =  2;  -j-  r"  co5  c. 

Haben  u  und  v  wieder  dieselbe  Bedeutung ,  wie  in  V.,  so  ergeben  sich  mit- 
telst der  Gleichungen  37)  leicht  folgende  Gleichungen : 

dxt        ^A        r\  ,   .    dr  dx,       dr 


d 

d 


00 

csa 


—  =  i>ll  — -rJ  cosa  +—cosa,       —^  =  —  cosa, 

;?=«"-i)+si"«*  lÄK  "-7;)  -m-^^^i}-^ 

d*x,  d*r  0  dr 

a«ar,  a*/  ,  Pdr 

Für  r— ^ . .  • .  erhält  man  durch  Vertauschung  von  a  mit  6,  c  ganz  analoge 
Gleichungen.     Man  setze: 
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^.= 


d'x,  a*y,  a't, 

du  aw«  ati* 

ax,  ay,  az, 

du     du    du 

B,= 

dXi   dyi    dZi 

dv     dv.  dv 

a*jr,  a'y,  a'^i 

a r'  a y*   dv 

dx^   dl/t  ^h 

du     du  du 

dXj   dyx  dZj 
dv 


C,= 


d^x,     d^y,     d^Zt 


dudv 

dudv 

dudv 

dxi 

^y\ 

dz, 

du 

du 

du 

ax, 

^Vi 

dz, 

dv 

dv 

dv 

dv     dv     dv 

Um  die  Werthe  von  ^, ,  i9, ,  C,  auf  einfache  Art  zu  erhalten ,  ninltiplicire 
man  dieselben  mit 

cos  a     cos  b    cos  c 

cos  a     cos  b'    cos  c 

cos  a*  cos b"  cos  c" 

Man  findet: 


wo  c*  =  l,  also  e=  +  1. 


iA,= 


?(>-?) 


av 
du* 

du 

d_r_ 

dv 


0 


0 


-'■•(-.^K-f. 


«Ä|  = 


av 

dv^ 

d_r_ 
du 

a/ 

dv 


0 


i^-i) 


0 


oa/ 

r  dv 
0 

0 


=^"(-f;)G^)' 


Sobsütairt  man  in  A^  für  M  seinen  Werth  ans  38),  so  ist 

P^(         r\r_drdr' 
'^*~~ÖV       r  7  r'«ä7  ab- 
setzt man 

'.=(l?)'+öf)'+S?).«.=(fe)'+6?)'+(l?)' 


_aa:|aar|       dy^dy^       dz^dz^ 
*       au    a^  '^  du  dv  "^  du  dv' 


so  findet  man  leicht: 


^«.-.,=..(.-;:)-(l^y. 
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Mit  Hilfe  der  obigen  Werthe  von  ^, ,  B,,  C,  folgt  naa : 

dv 
Gehen  Ai,  Bi,  C,,  Et,  F,,  C,   durch  Vertanschang  von  x,  y,  z,  mit  x,  y,  z. 
Über  inJt,Bf...,ao  findet  man :. 

dr" 


du 
Für  den  Fall,  dass  r — r"  =  k  ist,  wo'A:  eine  Gonstante  bedeutet,  gehen 
die  beiden  letzten  Gleichungen  über  in: 

AiBi—C^*    .      A^B^—Ct^ 
Bezeichnet  man  die  beiden  Flächen,  definirt  durch  die  Gleichungen  41), 
als  die  Flächen  der  Krümmnngsmittelpunkte  einer  gegebenen  Fläche,  80 
hat  man  folgendes  Theorem: 

Ist  die  Differenz  der  Hauptkrümmungshalbmesser  in  jedem 
Punkte  einer  Fläche  constant,  so  haben  die  beiden  Flächen  ihrer 
Krümmnngsmittelpunkte  tiberall  constantes,  negatives  Krüm- 
mungsmaass. 


V. 

Heber  die  Hessiing  kleiner  Flugzeiten  von  Oeschosaen 

mittelst  bewegter  Elektricität. 

Von  Dr.  Emil  Kahl. 


Die  Bewegung  von  Geschossen  geschieht  sowohl  im  Hohre ,  als  auch, 
nachdem  dieselben  das  Rohr  verlassen  haben,  in  der  Luft,  so  schnell,  dass 
die  Beobachtung  der  Zeitmomente,   in  welchen  die  Geschosse  bestimmte 
Punkte  ihrer  Bahn  passiren,   mit  den  für  Zeitbeobachtungen  gewöhnlich 
angewendeten  Instrumenten  nicht  ausgeführt  werden   kann.     Es  ist  nun 
für  die  Artillerie  ein  dringendes  Bedürfniss,  eine  Zeitbeobachtungsmethode 
zu  besitzen,  welche  mit  der  grössten  Genauigkeit  die  Zeitroomente  zu  be- 
obachten gestattet,  in  welchen  ein  Geschoss  durch  bestimmte  Stellen  sei- 
ner Bahn  hindurchgeht;   denn  von  einer  guten  Zeitbeohachtungsmethode 
hängt  die  experimentelle  Prüfung  jeder  Luftwiderstandshypothese  ab  und 
eine  genaue  Methode  der  Zeitbeobachtung  ist  für  viele  artillerie-technische 
Versuche  zu  wünschen,  welche  zur  Kenntniss  der  Anfangsgeschwindigkeit 
und  der  Flugzeit  von  Geschossen  im  Geschützrohre  führen  sollen.     Seit 
einiger  Zeit  haben  sich  Physiker,  Mechaniker  und  Artilleristen  damit  he- 
schHftigt,   Methoden  zur  Messung  kleiner  Zeiten  auf  die  ausserordentlich 
grosse  Geschwindigkeit  des  elektrischen  Stromes  zu  gründen;  die  Literatur 
über  diese  Versuche  befindet  sich  grösstentheils  in  dem  vor  einigen  Jahren 
eingegangenen  ^.Journal  des  armes  speciales ^^^^  in  dem  „Archiv  für  die  Offi- 
ciere  des   königlich   preussischen  Artillerie-  und  Ingenicnrcorps**   und  in 
einigen  anderen  militärischen  Schriften.     Da  mir  der  Gegenstand  von  all- 
gemeinerem Interesse  zu  sein  scheint  und   die  oben  genannten  Journale 
der  Mehrzahl  der  Leser  der  Zeitschrift  nicht  zur  Hand  gewesen  sein  dürf- 
ten, 80  unternehme  ich  es,   hier  eine  Zusammenstellung  der  wichtigsten 
Versuche  zu  geben,  auf  die  Eigenschaften  des  elektrischen  Stromes  eine 
genaue  Zeitmessungsmethode  zu  gründen. 

Der  erste  Apparat  zur  Messung  kleiner  Zeiten,  dessen  Construction 
sieh  auf  die  Eigenschaften  des  elektrischen  Stromes  gründet,  ist  im  Jahre 
1840  von  Wheatstone  hergestellt  worden,  hierauf  habeu  «vc\\  öa^^^w^x^ 
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Konstantinoff,  Breguet,  Martin  de  Brettes,  Siemens,  Hart- 
mann,  Hofmann,  Leon hard,Nayez  u.  s.  w.  mit  dieser  Anwendung 
der  elektrischen  Ströme  bcächäftigt,  und  es  gebührt  unter  ihnen  Narvei 
das  Verdienst,  einen  Apparat  geliefert  zu  haben,  der  bei  verhältnissmässig 
leichter  Handhabung  sehr  genaue  Hesultate  liefert,  so  dass  er  bereits 
bei  der  Artillerie  mehrerer  Staaten  eingeführt  worden  ist.  Die  Literatur, 
aus  der  ich  geschöpft  habe,  besteht  allerdings  nicht  lediglich  aus  Original- 
berichten, hat  aber  den  Vorzug,  dass  sie  die  Originalberichte  meist  mit 
wörtlichem  Abdruck  wiedergiebt;  sie  ist  demnach  als  eine  hinreichende 
Quellensammlung  zu  betrachten;  ich  vermisste  nur  eine  Nachricht  über 
einen  amerikanischen  elektrischen  Zeitmessungsapparat,  dessen  Beschrei- 
bung in  einem  amerikanischen  Journal  zu  finden  ist.  Dieses  Journal 
konnten  sich  weder  die  Herren  Majore  Navez  und  Martin  de  Brettes  ver- 
schaffen ,  deren  Schriften  ich  benutzt  habe ,  noch  habe  ich  bis  jetzt  zu  des- 
sen Einsicht  gelangen  können.  Die  in  meinen  Händen  gewesene  Literatur 
besteht  aber  in  folgenden  Schriften : 

1)  Memoire  sur  un  projet  de  chronographe  electro-magnitique  et  son  emploi 
dans  les  expe'riences  d'arUllerie,  par  Marlin  de  Breites,  capitaine  dtarlilterie 
{Journal  des  armes  speciales  1840«,  p.  140). 

2)  Expe'riences  failes  ä  Liege  en  1850,  au  moyen  d'un  appareil  ilectro- 
baUislique^  pour  rechercher  Vinflueuce  exercee  par  differents  modes  de  Charge- 
ment  sur  les  vilesses  initiales ,  par  Martin  de  Breites,  capitaine  commandant  au 
y  regiment  ä'arlillerie  (Journal  des  armes  speciales  1852«,  p,  333;  ein  Bericht 
über  diese  Schiessversuche  befindet  sich  auch  im  Archiv  für  preussische 
Artillerie-  und  Ingenieurofficiere,  Bd.  30,  S.  126). 

3)  Elektro-  magnetische  Apparate  zu  artilleristischen  Versuchen  (Ar- 
chiv für  preussische  Artillerie-  und  Ingenieurofficiere,  Bd.  30,  S.  145). 

4)  Schreiben  des  Capitäu  Navez  aus  Lüttich  über  die  Einrichtung  sei- 
ner elektro- ballistischen  Vorrichtung  zur  Messung  der  Flugzeiten  (Archiv 
für  preussische  Artillerie-  und  Ingenieurofficiere,  Bd.  31,  S.  152). 

5)  Appareil  electro  -  ballislique ,  lettre  de  Af.  le  capitaine  Navez  {Journal  des 
armes  speciales  1852«,  p.  421). 

6)  Nouveaux  appareils  electro-magne'tiques  par  Marlin  de  Brettes  j  capitaine 
commandant  au  3'  rdgiment  dtarlillerie  {Journal  des  armes  speciales  1852«,  p.  145). 

7)  Application  de  Veleclricite  ä  la  mesure  de  la  vilesse  des  projectiles ,  ptar 
Navez  capitaine  commandant  ä  fetal  major  de  Tartillerie  beige  {Journal  des  armes 
speciales  1852^,  289,  408,  433;  1853«,  5,  65,  145). 

8)  Etudes  sur  les  appareils  eleclro  magnetiques  destines  aux  experiences  de 
tartillerie  en  Angleterre,  en  Bussie ,  en  France,  en  Prusse,  en  Belgigue^  en 
Suide  etc.  elc,  par  Marlin  de  Brettes,  capitaine  commandant  au  3^  rSgimemi 
dartillerie  {Journal  des  armes  speciales  1852^,  467;  1853«,  31,  95;  1853» «  5,  80, 
'"»7,  505;  1854«,  158,  278,  414). 
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9)  Ballistische  Versuche  mit  dem  elektromagnetischen  Apparat  des 
Hauptmann  .Navez  (Archiv  für  preuss.  Artillerie-  und  Ingenieurofficiere, 
Bd.32,S.  176). 

Dieses  Literatarverzeichniss  enthält  Alles,  was  ich  zn  Anfange  des 
Jahres  1861  über  Elektrohallistik  in  militärischen  Journalen  vorgefunden 
habe;  in  anderen  als  militärischen  Journalen  fand  ich  den  Gegenstand  gar 
nicht  erwähnt.     Die  oben  genannte  Literatur  enthält  nun : 

i)  Vorschläge  zur  Messung  der  kleinen  Zeiten ,  welche  ein  Geschosa 
braucht,  am  von  eipem  Punkte  seiner  Bahn  zu  einem  anderen  Punkte  sei- 
ner Bahn  zu  gelangen. 

2)  Urtheile  über  die  Brauchbarkeit  der  vorgeschlagenen  Apparate  auf 
Grand  elektrischer  Erfahrungen  oder  auf  Grund  von  Prüfungen  eines  aus- 
geführten Apparates  durch  Versuche  ausgesprochen. 

3)  Nachrichten  über  Schiessversuche,  bei  denen  die  Anfangsgeschwin- 
digkeiten der  Geschosse  mit  Hilfe  der  Navez^schen  elektroballistischen 
Vorrichtung  ermittelt  worden  sind. 

Die  Arten,  wie  Diejenigen,  die  sich  mit  der  Messung  sehr  kleiner 
Zeitintervalle  auf  elektrischem  Wege  beschäftigt  haben ,  die  Aufgabe  ge- 
löst haben,  mögen  zunächst,  von  einer  einzelnen  Idee  ausgehend,  geschil- 
dert werden.     Man  denke  sich  einen  Cjlinder,   der  sich  gleichförmig  sehr 
•ehnell  um  eine  horizontale  Achse  dreht  und  über  dem  ein  Stift  vertical 
beweglich  angebracht  ist.     Wird  der  Stift  in  dauernde  Berührung  mit  der 
C^linderoberfläche  gebracht,  so  verzeichnet  er  auf  dem  Umfange  des  Cj- 
Knders  fortwährend  einen  und  denselben  vollen  Kreisbogen.     Wenn  aber 
der  Stift  erst  in  dem  Momente  mit  der  Cjlinderoberfläche  in  Berührung 
gebracht  wird,  wo  das  Geschoss  einen  Punkt  A  seiner  Bnlm  passirt  und 
wieder  genau  in  dem  Momente  von  der  Cjlinderoberfläche  abgezogen  wird, 
wo  das  Geschoss  einen  zweiten  Punkt  B  seiner  Bahn  passirt,  so  beschreibt 
der  Stift  bei  entsprechend  rascher  Umdrehung   des  Cylinders  nur  einen 
ipitten  Kreisbogen  auf  der   Cjlinderoberfläche.      Ist  die  Länge  dieses 
spitzen  Kreisbogens  a  und  macht  der  Cjlinder  in  einer  Secunde  n  Um- 
drehungen,   so  ist  die  Umfangsgeschwindigkeit  des  Cylinders  dnJi^  wenn 
d  jer  Durchmesser  des  Cylinders  ist  und  die  Zeit,  während  welcher  (der 

CK 

Stift  den  Kreisbogen  berührte,  ist  -; — •    Das  Geschoss  brauchte  demnach 

ann 

T —  Seconden,  um  vom  Punkte  A  der  Flugbahn  zum  Punkte  B  derselben 
d%n 

ra  gelangen.     Die  Ausführung  dieser  und  ähnlicher  Ideen  erfordert  nur, 

«■  Mittel  zu  finden ,  wodurch  der  Stift  genau  in  demselben  Momente  zur 

Berührung  mit  der  Cylinderoberfläche  gebracht  wird ,  in  welchem  das  Ge- 

tekoti  den  Funkt  A  der  Flugbahn  passirt  und  wodurch  der  Stift  wieder 

geaaa  in  dem  Momente  vom  Cylinder  abgezogen  wird,  in  welchem  das 

OetchoM  den  Punkt  B  seiner  Flugbahn  passirt.     Auch  ein  &o\ci\i^  \^^«t* 
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trag uDgs mitte)  müsste  iipch  vollkommen  Genüge  leisten,  welches  den  Stift 
nm  eine  genan  bekannte  Zeit  später ,  als  du  Qeschoss  durch  den  Punkt  A 
geht,  mit  dem  rotirenden  Cytinder  in  fiertthrnng  bringt  und  om  eine  genan 
au  bestimmende  Zeit  später  wieder  von  der  Cy  linde  roh  erfliche  abaieht, 
als  das  Geschoss  darch  den  Punkt  B  geht.  Die  verschiedenen  Bearbeiter 
des  Problems  haben  nnn  geglanbt,  auf  die  grosse  Geschwindigkeit  des 
elektrischen  Stromes  das  Mittel  der  Uebertragung  gründen  au  mtlsaen. 
Anstatt  eines  Cylinders  sind  auch  andere  Apparate  beuntst  und  vorge- 
schlagen worden,  die  sich  In  bt^lcannter  Bewegung  befinden  nnd  die  ich  mit 
dem  Namen  Bewegungsappnrate  bezeichnen  werde,  nnd  die  Etektri- 
citätaslrömung  ist  in  seiir  verschiedener  Weise  znr  Uebertragung  vorge- 
schlagen worden.  Welche  Methoden  vorgeachlsgen  oder  ausgeführt  wor- 
den sind ,  zeigen  die  folgenden  Paragraphen. 

g.  1.  TTebertragniigiapparate. 
Die  Uebertragung  bat  man  immer  dadurch  au  bewerkstelligen  ge- 
sucht,  dass  in  den  Augenblicken,  wo  das  Geschoss  dl«  Punkte  Ä  und  B 
seiner  Bahn  passirt,  durch  dasselbe  seihst  ein  elektrischer  Strom  herge- 
stellt', oder  untorbrochen ,  oder  umgekehrt  wird.  Die  VorsehUge  bexielieo 
sich  zunächst: 

A.    auf  die    Anwendung    eines   Entlad nngsstromes   der  Leydner 
Flasche. 
Diesen  hat  Siemens  vorgeschlagen  und  beabsichtigt  die  Entladn Dg 
einer  J^efdner  Flasche  auf  folgende  Weise  durch  ein  Frojectil  vollaiehen 
an  lassen.    Fig.  1  stellt  ein  Drahtgitter 
vor,  der  Draht  x  geht  z.  B.  vom  inne- 
ren Belege  einer  Leydner  Flasche  ans 
und  ist  oben  an  einem  viereckigen  h6l- 
zernen  Rahmen  isolirt  befestigt,  er  ver* 
zweigt  sich  in  die  isolirten  DiahtstUcke 
1,  3,  a,  7,  0, 11.  Der  Draht  jf  ist  mit  dem 
äusseren    Belege    derselben    Leydnei 
Flasche  verbunden  und  verxwaigt  sich 
in  die  DrahtHtücken  2,  4,  0,  8,  10.    Die 
Abstände   zweier   benachbarter  Draht- 
Stäbe   sind   geringer,    als  der   kleinste 
Durchmesser  des  Geschosses.    Sobald  das  Geschoss  das  GittPr  dnrchbricht, 
berührt  es  die  AuslHnfer  des  inneren  und  äusseren  Beleges  und  bewirkt 
durch  eine  metallische  Berührung  die  Entladung  der  Flasche.     Hat  mai 
nnn  an  jedem  der  Punkte  A  and  B  ein  solches  Drahtgitter  aufgestellt  um 
die  Enden  von  jedem  mit  einer  Leydner  Batterie  verbunden,  so  werden  it 
den  Augenblicken,  wo  das  Geschoss  durch  A  und  durch  B  geht,  die  mii 
den  Gittern  insammenhXngenden  Leydner  Batterien  geschlossen.     So  vi« 
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mir  bekinnt  ist,  ist  nie  ein  Siemens^sclies  Gitter  ausgeführt  worden,  so 
diss  die  Erfahmng  sich  darüber  nicht  hat  aussprechen  können;  es  lässt 
«eh  jedoch  im  Voraus  erwarten,  dass  die  beabsichtigte  Wirkung  desselben 
aosbleibt,  sobald  das  Projectil  keine  metallisch  reine  Oberfläche  be- 
litit;  auch  dürfte  es  schwer  sein,  bei  feuchter  Witterung  eine  hinreichende 
Iiolirang  der  Drähte  herbeizuführen. 

Die  Vorschläge  beziehen  sich 

B.  auf  die  Anwendung  des  continuirlichen  Entladungsstromes  der 
galvanischen  Batterie. 

0.  Wheatstone  hat  anfänglich,  sowie  auch  der  schwedische  Ge- 
Dertl  Wrede  die  mechanische  Erschütterung  zur  Herstellung  des  galva- 
niicben  Stromes  benutzt.  Wheatstone ,  der  dieses  System  bald  mit  einem 
besseren  vertauscht  hat,  hat  sein  früheres  System  nicht  genau  beschrieben. 
Bis  des  General  Wrede  besteht  in  Folgendem : 

Am  Punkte  A  der  Flugbahn  befindet  sich  eine  Bretblende ,  an  welche 
oben  ein  Leitungsdraht  befestigt  ist,  der  daselbst  eine  Unterbrechungs- 
stelle  (Fig.  2)  hat.     Das  eine  Ende  p  des  yIs,  2. 

Drahtes  ist  durch  Elasticität  gespannt  und  fi 

würde  das  andere  Ende  n  metallisch  beruh-     ^       ^==^^^^^^     ^^  _^ 

len,  wenn  beide  nicht  durch  ein  zwischen-  ^ 

geklemmtes  Stück  k  eines  Isolators  getrennt  erhalten  würden.  Sobald  das 
GeBchoss  in  die  Bretblende  einschlägt,  wird  durch  die  mechanische  Er- 
Mb&tterung  der  Isolator  k  zur  Seite  geschleudert  und  die  Metallfeder  p 
kommt  alsbald  in  metallische  Berührung  mit  n,  wodurch  der  Strom  ge- 
Mhlossen  wird« 

Auf  ähnliche  Weise  bewirkt  General  Wrede   die  Urokehrung  eines 

Stromes.  Auf  einer  Blende  ist  ein  Commutator  befestigt ;  es  sind  elastische 

Federn  an  demselben  so  angebracht,  dass  sie  dem  Commutator  diejenige 

Stellung  ertheilen  würden,  in  welcher  er  den  Strom  umkehrt,  wenn  dies 

em  an  die  Federn  angeklemmtes  Stück  Isolator  zuliesse.     Sobald  das  Ge- 

tebosi  durch  die  Blende  geht,   wird  das  Stück  Isolator  durch  die  mecha- 

Biiehe  Erschütterung  herausgeschleudert;  die  Federn  wirken  somit  auf  die 

Stallang  des  Commutators  und  der  Strom  wird  umgekehrt.    Diese  Schlies- 

tttDgi-    resp.   Umkehrungsmethode  ist  zwar  im  Jahre  1840    wirklich   in 

Sehweden  angewendet  worden,  allein,  da  sie  uur  gedient  hat,  die  Zeiten 

n  messen,  welche  ein  Geschoss  braucht,  um  sehr  grosse  Bogen  seiner 

Trajectorie  zu  messen ,  so  lässt  sich  von  den  erhaltenen  Resultaten  kein 

Seblnss  liehen  auf  die  Messung  äusserst  kleiner  Zeiten ,  vielmehr  muss  sie 

MS  dem  Grande  zurückgewiesen  werden,  weil  wegen  der  endlichen  Fort- 

ylaoinngsgeschwindigkeit  des  Stoffes  und  wegen  der  Dauer   der  elasti- 

•ebeo  Wirkung  der  Federn  der  Eintritt  resp.  die  Umkehrung  des  St\<^\xv^% 

ent  karse  Zeit  nach  DarchbrecbuDg  der  Blende  durch  Ave  Q«i^^\\q«>&^  ^^- 

Uitttkrin  f,  .V^theiuatik  u.  Phjiik,   17/,  2.  1 
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a  praktisches  Hilfa- 


Fiß  3. 


folgen  und  weil  man  weder  ein  tlieoretisches,   nocb  e 
mittet  hat,  diese  Vorzügerung  zu  bestimmen. 

-  b.  (Das  WLeatstone'scho  Dralitgitter  zur  momentanen  Unterbrechung 
oder  Herstellung  eines  galraniscben  Stromes.)  —  Wheatgtoue  bat  xnent 
ein  Drabtgitter  (Fig.  3)  Torgescblagen, 
welches  aus  hin  -  und  hergewundenen 
dünnen  Draht  besteht,  dessen  Windun- 
gen einen  geringeren  Abstand  haben ,  als 
der  kleinste  Gescbossdurchniesser,  so  dass 
das  Geschoss  einen  Drabt  sicher  terreisst, 
wenn  es  durch  das  Gitter  hindurchgeht. 
Die  Enden  des  Leitungsdrahtes  vom  Netae 
itind  mit  dpin  Polen  der  Säule  durch  Dr&hte 
verknüpft,  der  Strom  hört  im  Augenblicke 
auf,  wo  das  Geacboss  dnrch  da«  Gitter  geht.  Es  sind  dergleichen  Draht- 
gitter  bei  den  belgischen  Versuchen  zur  Bestimmung  der  Anfangsgeschwin- 
digkeit von  Geschossen  angewendet  worden,  wobei  sie  sich  ToUkommes 
bewahrt  haben. 

Wheatstone  hat  auch  die  Herstellung  einer  elektromagnetischen  Strom- 
Wirkung  durch  das  Geschoss  in  folgender  Weise  vorgeschlagen:  Dnrch 
zwei  um  ein  Hufeisen  in  entgegengesetzter  Kichtung  gewundene  Kupfer- 
drähtc  geben  zwei  gleich  starke  Ströme  in  rntgegnugesetzter  Richtnug, 
deren  Wirkung  auf  das  Eisen  in  Summa  Null  ist,  so  dnss  dasselbe  an- 
magneiisch  erscheint.  Die  eine  Leitung  ist  mit  einem  Drahlgitter  ver- 
bunden, welches  sich  in  der  Scbusslinie  befindet;  gebt  das  Geschoss  durch 
dieses  Drabtgittcr,  so  wird  der  eine  Strom  vernichtet  und  der  andere  tritt 
allein  in  Erscheinung  und  macht  unn  das  Hufeisen  magnetisch.  Ist  am 
Ziel  ein  zweites  Drahtgitter  aufgestellt,  durch  welches  der  bei  der  Anf- 
hebuug  des  ersten  Stromes  übrig  bleibende  zweite  Strom  hindnrehgeht,  so 
wird  beim  Einschlagen  des  Geschosses  ins  Ziel  das  Hufeisen  wieder  nn- 
magnetisch.  Der  Major  Navez  bat  diesen  Vorschlag  Wheatstone'i  ani- 
geführt  und  ist  bei  seinen  deshalb  angestellten  Verancben  an  der  Ansicht 
gekommen,  das«  die  Regulirung  der  beiden  Strome,  deren  elektromagne- 
tische Kraft  sich  equilibriren  soll,  mindestens  unbeqnAn  ist  nnd  solche 
pbysikaliscbo  Kenntnisse  und  Experiment irkunst  erfordert,  dass  daa  Prin- 
cip  der  Equilibrimng  der  roagnetisclien  Stromkraft  wohl  an  einem  Appa- 
rate angewendet  werden  darf,  der  an  rein  wissenschaftlichen  Vermcfaea 
von  einem  Physiker  gebandhaht  wird,  jedoch  nicht  geeignet  ist,  in  den 
Gang  eines  rein  technischen  Instrumentes  aufgenommen  an  werden. 

In  besonderen  FXllen  ist  statt  des  beBchriebenen  Uebertragnugsappa- 
rates  ein  dergleichen  einfacherer  angewendet  worden ;  so  i.  B.  genügte  et 
Wheatstone,  bei  Messungen  der  Anfangsgeschwindigkeit  eines  Qeseboaaea 
Jaa  erste  Neu  dorcb  einen  quer  vor  der  MUndnng  TorbeifUhrenden  Draht 
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n  enetsen.  Ponillet  hielt  einen  Strom  60  lange  geschlossen ,  als  die 
fiewegUDg  einer  Kngel  in  einem  Gewehre  dauerte.  Der  Hahn  des  Per- 
cBttioBSSchlosses  war  isolirt  anfgeschraubt,  die  Enden  des  dünnen  Leitangs- 
drahtes  einer  galvanischen  Batterie  waren  das  eine  mit  dem  Hahn ,  das 
andere  mit  dem  Piston  verbunden.  Beim  Abschiessen  des  Gewehres  wurde 
somit  die  Leitung  geschlossen;  der  Leitungsdraht  der  galvanischen  Batterie 
vir  an  der  Mündung  des  Gewehres  vorbeigeführt,  so  dass  der  Strom. wie- 
der unterbrochen  wurde,  wenn  die  Kugel  die  Mündung  passirte. 


§.  2.  Benutite  und  yorgesclilageae  Wirkungen  der  Vebertragungt- 

gtröme. 

Wenn  es  gelungen  ist,  in  dem  Momente  einen  Strom  herzustellen  oder 
la  unterbrechen,  in  welchem  das  Geschoss  einen  bestimmten  Punkt  A 
oder  B  seiner  Trajectorie  passirt ,  so  ist  ferner  dafür  Sorge  zu  tragen,  dass 
die  hervorgebrachte  elektrodynamische  Reaction  sichtbare  Zeichen  an 
einem  Bewegnngsapparate  hervorbringe  oder  auch  so  auf  Körper  einwirke, 
dau  man  nachtrttglich  aus  ihrer  Lage  in  einem  späteren  Zeitmomente  die 
Zeit  bestimmen  kann,  welche  das  Geschoss  verwendete,  um  vom  Punkte  A 
seiner  Trajectorie  zu  dem  Funkte  B  derselben  zu  gelangen.  Dergleichen 
Wirkungen  müssen  nun  folgenden  zwei  Bedingungen  Genüge  leisten : 

1)  Die  Markirung  muss  entweder  gleichzeitig  mit  der  elektrod3ma- 
mischen  Wirkung  geschehen,  welche  das  Geschoss  beim  Durch- 
reiasen  der  Gitter  durch  Vernichtung  oder  Herstellung  eines 
Stromes  in  den  Drähten  äussert,  oder 

2)  die  Markirung  geschieht  eine  kurze  Zeit  nach  der  Durchreissung 
der  Gitter  durch  das  Geschoss;  in  diesem  Falle  muss  aber  die 
Verzögerung  der  Markirung  auf  dem  Versuchswege  ermittelt  wer- 
den können,  so  dass  sie  sich  aus  den  Beobachtungsresultaten  eli- 
miniren  lässt. 

Es  sind  nun  folgende  Stromwirkungen  von  einzelnen  Autoren  theils 
aar  vorgeschlagen,  theils  wirklich  ausgeführt  worden,  über  welche  die 
Erfahmng  bereits  zum  Theil  ihr  Urtheil  gesprochen  hat. 

Mm  Siemens  hat  die  Priestley'schen  Flecken  vorgeschlagen.  Priest- 
lajr  bat  bekanntlich  zuerst  gezeigt,  dass,  wenn  man  den  Entladungsfunkeu 
emer  Leydner  Flasche  von  einer  feinen  Spitze  aus  auf  eine  blank  polirte 
latallplatte  Überschlagen  lässt,  concentrische  farbige  Ringe  entstehen, 
weiche  die  Projection  der  Spitze  auf  die  Metallplatte  umgeben.  Der  Ver- 
sieh gelingt  um  so  besser,  je  kleiner  die  Entfernung  der  Spitze  von  der 
letallplatte  ist.  Bei  einer  einzigen  elektrischen  Entladung  zeigt  sich  nur 
ein  je  nach  der  Natur  des  Metalles  der  Platte  verschieden  gefärbter  Fleck 
■m  die  Projection  der  Spitze  herum,  welcher  beim  Behauchen  der  Platte 
■etallgUnsend  bleibt.  Siemens  hatte  vorgeschlagen,  einen  Metallcylinder 
da  Bewefttogsapparat  ananwendoDf  welcher  raitch  um  aeme  ^«o\ive\,\\«K^A^ 
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Achse  rotirt;  im  Allgemeinen  könnte  man  aber  jede  in  bekannter  Be- 
wegnng  befindliche  Metallplatte  anwenden,  wenn  nur  das  Arrangement 
getroffen  ist,  dass  das  Geschoss  durch  Zerreissung  des  Siemens^schen  Git- 
ters bei  A  das  Ueberschlagen  eines  Flaschen  Funkens  von  einer  der  Metall  - 
platte gegenüber  stehenden  Spitze  auf  die  Platte  veranlasst  und  dass 
ebenso  ein  zweiter  Flaschenfunke  von  derselben  Spitze  auf  die  Metall- 
platte überschlägt,  wenn  das  Geschoss  das  zweite  Drahtgitter  bei  B  darch- 
schlägt.  Siemens  hat  dies  mit  Hilfe  des  in  S*  1  ^  beschriebenen  Gittert  sa 
erreichen  gesucht;  es  ist  dort  gezeigt  worden,  wie  durch  die  Kugel  selbst, 
während  sie  durch  ein  Siemens*sches  Gitter  geht,  eine  Leydner  Batterie 
geschlossen  wird;  er  schlägt  vor,  die  Drahtleitung,  durch  welche  der  Ent- 
ladungsschlag der  Batterie  hindurchgehen  muss,  an  einer  Stelle  zu  unter- 
brechen ,  das  eine  Ende  des  Drahtes  mit  der  Achse  seines  rasch  rotirenden 
Cylinders,  das  andere  Ende  mit  einer  dem  Metallcylinder  gegenüber  ste- 
henden Metallspitze  zu  verbinden.  Wenn  nun  Spitze  und  Cylinder  in 
derselben  Weise  mit  einer  geladenen  Batterie  und  einem  Siemens^schen 
Gitter  am  Punkte  B  verbunden  sind,  wie  sie  mit  den  genannten  Apparaten 
und  dem  bei  A  aufgestellten  Gitter  in  Verbindung  stehen,  so  schlägt  ein 
Funke  von  der  Spitze  auf  den  Cylinder  in  dem  Momente  über,  wo  daa 
Geschoss  durch  das  Gitter  bei  A  geht  und  ein  zweiter  Funke  in  dem 
Augenblicke,  wo  das  Geschoss  das  Gitter  bei  B  durchbricht.  Aus  dem 
Bogenabstande  der  beiden  Priestley'schen  Flecken  und  aus  der  bekannten 
Rotationsgeschwindigkeit  des  Cylinders  kann  man  nun  die  Zeit  berechnen, 
in  welcher  das  Geschoss  das  Stück  AB  seiner  Trajectorie  durchlief. 

Der  Ausführung  von  Siemens^  geistreichem  Vorschlage  steht  die  nur 
mangelhaft  mögliche  Isolation  für  Reibungselektricität  entgegen,  ferner 
der  Umstand,  dass  nicht  ein  Punkt,  sondern  ein  Fleck  von  einiger  Aus- 
dehnung entsteht,  so  dass  es  schwer  ist,  die  Distanz  der  Mittelpunkte  der 
Flecken  ohne  Fehler  zu  bestimmen;  man  wird  daher  mit  Navez  der  Mei* 
nung  sein ,  dass  ein  nach  Siemens*  Idee  ausgeführter  Apparat  nur  in  sehr 
geschickten  Händen  zu  guten  Resultaten  führen  kann  und  dass  sich  ein 
solcher  Apparat  weniger  zu  technischen  Untersuchungen  eignen  dürfte. 

h.  Die  Mehrzahl  Derjenigen,  welche  sich  mit  der  Messung  kleiner 
Zeiten  zu  artilleristischen  Zwecken  beschäftigt  haben,  hat  die  elektro- 
magnetischen Wirkungen  des  galvanischen  Stromes  zur  Markirnng  auf 
einem  Bewegungsapparate  vorgeschlagen  oder  benutzt.  Wenn  ein  Wheat- 
stone*sches  Gitter  mit  einem  Elektromagneten  und  einer  galvanischen  Bat- 
terie verbunden  ist,  so  wird  das  Eisen  des  Elektromagneten  unmagnetiaeh, 
sobald  ein  Geschoss  das  Wheatstone^sche  Gitter  zerreisst,  der  Anker  Dlllt 
vom  Elektromagneten  ab  und  kann,  indem  er  einen  Stift  an  den  Be- 
wegungsapparat ausdrückt,  eine  Marke  an  letzterem  machen.  Von  dem 
Zerreissen  des  Gitters  an  bis  zum  Andrücken  des  Stiftes  durch  den  herab- 
g^efkUeneo  Änket  vergeht  jedoch  eine  kleine  Zeit,  welche  nach  allen  Er- 
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fahmngen  su  gross  ist,  um  bei  den  liier ^  besproclieDen  Zeitioessungs- 
methoden  yernachlässigt  werden  zu  kön*n€^..;  Navez,  welcher  sieb  sehr 
▼iel  mit  Apparaten  zur  Messung  kleiner  Zeft^.n  .experimentell  beschäftigt 
hat,  hat  sich,  zum  Theil  auf  seine  eigenen  Elrfalrfun^en  gestützt,  dahin 
aasgeaproehen ,  dass  der  Anwendung  der  elektroodagpaeti^chen  Wirkungen 
folgende  Umstünde  hindernd  entgegentreten :  *  .-*  / 

1)  Die  Zeit  der  Magnetisirung  beim  Beginn  des  Stromes  ist  kleiner, 
ala  die  Entmagnetisirungszeit  beim  Aufhören  des  Stromes',«  so.fdass  sich 
beide  nicht  compensiren. 

2)  Wie  Wheatstone,  erhielt  auch  Navez  durch  Anwendung '^tai;^ejr 
StrÖoie  eine  kürzere  Magnetisirungszeit  und  durch  Anwendung  sehr  schwiiv 
eher  Ströme  eine  kürzere  Entmagnetisirungszeit;  aHein  diese  Zeiten  waren 
immer  noch  zu  beträchtlich ,  um  sie  bei  der  Messung  kleiner  Zeiten  ver- 
naehlätsigen  zu  können. 

8)  Leitet  man  einen  starken  Strom  durch  eine  Elektromagpietenspirale 
«od  ihm  entgegen  einen  schwachen  Strom,  so  sollte  man  erwarten,  dass 
diese  von  Navez  aufgestellte  Combination  den  Erfolg  haben  müsse ,  beim 
unterbrechen  des  starken  Stromes  durch  das  Oeschoss  eine  augenblick- 
liche Zerstörung  des  Magnetismus  im  Eisen  hervorzubringen,  weil  der  in 
Eraeheinung  tretende  schwache  Strom  sofort  den  Bückstand  von  Magnetis- 
mus serstörty  welcher  beim  Aufhören  des  starken  Stromes  "zurückbleibt. 
Navez  hat  diese  Idee  deswegen  nicht  durch  viele  Versuche  geprüft,  weil 
er  bei  semen  Versuchen,  einen  Apparat  zur  Messung  kleiner  Zeiten  zu 
eonstmiren,  auf  eine  andere  Idee  kam,  die  ihm  fruchtbarer  zu  sein 
schien.  Die  Herren  Hartmann,  Hofmann  und  der  verstorbene  Uhr- 
macher Leonhard  in  Berlin  haben  die  Compensatiousidee ,  die  Navez 
aufstellte,  unabhängig  von  diesem  gehabt  und  angewendet,  allein  es  ist 
mir  nicht  bekannt  geworden ,  zu  welchen  Resultaten  sie  gekommen  sind. 
Nach  dem  Urtheil  von  Navez  würde  die  Rcgulirung  der  Stromstärken  hier- 
bei IC  viel  Mühe  machen ,  dass  ein  expeditiv  arbeitender  Apparat  auf  die- 
sem Wege  nicht  zu  erhalten  ist. 

4)  Das  von  Martin  de  Brettes  vorgeschlagene  Mittel,  sowohl  die  Mag- 
netisirungs-,  als  auch  die  Entmagnetisirungszeit  für  verschiedene  Strom- 
stärken durch  besondere  Versuche  zu  bestimmen,  um  an  elektromagne- 
tischen Zeitmessungsapparaten  die  erforderlichen  Correctionen  anzubrin- 
gen, hält  Navez,  der  sich  sehr  viel  experimentell  mit  dem  vorliegenden 
Gegenstand  beschäftigt  hat,  wegen  des  von  Martin  de  Brettes  angegebe- 
■en  Weges  zur  Ausmittelung  der  Correctionen  für  unpraktisch. 

6)  Der  Major  Navez  hat  die  Idee  gehabt,  einen  Apparat  zu  construi- 
ren,  bei  dem  der  Fehler,  mit  welchem  wegen  der  endlichen  Magnetisi- 
mngs  -  und  Entmagnetisirungszeit  die  beobachtete  Flugzeit  des  Geschosses 
behaflet  ist,  durch  einen  sehr  einfachen  Berichtigungsversuch  leicht  er- 
mittelt und  somit  das  Beobachtungsresultat  vom  Fehler  beft^vl  ^^x^^\i 


102    Unber  die  Me88un£r  kleiner  Flugzeiten  von  Geschossen  etc. 


'r>   "  — "-'*^  -  '«e»' 


kann.    Dieser  Apparat  ist  di^^  wrcklich  bei  artiUeristi sehen  Versuchen  y^-  t 
wendete  elektroballistischorJPQndel  vom  Major  Navez. 

c.  Pouillet  hat  bsKsVinen  Versuchen,  die  Zeit  zu  bestimmen,  welcK~]< 

eine  Kugel  braucht ,/ Irjn  ton  der  Entzündung  der  Ladung  an  das  Bohr  a^i 

•  •    •  ^^^ 

durchlaufen,  di^  si^roinnblenkende  Kraft  der  Nadel  benutzt.    Er  hatte,  ir-  ic 

•  •    •  • 

schon  früher  ex^\-ühnt  >i'urde,  den  Hahn  eines  Gewehres  isolirt  aufj^-^- 
schraubt  unti^  Hahn  und  Pisten,  jeden  für  sich  mit  den  Enden  eines  Mc^lI- 
tiplicatnri*4inl[  einer  Säule  durch  Kupferdrähto  verbunden,  von  denen  <L  ^r 
eine.'.^H^  quer  vor  der  Mündung  des  Gewehrs  vorbeigeftthrt  war.  Bern  m 
^A^fep^rn  schloss  der  auf  den  Piston  aufschlagende  Hahn  den  elektrisch  ^n 
'•äitrom,  der  wieder  unterbrochen  wurde,  sobald  die  Kugel  die  MttndniKig 
.  passirte.  Der  Strom  konnte  daher  nur  so  lange  auf  die  MnltipUcatornaA  «1 
wirkrn,  als  die  Kugel  Zeit  brauchte,  um  den  6e weh rlanf  zu  durcheile  n« 
Es  lasst  sich  aus  der  Totalablonkung  der  Nadel  und  deren  magnetisch  ^n 
Momente  die  Anfangsgeschwindigkeit  berechnen,  welche  der  Nadel  duir^sh 
den  Strom  ertheilt  wurde  und  aus  dieser  und  der  stromablenkenden  YixMmSt 
die  Zeit,  während  welcher  der  Strom  geschlossen  war.  Man  erkennt  ^ o* 
fort,  dass  dieses  Verfahren,  wenn  es  (in  welcher  Weise,  hat  Martin  ^® 
Brettes  gezeigt)  zur  Messung  kleiner  Flugzeiten  der  Geschosse  an^^  ^' 
wendet  wird,  nur  sehr  langsam  zum  Ziele  führt  und  dass  es  einen  Appa^'*^ 
und  eine  Experimentirkuust  erfordert,  die  seine  Anwendung  zu  tei?'  *^ 
nischen  Zwecken  bedenklich  erscheinen  lassen. 

d,  Navez  bespricht  auch  die  Anwendung  chemischer  Wirkungen,  ^k^  ^^ 
sie  beim  elektrochemischen  Telegraphen  von  Bain  versucht  worden  sin  ^' 
Denkt  man  sich  beispielsweise  einen  Metallcylinder  mit  dem  empfindliche  ' 
Pap^iere  des  Baiii^schen  Telegraphen  Überzogen,  den  Cylinder  in  rascl^^ 
Kotation  um  seine  geometrische  Achse  versetzt,   wobei  zwei  MetallstifC^ 
denselben  an  einer  Stelle  der  Oberfläche  berühren ;   die  Metallstifte  einer- 
seits und  die  Achse  des  Cylinders  andererseits  seien  mit  den  Enden  von 
zwei  Drahtleitungen  verbunden ,   von  denen  die  eine  eine  Säule  mit  dem 
einen  Stifte  und  mit   einem  Wheatstone'schen  Gitter  am  Punkte  A  ver- 
bindet,   während  die   andere  ebenfalls  eine  Säule  mit  dem  Wheatstone*- 
schen  Gitter  bei  B^  dem  anderen  Metallstifte  und  dem  rotirenden  Cylinder 
in  Verbindung  setzt.     Geht  das  Geschoss  durch  A^  so  hört  der  Strom  in 
der  ersten;   durchbricht  es  B^  so  hört  derselbe  in  der  zweiten  Leitnng  auf.  . 
Sobald  ein  Strom  durch  den  rotirenden  Cylinder  und  durch  einen  Stift  hin- 
durchgeht,  beschreibt  letzterer  einen  blauen  Bogen  auf  der  Cylinderober- 
fläche.     Die  Bogenlänge  zwischen  dem  Ende  des  einen  und  des  anderen 
blauen  Bogens  auf  dem  Cylinder  giebt  nun  bei  bekannter  Winkelgeschwin- 
digkeit des  Cylinders  die  Zeit  an,  welche  das  Geschoss  brauchte,   um  die 
Strecke  A  B  der  Flugbahn  zu  durchlaufen.     Solchen  und  ähnlichen  Pro- 
jecten  stehen  nun  die  Erfahrungen  entgegen,  welche  bei  Versuchen  mit 
dem  Instrumente  von  Bain  1851  zwischen  Paris  und  Tours  gemacht  wor» 


Von  Dr.  Emil  Kahl.  103 


" .'  .rf'^.*-4l*■^  «^^•««k«* 


den  sind;  es  seigte  sich  damals,  dass  bei  grossen  Entfernnngen  die  Pankte 
und  Striche  sich  so  verlängerten,  dass  die  Schrift  beinahe  unleserlich 
worde.  Fizeau  erklärt  dies  dadurch,  dass  bein^  Eintreten  des  Stromes 
nicht  momentan  elektrochemische  Wirkung  erfolgt  und  dass  dieselbe  noch 
kine  Zeit  nach  dem  Unterbrechen  des  Stromes  fortdauert,  Aus  einem 
ihnliebea  Grunde  lässt  sich  das  Princip  des  Bakeweirschen  Telegraphen 
nicht  anwenden. 

§.  3.    Bewegungsapparate. 

Es  sind  folgende  Bewegungsarten   theils  nur  vorgeschlagen,   theils 
tnch  wirklich  angewendet  worden : 

1*)  Die  Bewegung  des  freien  Falles. 

2)  Die  Bewegung  auf  der  schiefen  Ebene. 

3)  Die  Bewegung  von  Pendeln. 

4)  Die  gleichförmige  Bewegung  eines  Cylinders. 

5)  Die  sprungweise  Bewegung   der   Zeiger  eines   rasch    gehenden 
Uhrwerkes. 

6)  Die  Bewegung  einer  Magnetnadel. 

1.     Bewegung  des  freien  Falles. 

Die  Bewegung  des  freien  Falles  ist  bei  der  vom  Artillerieoberst  D  e  - 
boos  gegen  Ende  der  dreissiger  Jahre  vorgeschlagenen  Vorrichtung  zur 
XcMung  der  Anfangsgeschwindigkeit  der  Geschosse  angewendet  worden; 
den  Gang  dieser  Vorrichtung  suchte  Navez   zu  Anfange  seiner  Versuche 
mf  galvanische   Ströme    zu   gründen.     Der   ursprüngliche  Apparat  von 
Deboos  bestand  aus   einer  öO™   vor  der  Geschützmündung    aufgestellten 
festen  Scheibe,  vor  der  eine   bewegliche  Scheibe   in   der  Weise  aufge- 
hangen wurde,    dass   eine   oben  an  der  beweglichen   Scheibe   befestigte 
Sehnor,   welche  über  zwei  Rollen  bis  dicht  vor  die  Geschützmündung  ge- 
leitet war,  vor  derselben  herabhing    und    durch   ein   Gewicht  gespannt 
wurde,  welches  die  bewegliche  Scheibe  equilibrirte.    Beim  Abfeuern  sollte 
die  Kogel  die  Schnur  zerschneiden  und  hierauf  beide  Scheiben  durch- 
dringen.    Die  bewegliche  Scheibe ,  so  glaubte  Debooz ,  sollte  in  dem  Mo- 
mente anfangen  zu  fallen,  in  welchem  die  Kugel  ihre  Schnur  durchschnitt; 
ana  dem  Abstände  der  Kugellöcher  von  einander  (nach  wiedererfolgtem 
Uebereinanderlegen  beider  Scheiben)  wurde  die  Fallzeit  berechnet,  welche 
aaeh  Debooz'a  Annahme  gleich  der  Flugzeit  der  Kugel  sein  sollte;  aus 
dem  Abstand  der  Scheiben  von  der  Mündung  und  der  Flugzeit  berechnete 
Deboos  die  Anfangsgeschwindigkeit.     Navez  experimentirte  mit  diesem 
Apparate    und   fand    (bei   Annahme  des   Didion'schen  Luftwiderstands- 
geaetsea)  die  Anfangsgeschwindigkeit  viel  grösser,  als  er  erwarten  konnte. 
Er  erklärte  dies  durch  die  Trägheit  der  Schnur  und  ducch  die  BA\bi^9iSi% 
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^loH  Hollen;  beide  Ursachen  mussten  bewirken,  das«  die  bewegliche 
54oh«»H»«»  erst  kurze  Zeit  spÄter  zu  fallen  anfing,  nachdem  die  Schnur  von 
Jur  Kugel  zerrissen  wojrden  war. 

Navez  versah  die  bewegliche  Scheibe  oben  mit  einem  Stück  weichem 
Klsc^n«  welches  als  Anker  eines  Elektromagneten  dienend  die  bewegliche 
Hoheibe  vor  der  festen  Scheibe  festhielt.  Der  Elektromagnet  wurde  durch 
eUm\  Strom  in  Bewegung  gesetzt,  dessen  Leitung  an  der  Geschfitz- 
iiiündung  vorbeiführte  und  beim  Abfenern  durch  das  Geschoss  zerrissen 
MTurdo.  Eigentlich  hätte  gleichzeitig  mit  dem  Zerreissen  der  Leitung  der 
Fall  der  beweglichen  Scheibe  beginnen  sollen,  allein  Navez  bemerkte, 
(IfiHa  dio  Entmagnetisirungszeit  je  nach  der  Beschaffenheit  des  Eisens  und 
HtÄrke  des  Stromes  ungleich  gross  war  und  dass  die  Entmagnetisirung  in 
luuilon  Schenkeln  des  Hufeisens  ungleichmässig  erfolgte,  so  dass  die 
Scheibe  während  des  Fallens  ihrer  Anfangslage  nicht  parallel  blieb. 

2.     Bewegung  auf  der  schiefen  Ebene. 

Einige  Zeit,  nachdem  die  versuchte  Verbesserung  des  Apparates  von 
Debooz  kein  günstiges  Resultat  geliefert  hatte,  versuchte  Navez  die 
schiefe  Ebene  als  Bewegungsapparat.  Am  oberen  Ende  der  schiefen 
Ebene  wurde  ein  kleiner,  auf  Metallschienen  beweglicher  Wagen  mit  Hilfe 
eines  an  ihm  befestigten  Stückes  weichen  Eisens  festgehalten,  welches 
durch  einen  in  Thätigkeit  gesetzten  Elektromagneten  angezogen  wurde, 
dessen  Leitungsdraht  an  der  Mündung  vorbeigeftthrt  war.  Sobald  das 
Geschoss  den  Draht  an  der  Mündung  zerriss,  liess  der  Elektromagnet  den 
Wagen  los,  welcher  anfing,  sich  abwärts  zu  bewegen.  Der  Wagen  sollte 
durch  eine  elektromagnetische  Vorrichtung  in  dem  Momente  gebreinst 
werden ,  in  welchem  das  Geschoss  das  Wheatstone'sche  Gitter  am  Ziele 
zerriss.  Dieses  Gitter  war  mit  den  Polen  einer  galvanischen  Batterie  ver- 
bunden ,  deren  Strom  durch  die  eine  Schiene  auf  der  schiefen  Ebene  ge- 
leitet war,  von  wo  er  durch  das  ein^  Wagenrad  in  den  Wagen  hinein, 
durch  das  andere  Rad  in  dio  andere  Schiene  und  von  da  wieder  zum  Bat- 
teriepol geleitet  wurde.  Auf  dem  Wagen  befand  sich  ein  Elektromagnet, 
der  durch  den  Strom  activirt  wurde  und  dessen  Anker  eine  Bremse  arre- 
tirte ,  die  nur  in  dem  Momente  in  Thätigkeit  gesetzt  werden  sollte ,  wo  der 
Strom  am  Ziele  durch  das  Geschoss  coupirt  wurde.  Obwohl  Navez  bei 
diesem  Apparate  ausserordentliche  Sorgfalt  angewendet  hatte ,  um  durch 
Gleichheit  der  Entmagnetisirungszeit  des  ersten  Magneten  mit  der  des 
zweiten  Magneten  eine  Elimination  des  Fehlers  beim  Versuche  selbst  zu 
bewerkstelligen,  so  erhielt  er  doch  mit  diesem  Apparate  kein  günstiges, 
Resultat,  weil  die  Bewegung  auf  der  schiefen  Ebene  zu  langsam  geschieht, 
ftls  dass  sich  ans  der  durchlaufenen  Strecke  des  Wagens  die  Zeit  mit  Oe- 
'gkeit  berechnen  Hesse. 
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3.     Die  Bewegung  von  Pendeln. 

A.  Wlieatstone's  Doppelpendel.  Zwei  Pendel,  deren  eines 
litiba  Seenndon  schlXgt  and  von  denen  das  andere  eine  etwas  grössere 
Sehwiagungsdaner  hat,  werden  beide*  an  den  oberen  Endpunkten  ihrer 
Stangen  durch  Elektromagneten  festgehalten.  Wenn  das  Geschoss  die 
Vlndimg  passirti  wird  das  eine  Pendel  von  seinem  Elektromagneten  los- 
gdaiseDi  und  wenn  das  Geschoss  das  Wheatstone'sche  Gitter  am  Ziele 
dorehbricht,  fängt  das  andere  Pendel  an,  sich  zu  bewegen.  (Nach  dem 
frfiber  Vorhergehenden  ist  es  leicht,  zu  verstehen,  wie  dies  auf  elektro- 
OMgnetischem  Wege  erreicht  wird.)  Man  beobachtet  nun  an  einem  der 
Pendell  wie  viel  Schwingungen  vom  Anfang  an  bis  zur  Coincidenz  der 
Pendel  erfolgen.  Hieraus  berechnet  man  mit  Leichtigkeit  die  Flugzeit  des 
Geschosses. 

Das  Doppelpendel  ist  von  Wheatstone  nur  vorgeschlagen ,  von  Navez 
aber  ausgeführt  und  geprüft  worden,  und  es  hat  hierbei  sehr  unregel* 
missige  Resultate  gegeben.  Navez  schreibt  dies  ausser  dem  Einfluss  der 
Elektromagneten,  den  unvermeidlichen  Fehlem  bei  der  Beobachtung  der 
Coitieidenizeit  zu. 

B.  Electroballistisches  Pendel  von  Martin  de  Brettes. 
Ein  Pendel  wird  elevirt  erhalten  durch  einen  Hebel,  welcher  mit  einem 
Elektromagneten  in  Verbindung  steht,  dessen  Anker  ablftsst  vom  Hebel, 
sobald  das  Geschoss  den  Draht  an  der  Mündung  zerreisst,  worauf  das 
Pendel  anfängt,  sich  abwärts  zu  bewegen.  Ein  anderer  Hebel  wird  durch 
amen  Elektromagpieten  verhindert,  die  Hebelstange  zu  arretiren,  dieser 
Elektromagnet  wird  unthätig,  sobald  das  Geschoss  das  Gitter  am  Ziele 
dBrehbricht,  der  Anker  des  Elektromagneten  giebt  den  Arretirhebel  frei, 
welcher  augenblicklich  das  Pendel  festhält.  Aus  dem  Bogen,  den  das 
Pendel  beschreibt,  wird  die  Flugzeit  berechnet. 

Der  Major  Navez  hat  ein  dem  Brettes'schen  sehr  ähnliches  Pendel 
anageführt  und  geprüft;  er  fand  dabei,  das  dasselbe  sehr  ungenaue  Resul- 
tate lieferte,  wahrscheinlich  wegen  des  heftigen  Stosses,  wodurch  der 
Arretirhebel  das  Pendel  arretirt. 

C.  Elektroballistisches  Pendel  von  Navez.  Ohne  dass 
NaTei  durch  Martin  de  Brettes*  theoretische  Untersuchungen  erst  auf  den 
richtigen  Weg  geführt  worden  wäre ,  war  er  von  selbst  auf  die  Idee  ge- 
kommen, das  Pendel  zur  Zeitmessung  zu  benutzen.  Er  versuchte  es  zu- 
nächst, die  Linse  eines  Pendels  durch  einen  Elektromagneten  so  festzu- 
halten, dass  die  Pendelstange  ungefähr  60  Grad  elevirt  war.  Das  Zer- 
fcissen  des  Drahtes  vor  der  Mündung  durch  das  Geschoss  sollte  den  Elek- 
tromagneten unthätig  machen ,  welcher  die  mit  einem  eisernen  Kern  ver- 
sehene Pendellinse  festhielt.  Das  Pendel  beginnt  kurze  Zeit  nach  dem 
Momente  so  fallen ,  in  welchem  das  Geschoss  die  Mündung  ^e^MviV..    "^vV 
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dem  Pendel  war  eine  eiserne  Scheibe  fest  verbunden,  welche  he  S. - 
Schwingen  des  Pendels  dicht  an  dem  einen  Pole  eines  «weiten  Elektsr^ 
magneten  vorbei  bewegt  wurde,  der  in  dem  Momente  activirt  werci.  ^ 
sollte,  in  welchem  das  Geschoss  das  Wheatstone^sche  Gitter  am  Zi^sl 
durchbrach.  Navez  beabsichtigte,  aus  dem  vom  Pendel  während  des 
fes  vom  Geschosse  zwischen  zwei  Punkten  A  und  B  seiner  Flugbahn  du 
laufenen  Schwingungsbogen  die  Zeit  zu  berechnen,  welche  das  Gesch 
gebrauchte,  um  die  Strecke  AB  seiner  Trajectorie  zurückzulegen,  and 
dachte  durch  einen  sehr  einfachen  Berichtigungsversuch  die  Fehler 
eliminiren,  welche  dem  BeobachtiingsreHultat  wegen  der  Entmagnet 
rungszeit  etc.  anhaften  mussten.  Bei  seinen  Versuchen  wurde  er  zunäcbtf^ 
auf  einen  Fehler  seines  Apparates  aufmerksam ,  der  durch  die  lebendig 
Kraft  veranlasst  wurde,  welche  das  Pendel  beim  Herabschwingen 
einem  so  bedeutenden  Elovationswinkel,  als  er  gewählt  hatte,  erlangte«»' 
Es  kam  nämlich  oft  vor,  dass  die  eiserne  Scheibe,^  welche  durch  AcUvi- 
rung  des  zweiten  Elektromagneten  von  diesem  momentan  angezogen  wer- 
den sollte,  wegen  der  grossen  lebendigen  Kraft  des  Pendels  ein  Stück  an 
den  Polen  hinschleifte ,  ehe  das  Festhalten  wirklich  erfolgte.  Er  begegnete 
diesem  Uebelstande  auf  wirksame  Weise  durch  eine  veränderte  Einrich- 
tung des  Pendels.  Er  brachte  an  dem  Pendel  einen  Zeiger  an,  dessen 
eines  Ende  ein  Muff  von  weichem  Eisen  bildete,  welcher  auf  die  oylin* 
drische  Schwingungsachse  des  Pendels  aufgesteckt  wurde  und  von  dieser 
beim  Schwingen  des  Pendels  durch  leichte  Reibung  mit  fortgenommen 
wurde.  Dieser  Muff  von  weichem  Eisen  überragt  die  Achse  auf  der  einen 
Seite  in  Gestalt  einer  dünnen  cylindrischen  Scheibe,  die  sich  beim 
Schwingen  des  Pendels  vor  dem  Pole  eines  Elektromagneten  in  sich  selbst 
dreht.  Wird  nun  der  Elektromagnet  in  dem  Momente  activirt,  in  wel- 
chem das  Geschoss  durch  das  Wheatstone'sche  Gitter  am  Ziele  hindurch- 
geht ,  so  wird  der  eiserne  Muff  und  der  von  ihm  getragene  leichte  Index 
plötzlich  festgehalten,  während  das  Pendel  weiter  schwingt.  Da  Naves 
die  Aussicht  hatte ,  die  Fehler ,  welche  durch  die  nicht  momentane  Wir- 
kung der  elektromagnetischen  Theile  etc.  seines  Apparates  am  Resultate 
haften  müssen,  durch  einen  einfachen  Berichtigungsversuch  eliminiren  an 
können,  so  konnte  er  nun  auch  den  Apparat,  der  die  Activirung  des  swei- 
ten  Elektromagneten  besorgen  sollte  und  den  er  Schliesser  {cot^ondiewr) 
nennt,  unbedenklich  etwas  langsamer  wirken  lassen,  als  wenn  er  nur  ein 
Minimum  der  Fehler  beabsichtigt  hätte.  Der  Activirungsstrom  ist  an  einer 
Stelle  unterbrochen,  das  eine  Drahtende  wird  durch  seine  Federkraft  etwas 
über  dem  anderen  emporgehalten ,  über  dieser  Unterbrechungsstelle  wird 
durch  einen  (von  einem  anderen  Strome  in  Thätigkeit  gesetzten)  Elektro- 
magnetenpol ein  Stück  weiches  Eisen  festgehalten,  wobei  der  Strom  des 
Elektromagnetenpoles  durch  das  Wheatstone'sche  Gitter  am  Ziele  flührt. 
Schlägt  das  Geschoss  in  das  Wheatstone^sche  Gitter  am  Ziele  ein ,  so  wird 
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<l#r  Schliesserstrom  unterbrochen ,  der  Anker  fällt  vom  Polo  ab  und  bringt 
<]  nrch  seinen  Fall  die  Drabtenden  des  Activirungsstromes  an  der  Unter- 
t^reehnngsstelle  in  Gontact ,  der  Activirungsstrom  wirkt  auf  den  Elektro- 
ivagnetenpol  am  Muffe  des  Zeigers  und  hält  den  Muff  und  somit  auch  den 
Zeiger  fest.     Die  Zeit,  während  welcher  das  Geschoss  den  Weg  zwischen 
dem  ersten  und  »weiten  Wheatstone'schen  Netze  macht,  wird  nur  erst 
dinn  aus  dem  vom  Pendel  vom  Anfange  an  bis  zur  Arretirungsstelle  des 
Zeigers  durchlaufenen  Bogen  richtig  hervorgehen,  wenn  durch  den  Berich- 
tigangsversnch  mit  dem  Pendel  von  Navez  die  Summe  folgender  Fehler 
«rmittelt  worden  ist:    die  Eutmagiietisirungszeit  des  ersten  Elektromag- 
neten, die  Fallzeit  des  Ankers  am  Schliesser,  die  Magnetisirungszeit  des 
iweiten  Elektromagneten.     Mit   den    bisher    beschriebenen  Theilen   des 
Apparates  yon  Navez  könnte  dies  nur  in  der  Weise  geschehen ,  dass  man 
lie  beiden  Wheatstone'schen  Netze  dicht  hinter  einander  aufstellt.    Da  die 
Flngseit  des  Geschosses  in  diesem  Falle  Null  ist,  so  erhält  man  aus  dem 
TOB  Pendel  durchlaufenen  Bogen  nur  die  Summe  aller  Zeitfehler.     Um 
den  zur  Fehlerbestimmung  erforderlichen  besonderen  Schiess versuch  zu 
ersparen,  hat  Navez  einen  Apparat  ersonnen,  den  er  den  Stromaufheber 
(äijoncteur)  nennt  und  dessen  Princip  wesentlich  in  Folgendem  besteht: 
Dvrch  zwei  in  gerader  Linie  liegende,   an  einem  Ende  aneinander  stos- 
Mnde  Metallstäbe,   von  denen  jeder  mit  seinem  anderen  Ende  in  einem 
festen  Rahmen  eingesetzt  ist,  wird  sowohl  der  Strom  geleitet,  welcher  die 
Fendellinse  in  elevirter  Lage  festhält,   als  auch  der  Strom  des  Elektro- 
BMgneten  vom  Schliesser.     Gegen  die  Zusammenstossstelle  beider  Metall- 
itlbe  lässt  Navez  plötzlich  einen  Bolzen  schlagen,  der  seine  Stosskrafl 
dnrch  eine  starke  elastische  Feder  erhält,   welche  beim  Aufziehen  des 
Bolzens  zusammengedrückt  wird.     Die  Feder   drückt  nach  beendigtem 
Aufziehen  den  Bolzen  gegen  einen  Vorstoss ;   wird  der  Bolzen  durch  den 
Abdrflcker  des  Instrumentes ,   auf  den  man  mit  der  Hand  aufdrückt ,  vom 
Vorstoss  weggeschoben,  so  wirkt  die  Feder  nunmehr  bewegend  und  treibt 
den  mit  ihrem  Ende  fest  verbundenen  Bolzen  an  die  Zusammenstossstelle 
beider  Metallstäbe ,  welche  hierdurch  ausser  metallische  Berührung  gesetzt 
werden,  wodurch  gleichzeitig  die  beiden  durch  die  Stäbe  geleiteten  Ströme 
anfgehoben  werden.     Die  Aufhebung  des  ersten  Stromes  bewirkt  die  Los- 
nissung  des  Pendels,   die  des  zweiten  Stromes   den  Fall  des  Gewichtes 
vom  Schliesser,  worauf  die  Arretirung  des  Zeigers  durch  den  Activirungs- 
strom des  zweiten  Elektromagneten  erfolgt.     Man  erhält  also  durch  An- 
Wendung  des  Stromaufhebers  die  Summe  aller  Fehler  ebenso ,  wie  durch 
einen  besonderen  Schiessversiich. 

Eine  ausführlichere  Beschreibung  des  Apparates,  sowio  Abbildungen 
desselben  finden  sich  im  Journal  des  armes  speciales  1853«,  p.  145. 

Der  Apparat  von  Navez  hat  allen  Anforderungen  entsprochen ,  welche 
an  einen  Apparat  zur  Messung  kleiner  Flugieil^u  d^f^x  Va^^v^ä&vsk^ 
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machen  kann ,  so  dass  derselbe  in  Folge  der  Prüfung  von  einer  Commis- 
sion ,  die  aus  höheren  Offizieren  und  Technikern  zusammengesetst  war ,  in 
der  belgischen  Artillerie  Eingang  fand.  Bei  einem  Versuche,  welcher 
angestellt  wurde ,  um  die  Genauigkeit  des  Apparates  zu  prüfen ,  fand  man 
(jede  Zahl  ist  das  Mittel  aus  zwei  Versuchen) 

ZiCit,  welche  die  Kugel  braucht,  um  von  der  Mündung  aus 

16",54  zurückzulegen 0",0d003l6 

Zeit,  welche  die  Kugel  braucht,  um  von  ]6",54  vor  der  Mün- 
dung bis  3(r,54  zu  kommen .  O"' ,0450511 

Summe  O'',0950827. 
Als  man  nun  die  Zeit  direct  mass,  welche  die  Kugel  brauchte,  um  von  der 
Mündung  aus  30",54  zurückzulegen,  erhielt  man  0",0059991«  Es  wurde  fer- 
ner das  Verhältniss  experimentell  ausgemittelt ,  in  welchem  die  durch  das 
Robins'sche  ballistische  Pendel  ermittelte  Anfangsgeschwindigkeit  zu  der- 
jenigen steht,  welche  mit  Navez*  elektroballistischem  Pendel  unter  Zu- 
grundelegung des  Didion'schen  Luftwiderstandsgesetzes  ermittelt  wurde. 
Man  fand  bei  Anwendung  des  ersten  340",11 ,  bei  Anwendung  des  zweiten 
Instrumentes  343*,83,  welche  Zahlen  in  dem  Verhältnisse  1:  1,01  stehen. 
Das  ballistische  Pendel  muss  jedenfalls  einen  zu  kleinen  Werth  liefern, 
weil  der  Elevationsbogen  desselben  zu  klein  ausfällt,  indem  ein  Theil  der 
lebendigen  Kraft  des  Geschosses  bei  dessen  Deformation  in  Wärme  ver- 
wandelt wird.  Das  elektroballistische  Pendel  liefert  dagegen  die  Ge- 
schwindigkeit etwas  grösser,  wegen  Reibung  an  der  Achse  des  Pendels 
und  wegen  des  Luftwiderstandes.  Die  wahre  Geschwindigkeit  v  hat  daher 
bei  dem  angegebenen  Versuche  jedenfalls  zwischen  den  Grenzen: 

343",83>r>340-,ll 
gelegen,  welche  sich  so  wenig  unterscheiden,  dass  hiemach  das  elektro- 
ballistische Pendel  für  sich  einen  Werth  giebt,  welcher  dem  wahren  Wer- 
the  so  nahe  liegt,  als  man  nur  wünschen  kann. 

Das  elektroballistische  Pendel  empfiehlt  sich  auch  um  deswillen  zur 
Anwendung,  weil  es  mit  allem  Zubehör  von  Drähten,  Gittern  etc.  nur 
etwas  mehr  als  800  Francs  kostet,  während  ein  gutes,  für  starke  Caliber 
construirtes  Robins'sches  Pendel  10000  bis  20000  Francs  zu  stehen  kommt. 

4.     Die  gleichförmige  Bewegung  eines  Cylinders. 

A.  Der  Wheatstone'sche  Apparat.  Ein  Cylinder  rotirt  gleich- 
förmig um  eine  Schraube ,  deren  Achse  mit  der  seinigen  zusammenfällt, 
so  dass  er  bei  jeder  Umdrehung  j-  Zoll  avancirt,  ein  Stift  ist  mit  der 
Oberfläche  des  Cylinders  in  Berührung,  er  beschreibt  eine  Schraubenlinie 
auf  derselben,  die  jedes  Mal  unterbrochen  wird,  sobald  ein  Strom  aufhört, 
der  einen  Elektromagneten  bildet,  dessen  Anker  den  Stift  an  den  Cylinder- 
mantel  andrückt.  Vor  Anstellung  des  Versuches  werden  zwei  gleich- 
starke elektrische  Ströme  in  entgegengesetzter  Richtung  durch  die  Spirale 
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dei  Stiftelektromagneten  geleitet,  wovon  der  eine  Strom  sugleich  durch 
daa  erste  Wheatstone'sche  Gitter,  der  andere  Strom  zugleich  dnrch  das 
iweite  Wheat8tone*8che  Gitter  am  Ziele  geführt  ist.  Beim  Durchgange  des 
GcMbosses  durch  das  erste  Gitter  wird  natürlich  der  Schreibstift  an  die 
Metsllfllche  des  Cylinders  angedrückt,  beim  Durchgange  des  Geschosses 
durch  das  «weite  Netz  hört  der  Elektromagnet  auf,  eine  Spiralfeder  zu 
hemmeD ,  welche  nun  den  Stift  wieder  von  der  Metallflttche  des  Cylinders 
abhebt  Wheatstone.  hat  auch  angegeben,  wie  man  seinen  Apparat  zur 
Meiiong  der  einzelnen  Zeiten  verwenden  kann,  welche  das  Geschoss 
brioebt,  um  einzelne  aufeinander  folgende  Trajectorienbögen  zurückzu- 
legen. Wie  man  leicht  findet,  besehreibt  hierbei  der  Schreibstift  Stücken 
TOD  Schraubenlinien  auf  der  Cjlinderoberfiäche ,  wobei  der  Bogenabstand 
ihrer  Anfänge  von  einander  zur  Berechnung  der  Zeiten  dient. 

Dieser  Apparat  ist  nie  ausgeführt  worden,  es  ist  auch  zu  bezweifeln, 
dsM  er  gute  Resultate  geliefert  haben  würde,  da  sich  eine  gleichförmige 
Schraubenbewegung  eines  Cylinders  sehr  schwer  herstellen  Iftsst  und  da 
bei  diesem  Apparate  keine  Vorkehrung  getroffen  worden  ist,  um  die  bei 
Anwendung  von  Elektromagnetismus  unvermeidlichen  Fehler  zu  elimi- 
niren. 

B,   Apparat  von  Breguet  und  Konstantinoff.    Konstantinoff 
hatte  bei  Ansicht  eines  Wheatstone*schen  Chronoskopes  die  Idee  gefasst, 
dnrch  Breguet  ein  Chronoskop  construiren  zu  lassen ,  welches  sich  hinsicht- 
lieh seiner  Construction  dem  unter  A.  beschriebenen  Wheatstone'schen  an- 
schliessen  sollte;  er  hoffte,   einen  noch  zweckmässigeren  Apparat  zu  er- 
halten, indem  er  den  Metallcylinder  gleichförmig  um  seine  Achse  rotiren 
lieM,  die  Verzeichnung  der  Schraubenlinien  erreicht  er  aber  auf  die  Weise, 
dasi  über  den  um  seine  horizontale  Achse  rotirenden  Cylinder  zwei  kleine 
Wagen  auf  Schienen  gleichförmig  und  parallel  zur   Cylinderachse  ver- 
Kboben  wurden,  von  denen  Schreibstifte  bis  auf  die  Cylinderoberflft^he 
herabhingen.     Die  Schreibstifte  waren  von  einander  unabhängig,  hingen 
aber  mit  den  Wheatstone*schen  Gittern  auf  der  Flugbahn  in  der  Weise 
elektromagnetisch    zusammen,    dass    die   AnfKnge    der   Schraubenlinien- 
stleken ,  welche  die  Schreibstifte  auf  den  Cylindermantel  beschrieben ,  mit 
den  Durchbohrungszeiten  der  Netze  durch  das  Geschoss  correspondirten. 

Obwohl  dieser  Apparat  von  Breguet  wirklich  ausgeführt  worden  ist, 

'se  ist  doch  nichts  weiter  von  demselben  bekannt  geworden,  als  dass  Kon- 

ataatinoff  später  Anstrengungen  gemacht  hat,  ihn  zu  verbessern;  von  Re- 

sttltaten ,  die  mittelst  desselben  erhalten  worden  wären ,  hat  man  nie  etwas 

rereommen. 

Martin  de  Brettes  hat  den  Apparat  Breguet  -  Konstantinoff  dadurch  zu 
▼ereiofaehen  gesucht,  dass  er  die  Bewegung  parallel  zur  Cylinderachse 
fertliess,  %^  dass  die  Schreibstifte  nur  Kreisbögen  auf  dem  rotirenden 
CyKndar  verzeichnen  konnten.     Er  zeigte  auch,  wie  miLii  ej\  c\ii^m\^«* 
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sonderen  Apparate  die  Magnetisirnngs  -  und  EntmagnetisiruDgaseit  von 
Elektromagneten  messen  könne ,  so  dass  man  in  den  Stand  geseilt  wfire, 
die  Correctionen  am  Endresultat  auszuführen,  welche  die  Anwendung  des 
Elektromagnetismus  erfordert.  Der  Vorschlag  von  Martin  de  Breites  ist 
nicht  in  die  Praxis  übergegangen,  wahrscheinlich  würde  sich  dabei  heraus- 
gestellt haben ,  dass  die  Handhabung  des  von  ihm  projectirten  Apparates 
sehr  umständlich  gewesen  wäre. 

5.     Die  sprungweise  Bewegung  der  Zeig'er  eines  rasch 

gehenden  Uhrwerkes. 

A.  Das  Wheatstone^sche  Chronoskop,  erfunden  im  Jahre  1840,  be- 
steht aus  einem  Uhrwerk,  welches  einen  Zeiger  rasch  vor  einer  Scheibe 
herumbewegt.  Der  Zeiger  fängt  seine  Bewegung  an  oder  er  steht  wieder 
still ,  je  nachdem  ein  Elektromagnet  (der  mit  einer  Arretirvorrichtung  am 
Uhrwerk  zusammenhängt)  untbätig  gemacht  oder  activirt  wird.  Der  Strom 
dessen  Aufhebung  den  Zeiger  in  Bewegung  setzen  sollte ,  geht  vor  der  Cto« 
Schützmündung  vorüber,  die  Kugel  zerreisst  den  Draht,  der  Elektro- 
magnet im  Uhrwerk  wird  unthätig,  der  Zeiger  beginnt  zu  rotiren.  Die 
Kugel  bringt  durch  ihre  mechanische  Erschütterung  am  Ziele  (s.  $.  1.  B.  a) 
den  Schluss  eines  Stromes  zu  Stande,  dessen  Leitung  durch  den  Elektro- 
magneten im  Uhrwerk  geht;  derselbe  wird  also  reactivirt,  der  Zeiger  steht 
wieder  still.  Dieser  Apparat,  bei  welchem  durch  die  Sprungweite  des 
Zeigers  die  Flugzeit  direct  angegeben  wird,  ist  zwar  ausgeführt  und  zu 
einigen  Experimenten  in  Woolwich  verwendet  worden ,  allein  Wheatstone 
hat  darüber  nur  die  Mittheilung  gemacht,  dass  der  Apparat  zur  Messung 
kleiner  Zeiten  anwendbar  sei.  Wheatätone  hat  hierauf  einen  ähnlichen 
Apparat  construiren  lassen;  allein  er  hat  weder  eine  deutliche  Beschrei- 
bung desselben,  noch  die  mit  demselben  angestellten  Versuche  gegeben, 
welche  nach  seiner  Aussage  sehr  für  den  Apparat  sprechen  sollen. 

Hill  hat  das  Uhrwerk  des  Wheatstone*schen  Chronoskopes  verbessert, 
indem  er  Sorge  trug,  dass  die  Arretirung  des  Uhrwerkes,  bei  welchem  der 
eine  Zeiger  direct  Zehntelsecunden,  der  andere  Tausendtheilsecunden  an- 
zeigte, recht  leicht  durch  den  Strom  bewerkstelligt  wurde;  allein  da  der 
Gang  dieses  Apparates  ebenso,  wie  der  des  Wheatstone^schen  nicht  un- 
abhängig von  der  Magnetisirnngs-  und  Entmagnetisirungszeit  gemacht 
worden  ist,  so  dürfte  man  gute  Kesultate  bei  Anwendung  desselben  wohl 
bezweifeln.  Martin  de  Brettes  hat  den  Hiirschen  Apparat  für  artilleristi- 
sche Zwecke  anwendbar  zu  machen  gesucht;  seine  Bestrebungen  sind  nur 
Project  geblieben. 

Wenn  nun  aus  dem  Vorhergehenden  schon  kein  günstiges  Urtheil  für 
die  chronoskopischen  Apparate  gewonnen  werden  konnte,  so  werfen  die 
Resultate  preussischcr  Versuche  geradezu  ein  ungünstiges  Licht  auf  die« 
selben.     Die  preussische  Artillerie  hat  sich  1843  mit  der  Aufsuchung  der 
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Mittal  beschäftigt,  die  Elektricität  zur  Messung  der  Geschwindigkeit  der 
GescboMe  aninwenden.  Anerkannt  wissenschaftliche  Mftnner,  wie  die 
Herren  Hartmann  und  Hofmann ,  sowie  der  verstorbene  geschickte  Uhr- 
macher Leonhard  in  Berlin  haben  hauptsächlich  mit  einem  auf  folgende 
Weise  construirten  Apparate  gearbeitet.  Ein  Zeiger  an  einem  Chronometer 
nachte  in  2  Secunden  einen  Umlauf  vor  einem  Zifferblatte,  welches  in 
lOOOTheile  getheilt  war.  Der  Zeiger  wurde  auf  elektromagnetischem  Wege 
in  Bewegung  gesetzt,  indem  die  Kugel  durch  ein  erstes  Wheatstone'sches 
Gitter  auf  der  Flugbahn  hindurchging  und  auf  ähnliche  Weise  arretirt, 
wenn  die  Kugel  das  zweite  Gitter  passirte;  allein  hierbei  differirten  die 
beobachteten  Zeiten  von  0",09  oft  um  0*^03  unter  einander.  Hiernach  ist  es 
lebr  unwahrscheinlich ,  dass  man  überhaupt  ein  Ohronoskop  zu  genauen 
Beobschtungen  sehr  kleiner  Flugzeiten  von  Geschossen  einrichten  könne. 
Martin  de  Brettes  hat  auch  versucht,  die  von  Breguet  1843  erfundene 
Tenienuhr  {compleur  ä  poiniage)  zu  ballistischen  Zwecken  zu  benutzen; 
allein  da  bei  dieser  nur  eine  Genauigkeit  von  ^'^  "  zu  erreichen  ist,  dürfte 
•ie.  wohl  weniger  zur  Lösung  der  hier  besprochenen  Aufgaben  dienen 
köinen. 

6.     Die  Bewegung  der  Magnetnadel. 

Diese  Bewegung  ist,  wie  $.  2c  gezeigt  wurde,  von  Pouillet  angewen- 
det worden;  sie  ist  an  dem  angegebenen  Orte  so  ausführlich  behandelt  wor- 
den, dass  wir  auf  denselben  zurückweisen  müssen. 

§.  4.  TTeber  die  Anwendung  des  elektroballiftischen  Pendels  von  Hawei. 

Weder  das  Newton'sche  Luftwiderstandsgesetz  (Widerstand  propor- 
tioBtl  ar*,  a  eine  Constante,  v  die  Geschwindigkeit),  noch  das  von  Didion 
Torgeschlagene  (Widerstand  proportional  ^9*-|-  Bv^y  Ä  und  B  Constanten) 
genügen  für  die  grossen  Geschwindigkeiten  der  Ballistik.  Dies  zeigte 
t.  B.  der  preussische  Oberst  Otto  (Ueber  den  Luftwiderstand,  Archiv  für 
preoss.  Art.-  u.  Ing. -Offiziere,  Bd.  30,  S.  75),  indem  er  Folgendes  nach- 
wies. Wenn  man  bei  sehr  flachen  Bahnen  zwei  Schlnssweiten  und  dazu 
gebdrige  Flugzeigten  misst  und  aus  diesen  die  Anfangsgeschwindigkeiten 
und  die  Constante  des  Newton'schen  oder  die  Constanten  des  Didion'- 
scben  Luftwiderstandsgesetzes  berechnet,  so  stellt  sich  ein  sehr  erheb- 
liches Steigen  der  Anfangsgeschwindigkeiten  mit  dem  Elevationswinkel 
heraus.  Beide  Luftwideratandsgesetze  genügen  somit  für  die  grossen  Ge- 
Kbwindigkeiten  der  Ballistik  nicht.  Soll  nun  irgend  ein  anderes  hypothe- 
tiiclies  Luftwiderstandsgesetz  geprüft  werden,  so  müssen  zunächst  Be- 
obachtnngswerthe  über  die  Flugbahnen  gewonnen  werden.  Ausser  den 
Coordinaten  der  Trajectorien  können  jetzt  aber  auch  noch  die  Zeiten  er- 
mittelt werden,  welche  ein  Geschoss  braucht,  um  einzelne  Trajectorien- 
bSgen  zu  durchlaufen.    Die  ballistischen  Beobacbtungen  \LÖTiTi^\i  di^mxi^.^ 
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durch  das  elektroballistiscbe  Pendel  von  Navez  so  yervollstindigt  werden, 
dass  von  ihnen  mit  Recht  Aufschluss  Über  das  wahre  Luftwiderstands- 
gesetz gehofft  werden  darf. 

Das  elektroballistiscbe  Pendel  yon  Navez  ist  noch  zu  neu,  als  dass 
bereits  viele  Beobachtnngen  mittelst  desselben  gemacht  worden  sein  könn- 
ten ;  seine  Anwendnng  hat  sich  bis  jetzt  nur  auf  technische  Zwecke  er- 
streckt und  zwar  auf  folgende  Versuchsreihen  beschränkt: 

1)  Versuche,  welche  im  Jahre  1850  in  Lüttich  angestellt  worden  sind, 
um  den  Einfluss  verschiedener  Lademethoden  auf  die  Anfangsgeschwin- 
digkeiten der  Geschosse  zu  ermitteln  (Archiv  f.  preuss.  Art.-  u.  Lug.-Offi- 
ziere,  Bd.  30,  S.  162).  Bei  diesen  Versuchen  wurde  die  Zeit  ermittelt,  in 
welcher  die  Kugel  von  der  Mündung  an  entweder  einen  Kaum  von  2T*,16 
oder  35*,36  durchlief  und  aus  den  Beobachtnngsresultaten  die  Anfangsge- 
schwindigkeiten unter  Zugrundelegung  des  Newton'schen  Luftwiderstands- 
gesetzes berechnet. 

2)  Versuche,  welche  angestellt  wurden,  um  den  Einfluss  des  Eleva- 
tionswinkels  des  Geschützes  und  des  Gewichtes  des  Geschosses  auf 
die  Anfangsgeschwindigkeit  des  Geschosses  zu  untersuchen  (Archir  für 
prenss.  Art.-  u.  Ing. -  Offiziere ,  Bd.  32,  8.  176).  Bei  diesen  Versuchen  ist 
die  Zeit  gemessen  worden,  welche  das  Geschoss  brauchte,  um  von  der 
Mündung  des  Rohres  an  30*  zurückzulegen ;  bei  der  Berechnung  ist  aber 
das  Didion'sche  Luftwiderstandsgesetz  zu  Gründe  gelegt  worden. 

Da  ich  mir  zur  Berichterstattung  Über  vorliegenden  Gegenstand  nicht 
überall  die  Originalberichte  versebaffen  konnte ,  und  da  mir  auch  ungeach- 
tet meiner  Bemühungen  Einzelnes  gänzlich  unbekannt  geblieben  sein  kann, 
so  bitte  ich  hier  am  Schlosse  meiner  Arbeit  alle  Diejenigen ,  welche  die- 
selbe zu  berichtigen  oder  zu  ergänzen  vermögen ,  mich  freundlichst  durch 
Ihre  Mittheil angen  unterstützen  zu  wollen. 
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▼L    Integration  d«r  linearen  DifTerentialgleiohnng 

1)  y    =ix^y  —ny 

■tttdit  bettinimter  Integrale,  unter  der  Voranisetsiing,  daii  n  eine 
gaaie  poeitiYe  Zahl  beieielinet  Von  Simon  Spitzer  ,  Professor  des  Mor- 
kantilreehnens  an  der  Wiener  Handelsakademie. 

Naeh  den  bis  jetzt  bekannten  Methoden  lässt  sich  das  Integrale  der 
Gleichung  1)  nicht  bestimmen,  es  mnss  daher  ein  neuer  Weg  eingeschlagen 
werden,  nm  zu  dem  Integrale  der  Gleichung  l)  zu  gelangen.  Differentiirt 
mmn  nümlich  die  Gleichung  1)  n  Mal  nach  x ,  so  erhält  man : 

2)  y(*f3)=:a:i^("+i) 

nnd  hieraus  ergiebt  sich  nach  der  Laplace'schen  Methode*)  folgender 
Werth  für  y<»+«': 

OD 

0 
In  welchem  C| ,  C^ ,  C,  willkürliche ,  blos  an  die  Gleichung 

'4)  ^  +  ^«+^»  =  0 

^1  IH  ^8 

gebundene  Constanto  bedeuten,  und  u, ,  fit)  fi»  die  drei  Wurzeln  der  Ein- 
heit eind.  —  Wir  wollen  nun  den  Ausdruck  3)  so  schreiben : 

OD 

0 
und  intcgriren  sodann  denselben  n  +  l  Mal  nach  jj,  hierdurch  erhalten  wir: 

6)       y  =  ScJc     3L -^^^^, 

0 

+  qp,  («)  +  Xipt{u)  +  a^q>i{u)  +.  .  •  +  z^qj^x (ti)J  du. 


*)  Scherk,  Jacobi,  Lobatto  and  Pctzval  beschäftigten  sich  mit  der  Integration 
der  Gleichung  ^«>  =  a:y, 

Z«lUcbrirt  fäf  mihoinaük  a,  Physik,   VlI,  2.  ^ 
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Denn  dieser  Ausdruck  führt,  n  +  l  Mal  differentiirt ,  wieder  auf  die  Glei- 
chung 5)  zurück ,  aus  der  er  durch  Integration  hervorging,  ^i  (u) ,  ^^  (ii), 
^3  (u)  . . .  ^^1,4.1  (u)  sind  willkürliche  Functionen  ,von  ti. 

Der  in  6)  gewonnene  Ausdruck  für  y  soll  aber  nicht  blos  der  Glei- 
chung 5)  genügen,  sondern  auch  der  Gleichung  1);  dies  beschränkt  die 
Willkürlichkeit  der  mit  ^,  {u),  qo,  {u),  g>^  (m)  .  •  •  <pti+i  {u)  bezeichneten  Func- 
tionen ,  wie  sogleich  gezeigt  werden  solL 

Substituirt  man  nämlich  den  in  6)  stehenden  Werth  von  y  in  die  Glei- 
chung ]),  so  erhält  man,  da 

u*t^a:^  tt*~*  M*-^  ä"""* 


6 


2!  (n  —  l)l 


fi"  ti* 


+  9t  W  +  2^98  («)  +  3^<P4  (")  +  ••  .  +wa?*-*9),^i(M)JrfM, 


irt^x^  fi*~^  M*~^  a*""' 


'ß''[ 


SC'-^' *' ("—*>' 


1«"-»«^* 


+  1.2.3 914(11)  +2.3.4  xq>t{u)  +  3.4.5 a:*9>,(tt)  +  . . . 

+  «(n  — 1)  (n  — 2)  *— »VH-I  («)]  rf» 
ist,  folgenden  Werth  für  y'"  —  xy  +  ny: 

7) 

0 


(«  —  !)! 


^«  u* 


«**•* —  1  —  iitijp  —  C — ^ ,,,  ^r — 

2] w! 

+  [l.2.Zq>^{u)  +  ng>t{u)]  +  [2.Z.4(p^(u)  +  {n  —  l)ip^{u)]x 

+  [3  .  4  .  5  9e(«)  +  («  —  2)  <P,(m)]  a:*  +  .  .  . 

+  [(«  —  »)  («  —  2)  («  —  1)  <Pn(«)  +4<p^(tl)]  X^ 

+  [{n^2){n—l)nip^i(u)  +  Zip^ui{u)]x^'^ 

+  2x— 2y,_i(ii)  -f.  x^-^  q(>,(t/)]  rfti. 

Wenn  wir  nun  voraussetzen,  dass  das  unbestimmte  Integrale  des  eben 
aufgeschriebenen  Ausdruckes  folgenden  Werth  habe : 

8^        SCe-s-  -^-'*"" ^— •-      (n-l)l 
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d«iin  inas8  sein : 

tt*  «*  X*  a""^  «"—^  ar*"* 

'^               2 !  (n  —  1) ! 

—  X.  


.n  i«« 


e^"' 1  — flMX  — 


+  "• -^F^lf^x '- 

+  (l  .2.3 94(w) +«9>i(«)J+ [2  .  3  .  495(11)  + («  —  1)  <p,(ti)]  o: 
+  [3.4.5  «jp.(m)  +  ('»-S)  qp,(w)]  a:«  +  .  .  . 
+  [{n—Z)  (n  —  2)  {n  —  i)  g>ni,u)  +  4qp«.3(«)l  «"^ 
+  [(/i  — 2)  (/t  -  l)n  <p,+i  (ti)  +3<p^_2(m)]  x— 3 
+  2qp,_i  (ti)  a:"-2  ^  ^^(„)  j*-l 

'_ 2! (yt  —  1)! 

u*  w*  X*                   a*  ""  *  w*~^  ar"""* 
.         ^  2! {n  —  i) 

a*M«a:*                 tt«"2ti"-2ar«-2  • 

gßf* —  1  —  uux — '^- ... — 

*^  2!  («  —  2)1 

nd  dies  giebt  nach  gehöriger  Hedaction : 

[1  .2.3g>4(M)  +  n<Pi(w)]+  [2.3.4<pa(«)4-  (w  — l)  9>tM]^ 

+  [3.4.5  qPe(w)  +  ("  —  2)  <P,(m)]  ^^  •  •  • 

+  [{n  —3)  («  —  2)  («—  1)  qp, (ti)  +  4<p,-3('0J ^"^ 

+  (('»—2)  {n—l)n  g>n^i{u)  +  3qp«_2(ti)]  a—» 

,  . ^  ,  ^        .  x**^^         aiia:"— ^ 

Heraus  geht  hervor  folgendes  System  von  Gleichungen: 

1  .  2  .  3  gP4 (ti)  +  ntpi  {u)  =  0, 

2  .  3  .  4  (jPjCii)  +  (w  —  1)  g>^{ü)  =  0, 

3  .  4  .  5  9»(ti)  +  (n  — 2)  «jp,  (ti)  =  0, 


9) 


10) 


(n—  3)  (/i— 2)  (w  —  l)  (p^  (w)  +  4 <p,_j (fi)  =  b, 
(/i  — 2)  («  ~  l)w  9'-+i(w)  +  3<3P»-2(w)  =  0. 

V"W  =  -(;r=riyi- 


116  Kleinere  Mitihcilungen, 


Aus  der  letzten  Gleichnng  des  Systems  9)  folgt : 

Vi.-2(w)  =  —  ^ -^ ^«+1  («)» 

also  bangt  (pm-2  (u)  ab  von  der  willkürlicben  Function  fpmJ^i  (u) ;  setzen  wir 
letztere  der  Einfacbbeit  wegen  gleich  Null,  so  ist  auch  ^t^t{u)  gleich 
Null ,  also  haben  wir : 

Aus  der  vorletzten  Gleichung  des  Systems  O)  folgt: 

«,      (u\  —       {n-Z){n^2){n-l) 

4 

und  wird  bierin  statt  <Ph{u)  sein  in  10)  stehender  Werth  gesetzt,  so  er- 
hält man: 

Die  vorvorletzte  Gleichung  des  Systems  0)  lautet: 

(w  — 4)  («—3)  {n  —  2)  fpn^i{u)  +  59.-4(ti)  =  0 
und  gicbt: 

(Setzt  man  hierein  statt  <pn~i{u)  seinen  in  10)  stehenden  Werth,  so  er- 
hält man: 

u.  s.  f.  Das  System  der  aus  0)  und  10)  abgeleiteten  Gleichungen  lautet 
daher  folgendormaassen : 

VH-i(«)=o,   y.(")=-t.(r-i)!'       y-i('')=-g.(„!_2)r 

V.-2(«)=0,      ^^,(«)=-_±^,  y.  ,(„)=__i__, 


und  daher  ist: 


0 

■»"  ^  "  V      l .  ( fi  -  1 ) !  "*"  l .  4  («  —  4) !       1.4.7  (n^^!  "*"  T  7 
/  a;*^^  o:»-*  g^-a  \"| 

■^V      2.(ii-.2)!"*'2.5(«  — ö)!~2.5.8(«  — S)!"""*"'/]^"- 
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Dieser  Werth  von  y  giebt  nun  in  die  Gleicliang  l) ,  welche  folgender- 
matssen  geBchrieben  werden  kann : 

y"  —  a:y+ny  =  0 
sDbstHoirt,  das  Resultat: 

f*'  M*  «•  f*"~*  Uf^^  i7*~* 


^  eß^» — 1  —  fiux  — 


nur  mon  noch  hierein  ii  =s  oo  und  u:=^0  gesetet  und  die  Kesnltate  dieser 
SDiwtitiitionen  von  einander  abgezogen  werden. 

Für  «ssBOO  verschwindet  der  Ausdruck  8),  für  u  =  0  aber  erscheint 
er  in  der  Form  ^,  dessen  wahrer  Werth 

ist,  was  auch  so  gesehrieben  werden  kann: 


—  "^(^L  +  ^l  +  ^i) 


nod  daher  vermöge  der  Gleichung  4)  verschwindet.  Es  ist  daher  der  in 
13)  stehende  Ausdruck  das  mit  zwei  willkürlichen  Constanteu  versehene 
Integrale  der  Gleichung  1). 

So  bt  z.  B.  das  Integrale  der  Gleichung 


y    =xy  —y 


folgendes: 

0 
ferner  hat  das  Integrale  der  Gleichung 

y    s=xy  —  2y 
die  Gestalt: 


*      8  -eA«'—  i  —  ftux      ^ 


Wa^ 


e     3j ^ux  —  i  I  ^t^- 

0 
Das  Integrale  der  Gleichung : 

y    =a:y  — Zy 
ist: 


ururxr      u' 


•  4 7^ V-iJ"« 

0 

etc.  etc. 
Wir  haben  bis  jetzt  blos  zwei  particuläre  Integrale  der  Gleichung  1) 
gegeben,  nicht  aber,  das  vollständige  Integrale  derselben.     Es  lässt  sich 
aber  leicht  auch  das  dritte  particuläre  Integrale  finden  ^  d^nu  d\A«i^^  dx\\.V^ 
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1 

erscbeint  in  der  Form  eines  ganzen  algebraischen  Polynoms ,  wie  sich  fol- 

gendermaassen  darthnn  lässt:    Die  beiden  DifferontialgleicbuiigeD  : 

)  y    =«y  —ny, 

2)  y<"+3)  =  xy<H-t) 

baben  gewiss  drei  particnlSre  Integrale  gemeinscbaftlicb ,  denn  dieselben 
drei  particulären  Integrale,  welche  der  Gleichung  1)  gentigen,  genttgen 
auch  der  Gleichnag  2) ,  weil  die  Gleichung  2)  eine  unmittelbare  Folge  der 
Gleichung  1)  ist.  Die  Gleichung  2)  bat  aber  ausser  den  genannten  drei 
particulären  Integralen  noch  n  particuläre  Integrale,  die  nicht  der  Glei- 
chung 1)  genügen ,  und  die  blos  in  Becbnnng  eingeführt  worden  sind  dorch 
das  n  malige  Differentiiren  der  Gleichung  |),     Es  folgt  aber  ans  2): 

9)  y  =  ^„  a:"  +  A^x  x^'  *  +  A^2  a:"  "  ^  +  . . .  +  ^,  a?  +  ^o 
unter  An  >  ^n— i )  ^n— 2  •  •  •  -«^i  ?  ^  willkürliche  Constante  verstanden.  Da 
dieser  Ausdruck  n  +  l  willkürliche  Constante  entbUlt,  so  reprlUentirt  er 
n  +  l  particuläre  Integrale  der  Gleichung  2);  wenigstens  eines  dieser  par- 
ticulären Integrale  gehört  daher  der  Gleichung  1)  an.  Um  dieses  zu  fin- 
den, setzen  wir  den  in  0)  aufgestellten  Wertb  von  ^  in  1),  und  bestiuimen 
die  Constanten  An ,  ^«-i ,  A„^^ . . .  Ai^  Aq  so  ,  dass  der  Gleichung  1)  iden- 
tisch Genüge  geschieht. 

Aus 

folgt : 

y  =  ii^„a— » +  (w  — 1)  ^^ix—^  +  (;,  _2)  A^^2X'^+  .  .  . 
y"  =  w(m  — 1)  (n— 2)  ^,ar»-3  +  (;,_!)  («  — 2)  («  — 3)  A^ix"'^ 
+  («  — 2)  (/I  —  3)  (n — 4)  ^^2«;*-*  +  .  .  . 
daher  ist: 
y"-xy+fiy  =  A^xx^^  +  2An-.2^''^+[^^n^  +  n{n'-l){n'-2)An] 

+  [4^.-4  +  (w  —  1)  (n— 2)  (w  — 3)  A^t]  x*-*  +  . .  .  =0 
und  diese  Gleichung  zerfKUt  in  folgende : 

An^i  =  0, 
^^•-2  =  0, 

3^„-3+ «(«— 1)  ('»  — 2)  ^«  =  0, 
4^„-4  +  («  —  !)  ('«—2)  (/i  — 3)  An^i  =  0, 
5^,-6  +  («  —  2)  (n  — 3)  (/i  — 4)  ^«-2  =  0, 
daher  ist: 

r.    j  «     .  «(« —  i)(w  —  2)  , 

A     .-0  A     .-0   A    .-       ^(^-^)  (^-^)  (^-^)  (^-^)  <^"-^)  j 

O  •  0 

_       ii(w  — l)(/i— 2)(w  — 3)(it->4)(n->6)(fi  — 6)(i»— 7)(it  — 8) 
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• -^^  **  ^^W' ^  N^  m 


Setsen  wir 


so  ist: 


^'~nr 


»   -^»-s^jr-TT :;ä1i  -^ä— •  ^—  — 


■"       8(11—3)!'      *''**~8.6(/i  — 6)!'      ""•  3.6.9(h  — 9)1 '  " 

und  daher  ist  ein  particuläres  Integrale  der  Gleichung  1)  stets  von  folgen 
der  Gestalt : 

[a^  ar*"'  j:*~^  a?""^  "1 

^I~3(n-3)!"*"3.6(«-6)!~3.6.9(«— O)-^"^*"]* 

Ganz  anf  gleiche  Weise  könnte  man  nicht  nur  die  Gleichung 

y"  =  ^(a:y  —  ny), 
sondern  anch  die  viel  allgemeinere  Gleichung 

behandeln ,  woselbst  A  beliebig  und  n  ganz  und  positiv  ist. 

Der  specielle  Fall 

14)  y'  =  xy  — ny 

gestattet  eine  viel  einfachere  Behandlungsweise.     Setzt  man  nftmlich 

y  =  ( 
KO  erh&lt  man ,  da 


y  =  «*  z 


y  —  ^  («'  +  ätz), 

f=e^  (t"+2arz'+z  +  a:»z) 
ist ,  folgende  Gleichung  zwischen  z  und  x 

z"+a:z'  +  (ii  +  l)z  =  0. 
Diese  Gleichung  lässt  sich  auch  folgendermaassen  schreiben: 

Aas  ihr  folgt: 

nnd  hieraus  ergiebt  sich: 

'  '1 


dx 
daher  ist 


=^^''"V''^''"] 


und  endlich 


f^  d-  r  _^  /"  ^,  "I 
das  vollständige  Integrale  der  Gleichung  14). 
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Man  kann  das  vollständige  Integrale  der  Gleichnng 
14)  y":=xy  — ny 

auch  so  schreiben: 

0 
und  hierbei  bemerken,  dass  das  erste  dieser  beiden  particulären  Integrale 
eine  ganze  algebraische  Function  von  x  ist,   die  entwickelt  folgende  Ge- 
stalt bat: 

^~2(ii  — 2)!"*"a,4(ii— 4)I~2.4,6(ii— 6)l"*""  J 


Vn.  Notiz  über  Evolnten.  Von  Dr.  A.  Eknepeb.  —  In  den  „Annales 
de  mathemaliques^'^  {L  XX ^  pag.  216,  Juin  1861)  ist  ein  Theorem  zu  beweisen 
aufgestellt ,  welches  sich  in  etwas  verschiedener  Fassung  in  den  ,,ComjHes 
rendus**^  von  1861  befindet.  Dieses  Theorem  lässt  sich  auf  folgende  Weise 
ausdrücken : 

Wird  eine  Kotationsfläche  von  einem  Punkte  oder  parallelen 
Strahlen  beleuchtet ,  so  wirft  die  Fläche  auf  eine  Ebene  E^  senk- 
recht zur  Rotationsachse,  ein^n  Schatten,  dessen  Begrenzung 
eine  gewisse  Curve  C  ist.     Nimmt  man  die  Trennungslinie  von 
Licht  und  Schatten   auf  der  Rotationsfläche  und  die  Achse  der 
Fläche  zu  Directricen  einer  Conoidfläche ,  so  ist  die  Begrenzung 
des  Schattens ,  welchen  die  Conoidfläche  auf  die  Ebene  E  wirft, 
die  Evolute  der  Curve  C. 
Am  angeführten  Orte  ist  dieser  Satz  nur  für  parallele  Strahlen  be- 
merkt; es  ist  indessen  nicht  schwer,  denselben  für  den  Fall  zu  beweisen, 
wenn  die  Fläche  von  einem  Punkte  beleuchtet  wird. 

Ist  u  eine  Function  von  ^,  so  kann  die  Gleichung  einer  Rotations- 
fläche als  Resultat  der  Elimination  von  tp  und  d"  zwischen  folgenden  Glei- 
chungen angesehen  werden , 

1)      x  =  ucosq>j     y:=u8inq>,     z=s  jucot^d^y     m'  =  -^, 

wenn  die  Achse  der  z  zur  Rotationsachse  genommen  wird.     Geht  die  be- 
rührende Ebene  im  Punkte  (o;,  ^,  z) 

(I — x)  cosd^  cosq>  -f-  (ly — y)  cos^Hnq>  =  (f — z)  sind" 
durch  den  festen  Punkt  (a,  6,  c) ,  so  findet  die  Gleichung  statt : 

(rt  — x)  cosq>  -f-  (6  — y)  sm(p=  (c  —  z)  (ang^, 
d.h. 

2)  a  cosq>  +  b  sin  g?  =  m  -|-  tätigt  \c  —  i  u  cot^  d ^). 
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Diese  Gleichung  in  Verbindang  mit  den  Gleichungen  1)  bestimmt  auf 
der  Rotationsfläche  die  Berührungscurve  der  umschriebenen  Kegelfläche, 
deren  Spitse  im  Punkt  (a,  6,  c)  liegt.  Die  Gleichungen  der  Directrix  der 
Kegelflftche  sind : 

a  cos  9  +  6  «m  9  =  «  +  tangd'  •  (c —  j  u  cot&  d^^* 

Durch  Elimination  von  ^  zwischen  den  Gleichungen 

,.  X — a   ^  y — 6 z — c 

Ä, — a      y, — 6       «,— c 
folgt  die  Gleichung  der  Kegelfläche ,  wobei  9  als  Function,  von  9  ange- 
sehen ist,  bestimmt  durch  die  Gleichung  2). 

Nimmt  man  die  Curve  doppelter  Krümmung,  bestimmt  durch  die 
Gleiehimgen  3),  und  die  Achse  der  Rotationsfläche  au  Diroctricen  einer 
CoQoidfläche ,  so  erhält  man  die  Gleichung  derselben  durch  Elimination 
T0&  d  und  fp  zwischen  der  Gleichung  2)  und  den  folgenden : 

D)  —  =  --,    z  —  tf 

X  Xf 

Sieht  man  tp  als  Function  von  O  an ,  bestimmt  durch  die  Gleichung  2), 
M  eigiebt  sich  die  Gleichung  der  Gonoidfläche  auch  durch  Elimination 
TOB  V  Qnd  ^  zwischen  den  folgenden  Gleichungen : 

6)  X  s=:vcosg>^     y  =  v  sinq>^     z:=z^. 

Die  Gleichung  der  berührenden  Ebene  zur  Gonoidfläche  im  Punkte 
(*,|,j)  ist: 

Ans  den  Gleichungen : 

^z     dzdx  ,  dzdy  \dz^      (     dz    ,        .   dz         \dg> 

bz     dz  dx  ,  dzdy  ^  dz  ,  ^^   . 

Cv     dxdv       dydv  dx  dy 

findet  man  leicht : 

dw  dz  dz,        dq>  dz  dzt 

Die  Gleichung  7)  geht  hierdurch  über  in : 


d.h. 


-  (I— t;  cos<p)  9ing>^  +  {fi—vsing>)  cosfp  ^  =  (f— zj  v  ^, 


Geht  diese  Ebene  durch  dou  Punkt  (a,  ^,  c)  ,  so  ist 

8)  (pco8(p—asin(p)^  =  (c  —  z>j^'^. 
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S^tzt  man  den  vorstehenden  Werth  von  v  in  die  Gleiehting^ii  6),  so 
erhält  man  die  Gleichungen  der  Berührungscnrve  der  KegelflAche,  welche 
vom  Punkt  (a,  b^  c)  aus  der  Cpnoidfläche  umschrieben  ist  Ist  (^»SPt»^=^) 
ein  Punkt  der  Berührungscurve ,  so  ist  die  Kegelfläche  durch  feiende 
Gleichungen  bestimmt : 

bcosw  —  asinwdz*  bcosa  —  asinwdz, 

Q.  a?  — g y — b z — e 

Xf  —  a      y, — 6       z, — c 

Die  beiden  Kegelflächen  4)  und  0)  treffen  die  Ebene  der  x  und  y  in  swei 

Cnrven  Cun4  €^y   für  welche  folgendes  System  von  Gleichungen  besteht: 

/                 M  cosq>  —  a 
ix^=a c 

10)  <  ^!~^    ^    WCurveC.) 

I  y^=b c 

,                  c      -6  cosw  —  a  sinwdz*  . 

X  =a  — 1 -^ ^ ^—  C08q>—a] 

1/  =  0  —  '  I 1 zrr~  stna  —  0  I 

12)  acosq>  +  b  sitKp^u+iang^.ic  —  Zi)^  z^=i  j u  col^d^^    -~=u  coi^. 
Durch  Differentiation  von  12)  folgt: 

13)  (6co*9-««f«v)^  =  ^J. 
Setzt  man  zur  Vereinfachung : 

14)  cU -j  cos*&  u  cotd'  —  ui=^Mf 

substituirt  für  r^  seinen  Werth  aus  13)  in  die  Gleichungen  11),  subtrahirt 
diese  Gleichungen  von  den  Gleichungen  10),  so  findet  man: 

15)  X — j:  = cosq>y      y — y= sintp, 

Zj  -""  C  Z|  ^^  c 

Mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  13)  und  14)  geben  die  Gleichungen  10) 
nach  ^  differentiirt : 

dx  M  sing)       dy  M  cos  g> 

d^      bcostp  —  asinq>sin*&^    d^  bcostp  —  asing>  cos*^' 

Hieraus  findet  man  leicht: 

dxd*y      dyd*x_/  M 1     V ^1 c—z^ 

d^d^      d^d^*       \bcosq>  —  asing>  cos*^/  bcosq>  —  asmg>  cos* ^' 

y  l\d9/^\d»J'      bcosq>—asinq>  cos*»' 
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bt  mlso  f  der  Kr&mmQngshalbmesser  der  Curve  C  im  Punkte  C,  so  geben 
die  beiden  vorstehenden  Gleichungen : 

Der  Winkel  X,  welchen  die  Normale  zur  Curve  C  im  Punkte  (o:,  ^)  mit  der 
Achse  der  x  bildet,  ist  durch  die  Gleichung  bestimmt: 

dx 

iang  l  =  —  —  =iang  g> 

oder  l=:q>.    Die  Gleichungen  15)  lassen  sich  wegen  16)  schreiben : 

of'  —  x=ssff  cos  q>y    y  —  yz=sff  sinqf^ 
wormns  unmittelbar  folgt,  dass  ein  Punkt  {x\  y)  der  Curve  C  angehört. 

Geschieht  die  Beleuchtung  der  Fläche  durch  Strahlen,  welche  der 

Geraden 

9     y t_ 

C09  a      cosf^      eosy 
parallel  sind,  so  hat  man  statt  der  Gleichungen  2)  und  8)  die  folgenden: 

cos a  cosfp  +  cosß sing)  =  cos y,  tang^^ 

(cos  ßcosw  —  cos  a  stn  g>)  ^~  =  p  ^  cos  y. 

Da  die  weitere  Ausflibrung  der  Eecbnungen  nach  dem  Vorstehenden  keine 
Schwierigkeit  bietet,  so  möge  dieselbe  hier  unterbleiben. 


TQL  Veber  eine  SeduotiontformeL  Von  Simon  Spitzer.  ~  Durch 
meine  Studien  ttber  Differentialgleichungen  wurde  ich  zu  der  Frage  ver- 
anlaaat,  ob  und  in  welchen  Fällen  das  Integral 


n  rc^+  Ctx+C^x'  + . .  ,  +  CnX* 

^  J  (X— «)F(x-j3)^ 

auf  die  Form 

^      ^f  '       dx  K,JtK,x^K,a^+...'{'K^x'^'^ 

^  J   (X— «)!•  {x  —  ß)^  ^  («  — «)J^^  (^'  — ft^* 

gebracht  werden  kann. 

Differentiirt  man  beide  Ausdrücke,  so  erhält  man: 

{x  —  a)P  {x  —  ß)9  {x — a)P  ( x  —  /3)  ^ 

■*"  {x  —  ay-^{x  —  ß)9^^ 
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MultipHcirt  man  beiderseits  mit  {x — a)*  {x  —  |^)f ,  ordnet  rechter  Hand 
nach  Potenzen  von  x  und  vergleicht  endlich  die  Coeflficienten  gleicher 
Potenzen  von  x ,  so  gelangt  man  zn  den  Gleichungen : 

+  (n-l)ai3ir., 
Cs=  (w  — 2— p—i?)  if^  +  [/J(p  — « +  2)  +  «  (g— 11  +  2)]  A^^2 

C^  =  {Z—p  —  q)K^  +  [ß{p—Z)  +  u{q—i)]K^  +  ZaßK,, 
C,  =  {2—p  —  q)£,  +  lß{p^2)  +  a{q  —  2)]K,+  2aßA\, 
^•  =  (1— P— ^)^o  +  [/3(P-l)  +  «(y-l)]^i+«/Jir„ 
wobei  der   Symmetrie  wegen  £  =:  (1  — p  —  q)  K^  gesetzt  wurde.     Diese 
Gleichungen  bestimmen  der  Reihe  nach  K^^  iTj,..!,...  K^j  K^^  falls p 4"^ 
nicht  eine  der  Zahlen  l ,  2 ,  3 . . .  (/i  + 1)  ist. 

Als  Anwendung  der  zwischen  1)  und  2)  bestehenden  Gleichung  seigen 
wir  die  Integration  der  Differentialgleichung 

3)  (1— a:*)y"— 2a;y'  +  n(it  +  l)y  =  0, 

worin  n  eine  ganz  positive  Zahl  bedeuten  möge. 

Integrirt  man  die  vorstehende  Differentialgleichung  {n  4- 1)  Mal  nach 
einander,  indem  man 

Jydx  =  y^'-'\   J*y(-ndx  =  y(-^\... 

setzt,  so  erhält  man 

(1— a;*)yO— >  +  2na:y(-*)  =  6'o+  6>+  ..  .  +  C;«», 
was  auch  rückwärts  durch  (91 +1)  malige  Differentiation  leicht  zu  prüfen 
ist.    Setzt  man  für  den  Augenblick  ^<~")=  z,  so  hat  man  die  lineare  Diffie» 
rentialgloichung 

dz        2nx   ^ Co  +  C^x  +  •  ,.  +  CnX'*  ^ 

diese  giebt: 

oder  nach  dem  Vorigen; 

+  iCt+iCtX+Ar,x'  + ...  +  Ä',a--S 

worin  AT,  A^, , . . .  iT«  von  den  willkürlichen  Constanteu  Co,  C| , . .  •  6«  ab- 
hängen. Durch  n  malige  Differentiation  der  vorigen  Gleichung  folgt  als 
completcs  Integral  von  No.  3): 
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wofiir  man  schreiben  kann : 


>-'.^  ((-«,., + ..  ^  [(,_^./j_^,] 


oder  nach  Bertram  und  Heine: 


VergL  Heine:  Handbuch  der  Kugelfuuctionen ,  S«  89. 


Tin.  XTeher  die  Veridhiedenheit  des  Klanges  (Xlangfiurbe),  von 
Brandt  (Pogg.  Ann. »  Bd.  112,  S.  324v)  —  Man  kann  sich  leicht  über- 
sengen,  dass  der  Klang  des  Tones  einer  Saite  ein  verschiedener  ist,  je 
nachdem  man  sie  an  verschiedenen  Stellen,  etwa  wie  beim  Spielen  der 
Harfe,  aus  der  Gleichgewichtslage  bringt  and  dann  loslässt.  Der  Ver- 
fasser des  oben  genannten  Aufsatzes  hat  nan  durch  Bechnnng  gezeigt, 
dass  die  einzelnen  Glieder ,  ans  denen  in  dem  angegebenen  Falle  der  Ans- 
dmck  für  die  Ablenkung  und  Geschwindigkeit  eines  beliebigen  Punktes 
der  Saite  zusammengesetzt  ist,  von  verschiedener  Grösse  sind,  je  nach- 
dem die  Saite  an  dem  einen  oder  anderen  ihrer  Punkte  gezupft  worden 
ist.     Bekanntlich  ist  die  Differentialgleichung  einer  Saite : 

wobei: 

^  '=V^  ■ 

ist  nod  Q  die  Spannung ,  h  die  Länge ,  p  'das  Gewicht  der  Saite  und  g  die 

Beschleunigung  der  Schwere  bedeutet.    Das  allgemeine  Integral  der  Glei- 

chang  1),  welches  den  Bedingungen  genügt:  für  jedes  i  ist  y  :=0,  wenn 

dy 
s  z=zO  oder  a:  =  Ä  ist  und  rf  =  0  für  /  =  0,  ist : 

ci 

3) 

mz=sj.  cot -T— *"•  ""T"  +  ^t  ^^^  — ;—  «'*  ^T"  +  ^%  ^^^ — t —  *•"  "T T  •  •  • 

'  an  h  h  h  h 

wobei  die  Coefficienten  A  ans  der  Gleichung  zu  bestimmen  sind : 

h 

0 
in  welcher  y^s=ztp(x)  die  Anfangslage  der  Saite  (^  =  0)  bedeutet.    Ist  die 
Saite  anfänglich  in  der  Entfernung  a  von  dem  einen  Endpunkte  um  die 
Streeke  r  seitwärts  abgelenkt  worden,   so  ist  es  naliezn  i\c\i\.\^>  ^vOdl  ^v^- 
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selbe   zur  Zeit  <  =  0  aus   zwei  Geraden  (s.  Figur)    ausammengeaetst    aeh 
denken,  von  denen  die  eine  durch  die  Gleichung: 

die  andere  durch  die  Gleichung: 

ausgedrückt  ist.  Die  Gleichung  jfo=  9(0:)  ist  somit  ans  zwei  Addende 
2(0:)  und  rff(jx)  zusammengesetzt,  von  denen  erstere  Function  zwischei 
x  =  0  und  x=  a,  letztere  zwischen  xs=za  und  x  =  A  gilt  und  von  Nnl 
verschiedene  Werthe  erhalten  soll.     Demnach  ist: 

a  h 

hj    a  h  hj     h — a  h 

0  Ä 

a  k 

=  r-  /  ^*9in  -T—  d^  + 1  m  — — -  dd 

0  « 


2na        t%ni    .   29cx 
A  h  h 


Durch  die  Substitution  —r-  =  t  kommt  man  auf  die  Integralformen 

tsinzdx  und    j  x  sinx  dx^    nach  deren  Auswerthung  man  in  dem  gege- 
beneu Falle  erhält: 

-v  ^  2r/i*  ,  n%a 

Die  Ausbiegung  der  Saite  wird  nun  durch  folgende  Reihe  dargestellt: 

a^  2rÄ«        fl     .  na        %ni    .  nx       \     . 

a(Ä — ö)»'Ll'         Ä  Ä  A         2' 

.     1     .  Zna        ZxwA    .   Znx  1 

+  _,«__  CO, -^,.n—  + J 

Die  im  Eingange  dieser  Zeilen  hervorgehobene  Erfahrung,  dass  der 
Klang  einer  Saite  verschieden  ist ,  je  nachdem  dieselbe  an  dem  einen  oder 
anderen  ihrer  Punkte  gezupft  wird,  ist  nun  von  Brandt  als  Beleg  für  die 
von  Ohm  gegen  Seebeck  vertheidigte  Ansicht  benutzt  worden,  dass 
jedem  Gliede  einer  nach  der  Fourier^schen  Reihe  zerlegten  periodischen 
Bewegung  ein  einzelner  Ton  entspreche.  Allgemein  ist  bekanntlich  die 
Annahme,  dass  das  Ohr  im  Stande  sei,  eine  periodische  Bewegung  in 
ihre  isochronen  Theilbewegungen  zu  zerlegen.  Wenn  nun  zugegeben  wird, 

dass  das  Glied  der  Reihe ,  welches  cos  — 7 —  enthält ,  für  sich  allein  einen 
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Tonyon  der  Schwingangsmenge  —  geben  würde,  so  sieht  man  nicht, ein, 

wie  sich  die  Wirkung  von  mehreren  Gliedern  anders  als  dnrch  Intensitäts- 
Terbiltoisse  von  einem  Intervall  oder  Accord  unterscheiden  sollen,  wie 
Herr  Brandt  sehr  richtig  bemerkt.  Seehechts  Einwürfe  beziehen  sich 
ktopUlchlich  auf  Fälle ,  in  denen  er  die  einzelnen  Töne ,  die  den  Glie- 
dern der  Reihe  entsprechen,  sehr  schwach  oder  gar  nicht  hörte  und  in 
denen  er  glaubte,  dass  die  höheren  Glieder  (Töne)  nur  den  Grundton  ver- 
ttirken,  mit  dem  sie  allerdings  gleiche  Periodic! tat  besitzen.  Brandt  ist 
es  nnn  gelungen ,  an  einer  Saite  manche  Obertöne  besonders  stark  heraus- 
lohören,  oder  dieselben  ganz  zu  unterdrücken,  je  nachdem  die  Saite  an 
Terschiedenen  Stellen  gezupft  wurde.  Diese  Fähigkeit  seines  Gehöre?, 
tollte  sie  eine  allgemeine  sein,  spricht  allerdings  für  die  (jetzt  wohl  allge- 
mein angenommene)  Hypothese  von  Ohm.  Die  oben  mitgetheilte  Rech- 
nnng  soll  nur  die  einzelnen  Fälle  erklären ,  unter  denen  namentlich  die- 
jenigen charakteristisch  sind,  bei  denen  Obertöne  ausfallen.  Wird  die 
Saite  an  einem  Punkte  gezupft,  der  sie  in  irrationalem  Verhältnisse  theilt, 
80  giebt  sie  eine  Reihe  von  Tönen,  deren  Schwingungsmengen  sich  wie 
die  Reihe  der  natürlichen  Zahlen  zu  einander  verhalten.  Die  höheren 
Obertöne  werden  nicht  mehr  gehört,  weil  ihre  Intensität,  die  dem  Aus- 
druck Jn  5)  proportional  ist ,  mit  wachsendem  n  sehr  rasch  abnimmt«  Wird 
die  Saite  in  der  Mitte  gezupft ,  su  bemerkt  man  einen  hohlen  Klang  des 
Tones  und  das  Fehlen  der  Obertöne,  die  2,  4,  6,  8  etc.  Mal  so  viel 
Schwingungen  machen  als  der  Grundton ;  dies  erklärt  sich  dadurch ,  dass 

tm  -—  =  sin  —  wird  und  daher  für  ein  gerades  n  den  Werth  Null  an- 
nimmt. Um  den  Versuch  anzustellen,  soll  man  nach  Brandt  nach  dem 
Anschlagen  der  Saite  dieselbe  an  einem  Schwingnngsknoten  berühren,  der 
dem  XU  beobachtenden  Oberton  angehört.  Dadurch  tritt  er  allein  hervor 
vnd  wird  dann  auch  leicht  ohne  Berührung  des  Schwingnngsknotens 
gehört 

Der  Unterschied  im  Klange  rührt  von  der  verschiedenen  Beimischung 
höherer  Töne  (im  Sinne  Ohm^s)  zum  Grundtone  her.  Der  grelle  Klang 
einer  dicht  an  der  Befestigungsstelle  gezupften  Saite  wird  von  Brandt 
doreh  das  stärkere  Auftreten  der  Obertöne  erklärt«  Dies  stimmt  mit  No.  6) 

Tollkoaimen  überein ,  denn  ist  —  klein,  so  fallen  erst  die  entfernteren  Ober- 
es 

tS&e  weg.  Dr.  Kahl. 


X.  Bedenken  A.  v.  Banmgartner*!  gegen  das  Wftrme&qnivaleBt 
Asi4Stifi6  XUogrammeter  von  Joule  (Ueber  den  Grund  der  scheinbaren 
Abweichung  des  mechanischen  Wärmeäquivalentes  bei  verschiedenen 
6Men,  von  Freiherrn  Andreas  v.  Baumgartner,  mathema.tv^Vxi«A.>xtH<\^%ft'QL- 
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schaftliche  Classc  der  kaiserlichen  Akademie  der  Wissenschaften ,  Bd.  38. 
8.  379). 

V.  Banmgartner  geht  von  der  Ableitung  des  ArbeitsXquivalentes  der 
Wärme  aus ,  welche  durch  die  Verbindung  von  Grössen  geschehen  kann, 
die  zu  anderen  Zwecken  für  Gase  mit  der  grössten  Genauigkeit  bestimmt 
worden  sind.  Die  Berechnung  aus  den  für  0®  C.  bestimmten  Constanten 
eines  Gases  ergiebt  bekanntlich  für  das  Arbeitsäquivalent  der  Wärme : 

pa      1       pa        k 

8  c,  —  c        8  {k  —  I)  r, ' 
wobei  p  den  der  Spannung  des  Gases  entgegengesetzten  und  ihr  gleichen 
Druck  auf  die   Einheit  der   Oberfläche   bedeutet,    a    der    Ausdehnnngs- 
coefficient  bei  der  Erwärmung  von  0®  C. ,  s  das  specifische  Gewicht  des 
Gases ,  Cf  die  specifische  Wärme  bei  constantem  Druck ,  c  die  bei  constan- 

tem  Volumen ,   A:  =  -^  ist.     Die  Bestimmungen  sind  nur  für  wenige  Gase 

c 

ausgeführt  worden,  die  meist  von  Regnault  erhaltenen  Werthe  sind 
folgende : 


Harne  dos  Omos. 


8 


Atmosphärische  Luft . 
Wasserstoffgas   .  •  .  . 

Stickgas 

Kohlenoxydgas  .  .  .  . 
Kohlensiiiirc 


Stickoxydul  •  .  . 

Cyangas  

Schweflige  Silurc 


0,0036G5 

0,0030012 

0,003008 

0,0030088 

0,0037009 

0,0037195 

0,0038707 

0,0039028 


1 ,2932 
0,0890 
1,2501 
1,2510 
1,9774 
1,9747 
2,3355 
2,8083 


0,2377 
3,4046 
0,2440 
0,2479 
0,2104 
0,2238 
0,4057 
0,4507 


1,4096 
1,4104 
1,4096 
1,4000 
1,2791 
1,2700 
1,2062 
1,2624 


wobei  die  Werthe  von  k  aus  den  besten  Bestimmungen  der  Schallge- 
schwindigkeit und  Kegnault's  Bestimmung  der  Dichte  des  Quecksilbers 
zur  Luft  berechnet  sind.  v.  Baumgartner  erhält  nun  mit  Hilfe  der  Werthe 
in  obiger  Tabelle  für  das  Arbeitsäquivalent  der  Wärme : 

1.  für  atmosphärische  Luft  .  •  423,79 

Wasserstoffgas 426,49 

Stickgas 424,99       ^ 

Kohleuoxyd 420,30 

Kohlensäure 410,74 

Stickoxydul 408,89 

Cyangas 249,00 

schwcfligsaurcs  Gas  .  .  150,05 
Die  grosse  Abweichung  vom  Acquivalent  423  55  erklärt  nun  v.  Banm- 
gartner durch  theilweise  Verwendung  der  Wärme  zu  innerer  Arbeit« 
Da  nun  unter  den  permanenten  Gasen  Wasserstoff  beim  Compnmiren 
(Mariotte's  Gesetz  und  Comprcssionswärme)  dem  idealen  Gaszustande  sehr 
nahe  kommt,  näher  als  andere  Gase,  und  auch  das  grösste  Wärmeäqui- 
valent giebt,  so  wird  es  wahrscheiulich ,  dass  die  anderen  permanenten 
Gase  einen  Theii  der  aufgenommenen  Wärme  immer  noch  zu  innerer  Ar- 
beit verbrauchen ,  so  dass  das  bis  jetzt  allgemein  angenommene  Wärme- 
äquivalent 423,55  von  Joule  vielleicht  zu  niedrig  ist.  Dr.  Kahl. 


2. 
3. 
4. 
5. 

0. 
7. 

8. 
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VI. 

Veber  den  DnalismuB  in  den  metrischen  Relationen  am 
foUft&ndigen  Viereck  und  Vieraeit  auf  der  Engel  und 

in  der  Ebene. 

VonDr.    Beez, 

Lehrer  an  der  königl.  Realschule  aa  Planen  i.  V. 


Der  Zasammenhang  zwischen  Seiten  und  Winkeln  an  vollständigen 
Tierecken  und  Vierseiten  ist  meines  Wissens  noch  nicht  einer  eingehenden 
Betrachtung  nntersogen  worden  und  es  stehen  die  wenigen  bekannten  tri- 
gonometrischen Lehrsätze  über  die  genannten  Figuren  gänzlich  isolirt  und 
f       ohne  Znsammenhung  neben  einander.     Namentlich  aber  fehlt  es  durchaus 
an  metrischen  Relationen  über  das  vollständige  Vierseit  auf  der  Kugel  und 
in  der  Ebene ,  so  dass  selbst  die  bekannten  Sätze  vom  Kroisviereck  noch 
hm  Analogen  für  das  Kreisvierseit  gefunden  haben.     Es  dürfte  daher 
woU  nachstehender  Versuch,  die  vorhandenen  Lücken  auszufüllen  und  be- 
Kits  bekannte  Sätze  mit  neu  aufgefundenen  zu  einem  Ganzen  zusammen- 
sastellen,  gerechtfertigt  erscheinen ,  zumal  in  den  metrischen  Eelationen 
tta  Viereck  und  Vierseit  ein  durchgreifender  Dualismus  sich  zu  erkennen 
gisbt,  durch  welchen  eine  übersichtliche  Gruppirung  und  leichte  Auf- 
&üang  sämmtlicher  metrischen  Sätze  ermöglicht  wird. 

Ftlr  das  Dreieck  findet  sich  eine  solche  Zusammenstellang  von  dualen 
Sitten  bereits  in  dem  vorzüglichen  Lehrbuch  der  Trigonometrie  und  Poly- 
gonometrie  von  Dr.  H.  Tr.  Müller,  Sl.  104,  202—204,  261—205,  doch  ist,  wie 
mir  scheint,  an  den  betrefifenden  Stellen  der  Begriff  des  Dualismus  etwas 
M  weit  ausgedehnt  und  es  werden  Gleichungen  als  dual  bezeichnet,   die 
■war  eine  gewisse  Aehnlichkeit  mit  einander  haben,  aber  in  Bezug  auf  die 
genannte  Eigenschaft  einander  nicht  völlig  decken.    Der  Begriff  des  Dua- 
lismus, wie  er  bereits  in  der  Geometrie  der  Lage  ausgebildet  worden  ist, 
erfordert,  dass  man,  um  von  einem  Lehrsatz  zu  dem  ihm  dualen  überzu- 
gehen, nur  Punkte  (Linien)  mit  Linien  (Punkten)  zu  vertauschen  hat,  wäh- 
rend alles  Andere  im  Wesentlichen  unverändert  bleibt.    In  solch  strengem 
Sinne  lässt  sich  aber  der  Dualismus  auch  in  den  metrUcheu  E\^^vl^^\\^^\^\v 

ZtlUekrift  f,  .Malhfiuaük  u,  Physik.   Vll,  3.  ^ 
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des  sphärischen  Dreiecks  und  Vierecks  durchfuhren ,  wobei  natürlich  statt 
Punkten  die  an  ihnen  liegenden  Winkel  und  statt  Linien  die  Bogen  gröss- 
ter  Kreise  zu  setzen  sind.  Weniger  deutlich  zeigt  sich  der  metrische 
Dualismus  bei  den  ebenen  Figuren ,  da  die  Eigenthttmlichkeit  derselben, 
eine  constante  Winkelsumme  zu  besitzen,  die  von  der  Grösse  der  Seiten 
ganz  unabhängig  ist,  den  Zusammenhang  zwischen  Seiten  und  Winkeln 
an  vielen  Stellen  gänzlich  aufhebt  und  häufig  nur  noch  goniometrische 
Beziehungen  übrig  lässt.  Doch  auch  in  diesen  Rudimenten  ist  der  Dua- 
lismus aufs  Strengste  nachzuweisen ,  wie  sich  aus  dem  Folgenden  zur  Ge- 
ntige ergeben  wird. 

Bevor  wir  aber  unseren  eigentlichen  Gegenstand,  das  Viereck,  ins 
Auge  fassen ,  wollen  wir  zuerst  die  wirklich  dualen  Beziehungen  des  Drei- 
ecks und  Dreiseits  feststellen. 

Unter  einem  Dreieck  verstehen  wir  ein  System  von  drei  Punkten 
A^B^C  mit  den  drei  Verbindungslinien  dieser  Punkte  AB  =  Cy  AC=b^ 
BC=a  und  den  Durchschnittswinkeln  bc  =  a^  ac-^ß^  ab=Yj  unter 
einem  Drei  seit  ein  System  von  drei  Linien  A^  B^  C  mit  ihren  drei  Durch- 
schnittswinkeln BC=  €ij  AC^=  ßj  AB'=y  und  den  Verbindungslinien  der 
Schnittpunkte  ßys^a,  ay  =  b^  aß=rc.  Bemerken  wir  nun  noch,  dass 
wir  als  den  dritten  Winkel  /  nicht  den  innerhalb  des  Dreiecks  liegenden, 
sondern  seinen  Nebenwinkel  ansehen,  so  erhalten  wir  fUr  das  Dreieck  anf 
der  Kugel  sofort  die  Beziehungen : 

I.  cos  a  =  cos  b  cos  c  +  Ww  ft  sin  c  cos  a, 

IL  sin  a  sinß^ss  sin  b  sin  a, 

III.  cot  a  sinbss  —  cos  b  cosy  +  sin  y  cota^ 

denen  als  duale  für  das  Dreiseit  durch  einfache  Buchstabenvertanschnn^ 
gegenüber  gestellt  werden  können: 

1)  cos  a=  cos  ß  cosy+  sin  ß  siny  cosa, 

2)  sin  a  sinb^=sin  ß  sinoy 

3)  cota  sin  ß=  —  cos  ß  cos  c  +  sin  c  cot  a. 

Es  zeigt  sich,  dass  IL  und  2)  sich  selbst  dual  sind,  indem  durch  die 
Buchstabenvertauschung  keine  neue  Gleichung  erzielt  wird.  Von  den  ab- 
geleiten Gleichungen  mögen  nur  die  Neper*schen  Analogien  aufgeführt 
werden.     Für  das  Dreieck  giebt  es  deren  nur  zwei : 

^  sin  \{a—b)_iang\{a  —  ß) 

*fn4(a  +  ft)  iang\y       ' 

^  cos^{a  —  b) _ tang  \{a  +  ß) 

cos  4  (^  +  ^)        tow^  4  y     ' 

woraus  durch  Vertauschung  die  für  das  Dreiseit  gütigen  abgeleitet  werden : 

sin\{a—ß)_tang\(a  —  b) 
^  sm^(oL  +  ß)  iang\c      ' 

cos\\a  —  ß)_iang\{a  +  b) 
cos^{a  +  ß)  iang\e 
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Dm  Oleiehnngen  des  sphärischen  Dreiecks  sind  folgende  für  das  ebene 
Mslog: 

L  e^z=b^'^'  (^  —  2bccosaj 

IL  a sin ß=bsin  a, 

UL  —  =  —  cosy  +  sin  y  coia, 


IV- 


a — b tewgf  4(g — ß) 

tang^y       ' 
dessB  wiedemm  folgende,  für  das  ebene  Dreiseit  giltige  als  dual  bezeich- 
net werden  müssen: 

1)  eos  a=::cos  ß  cos  y  +  sinß  sin  y , 

!)  Alt  a  •  6  =  sin  /} .  a , 

3)  cot  a  sin  ß  =  —  cos  ß  -{ , 


*) 


sin^{a — ß) a  —  b         4 

9m^{a  +  ß)~~7^' 

K\  CQg  |(g — ß) a  +Jb 

^  eosi{a  +  ß)~^'c     • 

Gehen  wir  nnn   zn  ntiserem  eigentlichen  Thema,   der  Zusammen- 
stellong  derjenigen  8&tze  vom  voUstftndigen  Viereck  und  Vierseit,   über, 
in  welchen  Dualität  sich  nachweisen  lässt,  so  ist  bei  der  geringen  Zahl 
▼OD  dahin  einschlagenden  Lehrsätzen  es  durQjians  nicht  möglich ,  auch  nur 
im  Entferntesten  einen  solchen  zu  begründen,  wenn  man  nicht  zunächst 
die  Zahl  der  Relationen  vermehrt ,  welche  zwischen  Seiten  und  Winkeln 
an  genannten  Figuren  stattfinden.     Aber  in  dieser  Beziehung  leitet  das 
Frincip  des  Dualismus  gewissermaassen  von  selbst  auf  die  Erfindung  neuer 
Sitte,  und  da  zwischen  ebenen  und  sphärischen  Figuren  ein  solcher  Zu- 
•unmenhang  existirt,  dass  in  den  Eigenschaften  der  ersteren  die  der  letz- 
teieii  wenigstens  angedeutet  liegen ,  dagegen  aus  den  Formeln  der  Sphärik 
die  der  Planimetrie  ohne  Mühe  und  mit  vollkommener  Sicherheit  ent- 
wickelt werden  können ,  so  führt  jeder  Satz  vom  Viereck  oder  Vierseit, 
nuig  er  nun  der  Ebene  oder  der  Kugel  angehören ,   noch  auf  drei  andere, 
ilmlich  auf  den  ihm  dualen  und  auf  die  beiden  ihnen  analogen  auf  der 
Kngel  oder  in  der  Ebene.    So  hat  z.  B.  der  Ptolemäische  Satz  vom  Kreis- 
^ereck  in  der  Ebene  seinen  ihm  dualen  ebenfalls  in  der  Ebene,  jeder  von 
beiden  aber  wiedemm  seinen  analogen  auf  der  Kugel.     Ebenso  entspricht 
denl  Oauss'schen  Satz  vom  sphärischen  Viereck  {s,  disquisiiiones  generales 
circa  superficies  curvaSy  iheor.  6),  den  ich,  wenn  auch  anders  formulirt,  an 
die  Spitze  der  nachfolgenden  Reihe  von  Sätzen  gestellt  habe,  zunächst 
ein  dualer  für  das  sphärische  Vierseit ,  und  beiden  können  wiederum  zwei 
iDaloge  für  das  ebene  Viereck  und  Vierseit  gegenüber  g^&teWV.  ^^x^^xi« 
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Erklärungen.  Ein  vollständiges  Viereck  ist  ein  System  Ton  vier 
Punkten  A^  B^CyD  mit  ihren  sechs  Verbindungslinien  AB  =  a^  Cl>s=sa|, 
BC=b^  AD=zbij  AC=sCy  BD  =  c^y  von  denen  je  zwei  nicht  in  einer 
Ecke  zusammenstossende ,  wie  a  und  ^| ,  b  und  b^ ,  c  und  C| ,  Gegenseiten 
heissen  mögen.    Als  metrische  Bestimmnngsstücke  sind  anzusehen : 

1.  die  Längen  der  Verbindangslinien  selbst; 

2.  die  von  ihnen  gebildeten  Durchschnittswinkel  aa^^  &fr,  etc. 

Ein  vollständiges  Vierseit  dagegen  ist  ein  System  von  vier  Linien 
ABy  BC^  CD,  DA  mit  ihren  sechs  Durchschnitts  winkeln  BADz=a^  BCD^^at^ 
ABC=ß,  ADC=:ßi^  AED  =  yy  AFB  =  yt^  von  denen  je  zwei  nicht  auf 
einer  Linie  liegenden ,  wie  a  und  a, ,  ß  und  ßi ,  y  und  /( ,  Gegenwinkel 
heissen  mögen.    Als  metrische  Bestimmungsstücke  sind : 

1.  die  Grössen  der  Durchschnittswinkel  selbst  und 

2.  die  Verbindungslinien  ihrer  Scheitel  ua^f  ßßt  etc. 
anzusehen. 

Lehrsatz  la.  In  jedem  sphärischen  Viereck*)  ist  das  Product  der 
Cosinus  eines  Paares  Gegenseiten  vermindert  um  das  Product  der  Cosinna 
eines  anderen  Paares  gleich  dem  Product  der  Sinus  des  dritten  Paares  in 
den  Cosinus  ihres  Durchschnittswinkels. 

cos  a  cot  fli  —  cos  b  cos  %|  ^s^  sine  sin  c^  cos  cc^  i 
cos  b  cos  6|  —  cos  c  cos  Ci  i=^sina  sin  a,  cos  aa^ , 
cos  c  cos  C|  —  cos  a  cos  Oi  =  sin  b  sin  fr,  cos  b  6|. 
Beweis.     Bezeichnen  wir  den  Durchschnitt  von  a  und  Oi  mit  E^  von 
b  und  bi  mit  f ,  von  c  und  c^  mit  G  und  fassen  wir  die  Winkel  bei  Ey  F 
und  G  in  dem  Sinne ,  dass  nicht  zwei  derselben  Gegenwinkel  in  den  Vier- 
ecken .4  £/>£^  und  .4  i^^  6  sind,  oder  Bei  aa^  SS  A ED,  bb^  =  190*  —  AFB^ 
cCi^=^  BG  Ay  so  ist  in  den  Dreiecken 

ABGy  CGD,  BGC  und  AGD 

i  cos  a  =  cos  AG  cos  B G  'i' sin  AG  sin  BG  cosec^y 
cosa^  =  cos  CG  cos  DG  'i'  sin  CG  sin  DG  cos  cc^ , 
cos  b  =  cos  BG  cos  CG  +  sin  BG  sin  CG  cos  cCfy 
cos  b^  =  cos  A  G  cos  DG  +  sin  AG  sin  DG  cos  CC|  y 
woraus  sich  ergiebt : 

cos  a  cosa^  —  cos b  cosbf  =  sin  {AG  +  CG)  sin  (^BG  +  DG)  cos  cc^^ 

s^  sine  sin  Cf  cos  er,. 
Aus  den  Dreiecken 

BECj  AED,  AEC  und  BED 
cos  b  =:cos  BS  cos  CE  +  sin  BE  sin  CE  cos  a a, , 
^  .cosb^s^rscosAEcosDE+sinAEsinDEcosaai, 

^  ^cosc  =  cos  AE  cos  CE  +  sin  AE  sin  CE  cosaa^ , 

cos  Ci=cos  BE  cos  DE  +  sin  BE  sin  DE  cosaa^ , 


*)  Es  soll  von  nun  an  statt  vollständiges  Viereck  oder  Vierseit  nur  Viereck 
oder  Vierseit  überhaupt  gesagt  werden. 
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^  N^  ^  «^>i/  *^-^ 


folglieh: 

€0$  b  eosbi  —  cos c  cos c,  =  sin  {BE  —  AE)  sin  {CE  —  DE)  cos  a a, , 

=  sin  a  sin  Aj  cos  aa^. 
Aus  den  Dreiecken  CAF^  DBFy  ABF  und  CDF  findet  sich  endlich: 
cos  c  =  cos  CF  cos  AF  —  sin  CF  sin  AF  cos  b  6| , 
.  cos  C|  =  cos  BF  cos  BF —  sin  D  F  sin  BFcosbb^, 
^  '  CM  11  =  C05  AF  cos  BF —  sin  AF  sin  BF  cos  ft6, , 

cos  Ol  ==  cos  CF  cos  BF  —  sin  CF  sin  BF  cosbb^, 
mlso: 

cosc  cosci  —  cosa  cosa^  =:sin  {CF  —  BF)  sin  {D F —  AF)  cosbb^, 

=  sin  b  sin  6|  cos  b  6|. 
Lehrsatz  Ib.  In  jedem  sphärischen  Vierseit  ist  das  Product  aus 
den  Cosinos  eines  Paares  Gegenwinkel,  vermindert  um  das  Product  der 
Cosinus  eines  anderen  Paares  gleich  dem  negativen  Product  der  Sinus  des 
dritten  Paares  in  den  Cosinus  des  Bogens ,  der  die  Gegenecken  des  dritten 
Paares  vorbindet. 

cos  a  cos  01  —  cos  ß  cos  /Ji  =  —  siny  sin  y,  cos  y  yt » 
cos  ß  cos  ßi  *—  cos  y  cos  yi  =  —  sin  a  sin  »i  cos  a  Of , 
cos  y  cos  /i  —  cos  a-  cos  Oi  =  —  sin  ß  sin  ß^  cos  ßß^ 
Beweis.     Ans  den  Dreiecken  AFE,  CFE^^DFE,  BFE  ergiebt  sich 
der  Reihe  nach,  wenn  der  Bogen  EF=>  yy^  gesetst  wird: 

cosa^=z  —  cos  BEF  cos  BFE  +  sin  B EF  sin  B FE  cos  yy^ , 
coS9i  =  —  cos  CFE  cos  CEF  +  sin  CEE  sin  CEF  cos  yy^ , 

—  cosß^-^  cos  BEF  cos  BFE  +  sin  BEF  sin  BFE  cos  yy^ , 

—  cosßi=  —  cos  BEF  cos  BFE  +  sin  BEF  sin  DFE  cos  yy^ , 
woraus  man  findet : 

cf^acosu^  — cosßcosßt= — cosyy^  sin(CFE—BFE)  sin  {CEF— BEF), 

=  —  sin  y  sin  y,  cos  yy^. 

Man  könnte  Ib.  auch  direct  aus  la.  ableiten,  wenn  man  erwägt,  dass 
doa  Polarviereck  sum  ursprünglichen  sich  wie  ein  Vierseit  zum  Viereck 
▼erbllt.  Durch  die  bekannten  Substitutionen  in  den  Formeln  des  Vierecks 
wird  man  dann  die  Formeln  für  das  Polarviereck  oder  das  Vierseit  er- 
iialten.  Zugleich  ist  im  Betre£P  des  Sinnes ,  in  welchem  die  Verbindungs- 
bogen  y/i,  aai,  ßßx  zu  nehmen  sind,  zu  bemerken,  dass  nicht  zwei  der- ' 
selben  sich  innerhalb  eines  Vierecks  schneiden  dürfen ,  dass  also  y  yi  =  EF^ 
aOf  =iAC^  aber  /}/}i  =  180*  —  BD  zu  setzen  ist. 

Lehrsatz  Ic.  In  jedem  Viereck  in  der  Ebene  ist  die  Summe  der 
Quadrate  eines  Paares  Gegenseiten,  vermindert  um  die  Quadrate  eines 
anderen  Paares  gleich  dem  negativen  doppelten  Product  aus  dem  dritten 
Paare  und  dem  Cosinus  ihres  Durchschnitts  winkeis. 

«■+  Ä,*  —  (t*  +  ft|*)  = 2CCi  cos  CO,  , 

^+ V  "~  (<^  +  ^i*)  =  —  2öfl,  cosaa^^ 
c*  +  Ct*  —  (a*  +  Ä|*)  =  —  2bbi  CO«  56^. 
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Beweis.  Ans  den  Dreiecken  ABG,  CGD,  BGC  und  JOD  er- 
giebt  sich : 

a*=AG*  +  BG^  — 2AG.bg  coscc^, 
a^*z=^CG*  +  DG*  —  %CG.DG  cosec^y 
l^  =z  B G*  +  CG*  +  2 B G  .  CG  cos  cc^, 
V=  AG*+  DG*  +  2  AG  .DG  cos  cc^ , 

folglich  ist: 

flt  ^  ^^t  _  Q,t  +  1,9)  — ^2  cos  cci  {AG  +  CG)  (BG  +  DG), 

= 2CCi  COSCCi, 

Lehrsatz  I (f.  In  jedem  Vierseit  in  der  Ebene  ist  das  Prodnct  ans 
den  Cosinus  zweier  Gegenwinkel  vormindert  um  das  Prodnct  zweier  an- 
deren gleich  dem  negativen  Product  aus  den  Sinus  des  dritten  Paares. 

COS  a  cos  Oi  —  cos  ß  cos  ßi  =  —  siny  sin  y^ , 
cos  ß  cos  ßi  —  cos  y  cos  yi  =  —  sin  a  sin  «i , 
cos  y  cos  y,  —  cos  a  cos  äj  =  —  sin  ß  sin  jS,. 

Beweis.     Aus  den  Dreiecken  AFE^  CFE^  DFE  und. BF£  folgt: 

cosassx  —  cos  BEF  cos  DFE  +  si$i  BEF  sin  DFE^ 
cosai^-—  cos  CFE  cos  CEF  +  sin  CFE  sin  CEFj 

—  cos  ß  =1  —  qps  BEF  cos  BFE  +  sin  BEF  sin  BFE^ 

—  cosß^  =  —  cos  DEF  cos  DFE  +  sin  DEF  sin  DFE^ 
also: 

# 

cos  a  cos  «,  —  cos  ß  cos  /},  =  —  sin  {CFE —  DFE)  sin  {CEF —  BEF) , 

=  —  sin  y  sin  yj. 

Lehrsatz  Ha.  In  jedem  sphärischen  Viereck  ist  die  Summe  der 
drei  Prodacte ,  welche  aus  den  Sinus  je  zweier  Gegenseiten  und  dem  Co- 
sinus ihres  Durchschnittswinkels  gebildet  werden ,  gleich  Null. 

sin  a  sin  a,  cos  aa^  +  sin  b  sin  b^  cos  bbi  +  sin  c  sin  Cf  cos  oc,  =;=  0. 

Der  Beweis  ergiebt  sich  durch  Addition  der  drei  Gleichungen  in  Ic 
Auf  dieselbe  Weise  erhält  man  aus  16.,  Ic,  Id.  die  entsprechenden  S&tse: 

Lehrsatz  IIb.  In  jedem  sphärischen  Vierseit  ist  die  Summe  der 
drei  Producte  aus  den  Sinus  je  zweier  Gegenwinkel  in  den  Cosinus  ihrer 
Verbindungslinien  gleich  Null. 

sin  o  sinoi  cos aoi  •i'Sinß  sin  ßi  cosßßi  -f-my  siny^  cosyy^  =0. 

Lehrsatz  11c.  In  jedem  ebenen  Viereck  ist  die  Summe  der  drei 
Producte  aus  je  zwei  Gegenseiten  in  den  Cosinus  ihres  Durcbschnitts- 
winkels  gleich  Null.*) 

aoi  cos  aoi  -f*  ^^t  cosbbf  -f  cc,  coscc^  =  0. 


*)  Dieser  Satz  gilt  aach  für  das  rüumlicho  Viereck  oder  Tetraeder.  8.  JacoM's 
Anliiiiifi^c  zu  v.  Swindcn ,  No.  950 ,  wenn  man  nur  statt  purchschnittswinkel  iweitf 
(iefs^enseiten  den  Winkel  setzt,  welchen  eine  Seite  mit  einer  sie  schneidenden ,  der 
(«e^euseite  parallelen  Geraden  bildet. 
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•  

Lehrsatz  lld.  In  jedem  ebenen  Vierseit  ist  die  Samme  der  drei 
Prodncte  aus  den  Sinus  je  zweier  Gegenwinkel  gleich  Null. 

iin  a  sin  a^ -^  sin  ß  sin  ß^  +  sin  y  sin  yi  =  0. 

Lohnsatz  1.  Wenn  in  einem  sphärischen  Viereck  ABCD  die  Seite 
AB  =  aj  CD=:atj  BC  =  h^  Al>=b^  und  der  Unterschied  der  Gegen- 
winkelsummen (A  +  C)  —  {B+D)=^J  gegeben  sind,  so  lässt  sich  stets 
ein  zweite«  Viereck  A'  ISl  C  B'  construiren,  welches  dieselben  Seiten 
-^'^  =  a,  C'B'^^a^j  B'C'=:zbj  A'B's=bf  aber  den  entgegengesetzten 
Unterschied  der  Gegenwinkelsummen  besitzt,  nämlich  (A'+C)  —  {B'+B*) 

Beweis.  Man  denke  sich  die  vier  Seiten  a,  a, ,  fr,  6|  um  die  Punkte 
A^iB^  Cy  B  drehbar,  so  wird,  wenn  man  A  und  C  einander  allmählig  nähert, 
wodnrch  B  und  D  sich  von  einander  entfernen ,  die  Winkelsumrae  A+  C 
•ich  Tergrössem  ^  B  +  B  dagegen  kleiner  werden.  Das  Umgekehrte  wird 
eintreten,  wenn  man  A  und  C  von  einander  entfernt,  wodurch  B  und  B 
•ich  nähern«  Man  hat  es  nun  offenbar  in  der  Gewalt,  diese  Verschiebung  in 
dem  einen  oder  dem  anderen  Sinne,  je  nachdem  anfänglich  {A+C)^{B'{'B) 
war,  80  lange  fortzusetzen,  bis  {A  +  C)  --^  {B  +  B)=^0  ist  und  darüber 
hinaus,  bis  (B"  +  B')  —  {A' +  C)  denselben  Werth  J  hat,  wie  vorher 
{A  +  C)  —  {B  +  B).  Zwei  derartige  Vierecke  wie  ABCB  und  Ä B' (f  B' 
mögen  zugeordnete  heissen,  während  das  zwischen  ihnen  liegende,  für 
welches  die  Gleichung  ^-|-C=^  +  '^  stattfindet,  das  sphärische  Sehnen- 
Tiereck  ist.  Nennt  man  bei  derselben  Bezeichnung ,  wie  bisher ,  das  dritte 
Pmer  Gegenseiten  in  dem  Viereck  ABCB^  c  und  c, ,  in  dem  zugeordneten 
Viereck  A'B^C'B  aber  c  und  c'i,  so  finden  zwischen  den  Grössen  a,  0|, 
bf  öt  und  c ,  c\  und  J  folgende  Belationen  statt : 

Lehrsatz  Ula. 

sin*  ^  c  sin*  1  ^i  =  sin*  J  c  .  sin*  ^  c\ 

+  2sin^a  sin\a^  sin^b  sin^b^  cos^J 

und  in  ganz  entsprechender  Weise  für  die  beiden  eingeschlagenen  Vier* 

ecke  ACBB,  ABBC  und  den  ihnen  zugeordneten  A'C  B'  B,  A' B'  B  C\ 

wenn  die  Unterschiede  der  Winkeldifferenzen 

{BAC—  BBC)  —  {ACB  —  ABB) 
nnd 

{CAB  —  CBB)  —  {ACB  —  ABB) 

besflglich  j/  und  J"  gesetzt  werden : 

sin*  ^  b  sin*  4  ^i  =  sin*  ^  6' .  sin*  \  b\ 

=  sin*  I  a  sin*  4  «i  +  sin*  ^  c  sin*  ^  c, 

—  2  sin  4  a  sin  ^  Ot  sin  ^  c  sin  ^  ^t  t*os  \  J\ 
sin*^a  sin*^ai  =  sin*\a  .  sin*^a\ 

=  sin*^b  sin*  J 6,  +  sin*  ^  c  sin*  ^  r, 

—  2  sin^b  sin\b^  sin  \c  sin  ^<\  cos  4^  * 


*  
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sin^c    sin\c 
8in\Ci  'sin  ^c\ 

sin^^a  8in*^bi  +  9in*\ai  si9i*\b'i'2sin^a  sifi^a^  sin^b  sin^b^  cos\d 

sin^\a  $ifi^^b  +  8in*\ai  sin*^bi  +  29in^a  W/t^a,  sin^b  nri^6|  cos^d^ 
sin^b    sm^b' 
sin^bi*  8in^b\ 

sin*\(a  «t>i*^Ci-|-stii'|a|  sin* ^€"2 sin  \a  sm^a^  sin^e  sm^c^  cos^/f 

m'^a  sir^^c+sin^^a^  sin*^Ci^2sin^a  sin^a^  sin^c  sin^Ci  cos^^^ 
sin^a    sin\a 
sin  ^  Ol  *  sin  ^  a\ 

sin*\b  m*^c,+^m*^6,  sin*^c—2sm\b  sin^bt  sin\c  sin^Ci  cos^j^ 

sin^\b  sin*^c+sin*^bi  sin* ^c^-^ 2 sin ^b  sin^b^  sin^c  sin^Ci  cos^^^' 

Der  Beweis  der  Formeln  unter  IQa.,  jedoch  ohne  Berticksichtigang 
des  zugeordneten  Vierecks,  ist  von  Herrn  Professor  C.  W.  Banr  in  seiner 
schätzenswerthen  Abhandlung  im  Julihefte  von  1801  in  dieser  Zeitschrift 
gegeben  worden,  und  ihm  gebtlhrt,  wie  ich  auch  dankbar  anerkenne ,  das 
Verdienst,  die  Formeln  unter  Illa.  zuerst  aufgestellt  zu  haben.  Ich  bin 
auf  die  Sätze  unter  III  a.  und  IVa.  durch  die  Verallgemeinerung  der  For* 
mein  III c.  und  IV c,  die  an  der  betreffenden  Stelle  bewiesen  werden,  ge- 
kommen ,  habe  jedoch  bis  jetzt  noch  keinen  Beweis  für  dieselben  gefha« 
den.  Von  ihrer  Richtigkeit  kann  man  sich  indess  durch  Rechnung  flber- 
zeugen. 

Mit  Hilfe  des  Polarvierecks  auf  der  Kugel,  welches  zu  dem  nrsprQng- 
lichen  Viereck  wie  ein  Vierseit  sich  verhält,  ergeben  sich  folgende,  den 
Sätzen  nia.  und  IVa.  entsprechende  Beziehungen,  in  denen 

«>  «1» /*!  Pi»  yi  yi 
wie  bisher  die  sechs  Winkel  eines  vollständigen  Vierseits 

«»«i;piPii  y»yi 

Winkelpaare  sind ,  die  bezüglich  den  drei  zugeordneten  Vierseiten  ange- 
hören, endlich: 

c  =(^Ä  +  CD)  — (i9C+^2>), 

t"  =  (CF—AF)  —  {CF-^ÄE) 
gesetzt  worden  sind,    also  bezüglich  die  Unterschiede  der  Gegenseiten- 
summen  oder  Differenzen  des  sphärischen  Vierseits  bedeuten. 

Lehrsatz  III d. 

=  ros"  \  a  cos*  4  «i  +  f^os*  \  ß  cos^  ^  j3, 
+  2cos\acos^ai  cos^ß  cos^ß^  vos\i, 
cos*  J  ß  .  ros*  4  ft  =  cos*  4  /r  cos*  4  /j', 

=  cos*  4  a  cos*  4  ff I  +  ^os*  ^  y  cos*  4  yi 

—  2  cos  4  a  cos  \  «4  cos  4  y  cos  4  Yi  cos  4  c', 
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=:  cos* \ß  cos*  ^ßi  +  cos^ ^y  co^'Jy, 
—  2  cos  ^ß  cos  \ßi  cos  Jy  cos^yi  co5  Ja", 
Lehrsatz  IVb. 
e9s\f   eos^y' 
^[Jt'cös^yi 
_ coi'^a  cos^^ßi  +  co8*{ai  cos^^ß  +  2cos\a  cos 4 «i  cos  4 /?  go5  4/?, j^or^J^ 

fMJ^    C0£4/r 
€W4ft*CO*4^, 

_^coi*4aco*'|yi+  cof'^ai  g05*4y-- 2cq«4^co«4"<  co^^y  cos^y^  cos^a 
^cof^aco^^y+cos^^i  cot^^yt  ''2cos\acos^ai  cos^ycos^yi  cos^i^ 
m\M  eos^a 
cü{Mt'cos^a\ 
^eo^ ^ß cos^^yt+cos* ißi  co8*y—2cos^ßcoslßt  cos\ycos\yi  cos\b' 
^  eo^\ß  cos*  ^y+cos*  ^ßi  cos^  ^yi-^2cos  ^ß  cos  \ß^  cos  ^y  cos  ^yi  cos^s'' 
Lehnsats  2.     Wenn  in  einem  ebenen  Viereck  AB  CD  die  Seiten 
ABzsa^  CD^:^ai^  BC=b^  AD=^b^  und  die  Summe  zweier  Gegenwinkel 
Ai'C  gegeben  sind ,  so  Uisst  sich  stets  ein  zugeordnetes  zweites  Viereck 
Xtifjf   construiren,   welches   dieselben  Seiton   ^'^'  =  a,   C'D'^=^a^^ 
JEfCssb^  A*D'  =  bf  und  dieselbe  Gegenwinkelsumme  nur  in  verkehrter 
Ltge  enthält,  so  dass  B'+D'  =  A  +  C  und  folglich  auch  A'  +  C  =  B  +  I). 
Beweis.    Denkt  man  sich  die  Seiten  a,  Oi ,  6,  6|  des  ebenen  Vierecks 
udie  Punkte  A^  B^  C^  D  drehbar,  so  wird,  wenn  man  B  und  D  einander 
■Ihert,  A  und  C  sich  von  einander  entfernen  oder  umgekehrt  und  die 
Oegeawinkelsumme  A+C  zu-  oder  abnehmen,  je  nachdem  B  +  D  ab- 
oder  zunimmt.     Für  den  speciellen  Fall,  dass  die  Gegenwinkelsummen 
gleich  werden,  also  ^+^=^  +  -^  =  2^^  wird,   erhält  man  das  Kreis- 
fiereck«  Nun  kann  man  aber,  vorausgesetzt,  dass  anfänglich  A-\rC^B+D 
war,  das  Viereck  so  lange  verschieben ,  bis  es  in  die  neue  Lage  Ä  ff  C  D' 
konmt,  in  welcher  -/+  C  =  -»  +  2>,  i?'+  D'  =  A+C  wird.  Nennt  man  in 
diesem  Viereck  das  dritte  Paar  Gegenseiten  (die  Diagonalen)  c   und  c\^ 
während  sie  im  ursprünglichen  c  und  C|  hiessen,  und  setzt  A+C —  {B-^-B) 
=  J,  ako 

^^^A±C—{B+Bl_^^^_^^^^^  ^^^  =(^+C)  — 180», 

foiat: 

Lehrsatz  nie. 

r«c,«  =  c*c\*  =  a«a,«  +  ^*  V  +  2  a«,  bb^  cos  ^J 
and  für  die  beiden  Vierecke  mit  einspringenden  Ecken ,  wenn 

{BAC—  BBC)^{ACB~ABD)  =  ^, 
{CAD  —  CBD)^IäCB^ADB)  =  J' 
^Metst  wird: 
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a*  at*=  a* a\*  =  bH^*  +  (^  Ci*  —  2  bb^  cCi  co8\/f. 
Desgleichen  ist: 
Lehrsatz  IV e. 

£_  c_ a*6,*+g|*6*  +  2aa|  bb^  cos  \J 

Ci* c\      a*ft*  +  a|*6i«  +  2«ai  ft6,  cos\J^ 

b    6^ fl"c,*  +  Ä,*c* — taa^bbx  cos^^ 

bi*b\       a'c*  +  o,*Ci* — 2aaibbt  cot\^* 

flf, 'ö',       ft*c*+6i*Ci*  —  2bbxCCiCos^J"' 

Beweis  von  nie.  und  TVc. 

Es  sei  AC:=:^Xj  BD^=^y^  so  ist  in  den  Dreiecken  ^^Cand  ADC 

ä'  +  b^—x' 


cos  B=^ 


cos  D  = 


2ab 


2a|fti 
Setzt  man  femer : 

fg  =  cos  (i?+2>)  =  cos  B  cosB  —  sin  B  sin  B 


und  substituirt  hierin  die  Werthe  von  cos  B^  cosB,  yi  —  co^B^  ^l-^co^B^ 
so  erhält  man  nach  Hinwegschaffnng  der  irrationalen  Grössen 

Auf  ganz    ähnliche  Weise   ergiebt  sich    aus   den   Dreiecken    ABB 
und  BCD 


cos  A 


cos  C  = 


2a6| 


2a|6 
Da  aber : 

cos  {A'\'C)  —  cos  [360»  —  (5+  />)]  =  fi, 
so  findet  man  durch  dieselben  Operationen,  wie  vorher: 

2) 

4a»6i«         "^         4a,«6«  **  2aai66,  '^ ' 

Entwickeln  wir  zunächst  die  zusammengesetzten  Ausdrücke  in  l)  and 
2),  ordnen  1)  nach  der  Hauptgrösse  x^  2)  nach  y  und  rednciren  beide  Glei- 
chungen auf  Null ,  so  ergiebt  sich : 

0  =  j?*  (a«6*  +  öj«  V  —  2  ^aöj  *6,) 

—  4  a«  «1«  6*  6/  (1  —  ^«). 
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'  j    +  0»  6,«  («,»  +  6«)«  +  «,«  6«  (««  +  6j»)«  —  2  fi  a  a,  6  6,  (a«  +  6,«)  (a,«  +  6«) 

Setsen  wir  hierin  zur  Abkürzung : 

aOf  +  66|  =  -4, 

ö  6i  -|-  öi  6  =  C, 
a»  +  öi*  +  ^'  +  V=^ 

10  ergeben  sich  aus  3)  und  4)  für  x  und  y  die  einfacheren  Bedingungs- 
gleichnngen : 

5)  0=:jr*[P«— 2  (l+|*)i)^—2Sa:«  +  [^«— 2(1+^)2)«]  [C*—2{l+ii)D^], 

6)  0  =  y«[C«-2(l+fi)2>»]-25y«  +  [^«— 2(l+^)2>»][2?*— 2(l+|i)2>«], 
tu  denen  ^  und  ^  gefunden  werden : 

^^5+ y/{^«-[^>-2(l+ft)2>«]  [2?«-2(l+rt^']  [C'-2{i+(,)I^]\ 
^  ^«  — 2(l  +  fi)Z>« 

c.    ,_^  +  y{5«-M»~2(l+ft)/^][2?»-20+ft)/>«][C«-20+ft)2>«]j 
^*^'~  C«— 2(l  +  ^)/>« 

Die  Anzahl  der  positiven  Wurzeln  von  x  und  y^  die  hier  allein  in 

Betracht  kommen  können,  reducirt  sich  auf  zwei  für  jede  Grösse,   also  im 

Gänsen  auf  vier.     Nun  kommen  in  beiden  Gleichungen  als  Bestimmnngs- 

stfieke,  sowohl  fQr  x^  als  für  y  die  Grössen  a,  Oj ,  6,  6i  und  fi^  d.  h.  die  Co- 

sbai  der  Gegenwinkelsumme  ^-f-C  oder  B-^-D  vor.    Aus  vier  Seiten  aber 

und  einer  Gegenwinkelsumme  lassen  sich  nach  dem  2.  Lehnsatze  zwei  von 

einander  verschiedene  Vierecke  construiren ,  die  wir  zugeordnete  genannt 

haben.    Die  vier  von  einander  verschiedenen  positiven  Wurzeln  der  Glei- 

ehnngen  3)  und  4)  stellen  die  vier  von  einander  verschiedenen  Diagonalen 

dieser  beiden  Vierecke  dar ,  und  es  kommt  nur  darauf  an ,  zu  bestimmen, 

welche  von  den  Wurzeln  als   zusammengehörige  Diagonalen  eines  und 

detselben  Vierecks   zu   betrachten   sind.     Erwägt  man   zu  dem  Zwecke, 

dass  bei  Verschiebung  des* Vierecks  ABCD  die  Verlängerung  der  einen 

Diagonale  eine  Verkürzung  der  anderen  nach  sich  zieht,   so  kann  kein 

Zweifel  obwalten ,  dass ,  wenn  c  und  c^  die  Diagonalen  des  ursprünglichen 

c  nod  c\  die  Diagonalen  des  zugeordneten  Vierecks  sind ,  ihnen  folgende 

Werthe  zukommen  müssen: 


*  ~C«— 2(1+^)2/«' 
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.,_  s—ys*—t 

"     ~~5»— 2(l+j»)Z)»' 

.,_  s+ys*^ 

worin : 

r=  [^»-2(l+^)i?»]  [B«— 2(1+^)2)»]  [<?•— 2(l  +  ^)i>»] 
gesetzt  worden  ist.     Hieraus  ergiebt  sich  aber  durch  Multiplicstion : 

T 

und 

^   c^  _  T     [C«— 2(l+ft)/>']' 

c,»'cV~[Ä»— 2  (!+(*)/)»]*■  T 

woraus  folgt: 

10^  1    c    _C«-2(l  +  ft)Z>« 

^  c/c,~Ä«— 2(l+f*)Z>«' 

Bedeatet  ferner  ^f  den  Unterschied  der  Gegenwinkelsummen 

A  +  C—{B+D), 

so  iist: 

ro5^z/  =  —  cos{B'^D)  =  —  ^ 

oder 

fi  =  —  cos  ^J. 

Snbstituirt  man  in  9)  nnd  10)  statt  f&  den  letztgefundenen  Werth  nnd 
ersetzt  die  Buchstaben  A^  B^  C,  D  durch  die  oben  angegebenen  AasdrflckBi 
so  erhält  man  die  ersten  Formeln  unter  den  Lehrsätzen  III c.  und  IVe. 
Die  übrigen  Formeln,  welche  sich  auf  die  Vierecke  mit  einspringenden 
£oken  ACBD  und  ADBC  beziehen,  werden  durch  eine  ähnliche  Ent- 
Wickelung  erhalten. 

Lehrsatz  III d.    In  jedem  Vierseit  in  der  Ebene  ist: 

cos  \y  •  C08\yi  =  cos  \a  cos  ^ax+  cos  ^ß  cos  \ßi. 

Beweis.  Bekanntlich  besteht  zwischen  irgend  welchen  drei  Winkeln 
jT,  y,  z  folgende  goniometrische  Beziehung : 

a)   sin  (s  +  y)  sin  (y  -j-  z)  =  cos  x  cos  z  —  cosy  cos  [x  -J-y  +  2). 

Setzt  man  hierin : 

so  ist: 

8in^{a  +  ß)  sinl{ai  +  ß)==cos  ^a  cos  ^ai  —  cos  \ß  cos l{a  + ai  + ß) 
oder  da  «  +  /J=  180»+  yi,  «I  +  /3  =  180»— y 

cos  ^y  cos  4/1  =  cos  ^a  cos  |oi  +  cos  j^ß  cos  ^j3|. 
Lehrsatz  lYd.     Desgleichen: 

cos  |y  cos  \a  cos  ^ßt  +  cos  4^1  cos  ^ß 

cos  Jyi       cos  la  cos  \ß  +  cos  ^aj  cos  4ft* 
Beweis.    Zwischen  den  beliebigen  Winkeln  Xj  y^  z  cxbtirt  auch  die 
ücJatiou : 
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, .  sin  (ar+y) <^<>*  y  cos  z  —  cos  x  cos  {x  +  y  +  z) 

«in  (jy  +  z)      cos  »  eos  y  —  cos  z  cos  {x  +  y  +  z)  * 

mos  der  man  dnreh  dieselben  Substitutionen  wie  im  vorigen  Beweis  zu- 
nächst 

fm  |(»  +  /?)  eos-^ß  cos  ^«i  —  cos  \a  cos^{a  +  fl+at) 

*m  J(«|  +  ^       cos  ^a  cos  ^ß  —  cos  ^a^  cos  ^{0-^- ß+üi) 

nnd  weiter  den  aufgestellten  Satz  enthält. 

Zur  VervollsUlndigung  des  Ganzen  stellen  wir  endlich  noch  die  Lehr- 
sätze vom  Kreisviereck  und  Kreisvierseit  auf  der  Kugel  und  in  der  Ebene 
anter  V.  und  VI.  zusammen,  die  sich  aus  den  allgemeinen  Sätzen  ohne 
Mähe  ableiten  lassen,  dadurch,  dass  Jj  /f,  /[\  e,  e',  e"  Null  werden  lässt, 
wodarch  je  zwei  zugeordnete  Vierecke  oder  Vierseite  in  ein  einziges, 
nämlich  das  Kreisviereck  oder  Kreisvierseit,  übergehen  und 

a'  =  a ,     ft'  ==  6 ,      c'  =  c, 
ö',  =  fl, ,  h\  =  6, ,   c\  ==  r, , 

«'  =  «,  ff=^ßy  y^=yj 
«1  =  «1 »  /3',  =  ft  ,  /,  =  yt 
wird.  Man  kann  dieselben  jedoch  auch  unabhängig  von  den  allgemeinen 
Formeln  mit  Hilfe  ähnlicher  goniometrischer  Relationen  wie  a)  und  b) 
1>ewei8en,  dadurch,  dass  man  die  sphärischen  oder  ebenen  Radien  nach 
den  Ecken  oder  den  Berührungspunkten  zieht  und  die  Seiten  des  Vierecks 
oder  die  Winkel  des  Vierseits  als  Functionen  des  Radius  und  der  zuge- 
hörigen Mittelpunktswinkel  ausdrückt,  wie  bei  Lehrsatz  Va.  und  Via., 
Y6.  und  VI  fr.  geschehen  soll. 

Lehrsatz  Va.    In  jedem  sphärischen  Kreisviereck  ist 
sin  |[c  sin  J c^  =  sin  | a  sin  ^Ot  +  sin  ^b  sin  ^ b^ 
und 

Lehrsatz  VI/i. 

sin  J r  __  «»  \a  sin  4 ^i  +  *»»  ^«1  sin  ^b 
sin  I Ti  sin  ^a  sin  ^b  +  sin  ^ «i  sin  ^ b^  * 

Beweis.  Zieht  man 'vom  Pol  0  des  um  AB  CD  beschriebenen  Kreises 
die  vier  sphärischen  Radien  OAy  OB^  OC,  OD  und  setzt  Winkel  A0D=ss2Xj 
C0D=^2y,  B0C=:2z^  so  ist  A0B  =  9G0^ —  2{x +y +  z)  und  wenn  9 
den  sphärischen  Radius  des  um  AB  CD  beschriebenen  Kreises  bedeutet: 

smQ 

sin  la, 
siny=     .*     , 
stnQ 

sin  1  b 

sm  Q 

sin  JA, 
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stn  Q 
Seist  man  diese  Werthe  in  folgende ,  zwischen  den  Winkeln  j?,  y^  z 
überhaupt  bestehende  Gleichungen: 

c)    sin  (x  +  y)  sin(jy  +  z)  =  sinxsinz  +  siHy  sin  {9 -^^ y  +  z)^ 
.  sin  {x+y)  ^^sin  y  sin  z  +  sin  x  sin  {x  +  y  +  z) 

sin  (y  +  z)       sin  x  siny  -^  sin  z  sin  (x  +  y  +  zy 
so  resultiren  \a.  und  Via. 

Lehrsatz  Y^.     In  jedem  Kreisvierseit  auf  der  Kugel  ist : 
cos  ^Y  cos ^Yi  ==  cos ^a  cos^ui  +cos^ß  cos^ßi 
und 

Lehrsatz  Ylb. 

cos  \Y cos  ^a  cos  ^ßj  +  cos  ^oi  cos  ^ß 

cos  ^yj  cos  ^a  cos  ^ß  +  cos  ^Oi  cos  ^  jSi  * 
Beweis.  Bedeutet  0  den  Pol  des  in  das  Yierseit  ÄBCD  einge- 
schriebenen Kreises,  so  werden  die  Bogen  OÄy  OBj  OCy  ODj  OEy  OF 
die  betreffenden  Winkel  a,  «i,  /},  ß^^  yyYi  halbiren.  Zieht  man  femer 
nach  den  Berührungsstellen  1,  2,  3,  4,  die  bezüglich  zwischen  Aj  J?,  C,  2>,  A 
liegen,  die  sphärischen  Radien  Ol,  02,  03,  04  und  setzt  <l02  =  2x, 
<203  =  2y,  304  =  2«,  so  ist: 

•    /     I       IN       cosla 
stn{x+y+z)=^-^, 

cos  Ja, 

COSQ 

cos  iß 

COSQ     ^ 

cos\ßi 
smz  = *^-^, 

cos  Q 

•   /    I           coshy 
sm(y  +  zi=s ^^, 

^  COSQ 

stn(x  +  y)ss iii. 

^  ^  SOS  Q 

Führt  man  diese  Werthe  in  die  Relationen  nuter  c)  und  d)  ein ,  so  er- 
hält man  V  fr.  und  VI fr. 

Für  das  ebene  Kreisviereck  gelten  ferner: 
Lehrsatz  Vc. 

CC|  =  aa,  -f-  frfr|. 
Lehrsatz  VIc. 

c  a  fr|  -{-  Ol  fr 

Ci        öfr  -f"  fl|  fr,  • 

denen  für  das  ebene  Kreisvierseit  dual  sind : 
Lehrsatz  \d, 

cos  Jy  cos   J  y,  =  C05  |a  COS  J  DT,  -{•  COS  }^ß  COS  ^ß^ 
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und 

Lehrsatz  Yld, 

cos  4y cos\a  cos  ^ßi  +  cos  ^a,  cos  \ß 

cos^Y^      cos^a  cos  ^ß-^cos  ^ui  cos  ^ßi' 
Merkwürdig  ist  hierbei ,  dass  die  Formeln  für  das  sphärische  und 
ebene  Kreisvierseit  genau  dieselben  sind  und  dass  auch  die  Relationen  am 
ebenen  Kreisvierseit  sich  von  denen  des  allgemeinen  ebenen  Vier- 
seits  darch  Nichts  unterscheiden. 


vn. 

Formeln  imd  Tafeln  zur  AoflöBung  venchiedener  hypso- 
metrischer Aufgaben. 

Von  Prof.  RoGG  zu  Ehingen  a.  D. 


1    Teber  die  Laplaee-Ohm'sche  BarometerÜNnoeL 

1. 
£a  beieichne 

^  die  mittlere  Polhöhe  der  beiden  Beobachtungsplätze; 

b'  and  b"  die  beobachteten  Barometerstände  an  der  unteren  und  oberen 

Station; 
T   nnd  T '  die  beiden  Qaecksilbertemperatnren ; 
{  nnd  f  die  beiden  Lufttemperaturen; 
m   den  Ansdehnungscoefficienten   der  atmosphärischen  Luft  durch  die 

Wärme; 
M  den  Modulus  der  gemeinen  Logarithmen; 
if  =  0170312*  den  Halbmesser  einer  Kugel,  welche  mit  dem  Erdsphäroid, 

nach  den  von  B  e  s  s  e  1  aus  den  Breitengradmessungen  abgeleiteten 

Dimensionen,  den  gleichen  Inhalt  und  die  gleiche  Oberfläche  hat; 
K^=  18336"  den  von  Ramend  für  das  Niveau  des  Meeres  und  die  geo- 

graphbche  Breite  45®  angegebenen  Barometercoefflcienten ; 

1  —  0,002588.  CO*  2  ij;  ^* 

ir  =  rir. {i+4(r  +  o«l; 

io  gilt  nach  Laplace  unter 

IT  nnd  B^'  die  auf  den  Gefriei-punkt  redncirtcn  Barometerhöhen  an  der 
unteren  und  oberen  Station , 
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und  unter 

X  den  gesuchten  Höhenunterschied  verstanden, 
die  Gleichung: 

oder,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  -^t— —  addirt. 

Nach  Dr.  6.  S.  Ohm  (Grandzüge  der  Physik,  S.  101)  ist 
2-)  x(l-Jt^^  =  £'.Log^, 

oder,  mittelst  Auflösung  der  Klammer: 

2. 

Zieht  man  die  Ohm 'sehe  Gleichung  2*)  von  der  Laplac  ersehen  1*) 

ab ,  so  bleibt  ^        .     Dieser  Ausdruck  giebt  den  Betrag  der  kleinen  Cor> 

rection  fUr  die  Luftsäule  x  wegen  Abnahme  der  Intensität  der  Schwere 
von  unten  nach  oben ,  welche  bekanntlich  im  umgekehrten  Verhältniss  des 
Quadrats  der  Entfernung  vom  Mittelpunkt  der  Erde  stattfindet.  Sie  be- 
ruht also  auf  keinem  falschen  Princip ,  muss  aber  gleichwohl  aus  der  For- 
mel 1^)  entfernt  werden.     Hiermit  hat  es  folgende  Bewandtni<s. 

Bezeichnet  man  mit  g'  und  g"  die  Intensitäten  der  Schweren  an  der 
unteren  und  oberen  Station,  so  gilt  der  Ausdruck: 

Die  Luftsäule,  welche  der  Quecksilbersäule  des  Barometers  das 
Gleichgewicht  hält,  hat,  was  Dr.  G.  S.  Ohm  (GrundzUge  der  Physik, 
S.  183)  zuerst  gezeigt,  die  Form  eines  abgekOrzten  Kegels,  dessen  Spitse 
im  Mittelpunkt  der  Erde  liegt.  Bezeichnen  wir  daher  mit  f  und  f'  die 
Grössen  der  Querschnitte  dieses  Kegels  in  den  Entfernungen  A'  und 
{H^+  x)  vom  Mittelpunkt  der  Erde,  so  gilt  der  Ausdruck: 

folglich  das  Product  aus  den  Gleichungen  a)  und  b) : 

Es  bezeichne  nun  dx  ein  Increment  der  Höhe  o*,  Ü  und  D"  die  Dich- 
tigkeiten der  atmosphärischen  Luft  in  den  Entfernungen  Bl  and  {Bl  +  ar) 
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Tom  Centrnm  der  Erde,  G'  und  G"  die  Gewichte  der  Luftsäulchen  dx  ,f' 
nni  dx.f^j  so  gelten  die  Gleicbungen: 

G'  =  dx  .f'  ,g\  D\ 
G"=  dx  .  f'\ g\  D'\ 
folglich  wegen  c) : 

d)  C  :  G"  =  />' :  Z>". 

Diese  Proportion  zeigt,  in  Verbindung  mit  Gleichung  c),  unzweideutig 
an,  diss  die  Correction  für  x  wegen  Abnahme  der  Schwere  mit  der  Er- 
hebnng  Über  den  Meeresspiegel  durch  die  neue  von  Ohm  nachgewiesene 
Correction  wegen  der  konischen  Form  der  Luftsäule ,  welche  der  Queck- 
silbersäule des  Barometers  das  Gleichgewicht  hält ,  aufgehoben  wird.  Eine 
nothwendige  Folge  hiervon  ist ,  dass  der  Theilsatz 

aas  der  Laplac ersehen  Gleichung  1^)  verbannt  werden  muss. 

3. 

Es  unterliegt  also  keinem  Zweifel,  dass  die  Ohm'sche  Formel  die 
geoanere  ist,  obwohl  der  Unterschied  zwischen  ihr  und  der  Laplace*- 

sehen  \  =  ^ )  nicht  gross  sein  kann;  für  1800  Toisen  z.  B.,  ein  Höhen- 
unterschied, wie  er  nur  in  Hochgebirgen  vorkommt,  beträgt  der  Fehler 
kaom  1  Toise. 

Die  Ohm* sehe  Gleichung  2^): 

oder,  wegen  K'=vK{\  +  at)\ 

3)  a^  =  rir(l  +  «0(^^^^  +  -^j. 

wenn  man  zur  Abkürzung 

setzt,  lässt  sich  leicht  auf  eine  für  die  logarithmische  Berechnung  be- 

qoeme  Form  bringen.     Denn  unter  allen  Umständen  ist  -^  eine  kleine 

iMx 
GröMO,  also,  da  2^<l ,  nur  umsomehr  -— ,*- .   Für  die  Berechnung  dieses 

Quotienten  darf  man  daher,  ohne  von  der  Genauigkeit  etwas  aufzuopfern, 
•ehreiben : 

j?  =  r  AT  (1  +  a/) .  Log  ^n 
folglich : 

ZMUtkrifl  f.  MäthemMtik  o.  Physik,  VH,  3.  \^ 
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Setzt  man  daher 

80  geht  Gleichung  3)  über  in 

Um  die  in  der  Luft  befindliche  Feuchtigkeit  mit  in  Rechnung  zu  neh- 
men, setzt  Laplace  den  Coefficienten  a  für  die  lOOtheilige  Scale  gleich 
?5(r>   ^^'  ^^®  SOtheilige  Scale  ist  folglich  o==:,j^.     Für  die  Bestimmung 

2M    (vI^Y 

des  sehr  kleinen  Bruches  — zrj 7^  darf  man ,  ohne  der  Genauigkeit  einen 

R  .V A 

merklichen   Eintrag  zuzufügen,   v=l   und  A^=^K'=^\2!^^   setsen.     Bei 

diesen  Unterstellungen  ergiebt  sich  aber : 

(  1  H -^    /  )  o  =  0,0050124605, 

\  H  •V  A    J 

oder,  da /=  4  (/'  +  /")  ist: 

Hiernach  geht  Gleichung  4)  über  in 

B' 

5)'  x  =  »^.  {1  +  0,0025007.  (r+r')}  .Log--77. 

4. 

Der  Anwendung  dieser  Formel  muss  eine  Reduction  der  beiden  Baro- 
meterstände auf  0°  Temperatur  vorangehen;  oder  es  muss,  was  bequemer 
ist  und  der  Genauigkeit  nicht  schadet,  der  Barometerstand  der  oberen 
Station  auf  die  Temperatur  des  Quecksilbers  an  der  unteren  Station  redu- 
cirt  werden. 

Der  Ausdehnungscoefficient  des  Quecksilbers  ist  bekanntlich  für 
jeden  Grad  der  SOtheiligen  Scale  gleich  ^^^ir«     ^^^  muss  folglich 

6"  mit  6"  (l  +  l^) 
\  4440  / 

und 

B'  b' 

Log  -^  mit  Ta^q  j 

vertauschen,  und  dann  geht  Gleichung  5)  über  in 

6)  x===vA.  {1+0,0025067  .  (/'+/")}  .Log-g. 

5. 

Für  die  Berechnung  terrestrischer  Höhenunterschiede  sind  fünfstellige 
Logarithmen  stets  ausreichend.  Die  Mantissen  derselben  ändern  sich  aber 
von  der  Zahl  4440  an ,  vor  und  rückwärts,  um  10  Einheiten  der  fünften  De- 
cimalbruchßtelle.     Afan  darf  daher  schreiben: 


Von  Prof.  ROGO.  147 

Log  ß  =  Log  6"+  0,00010  .  (r'  — t"). 
Und  setzt  man 

Log  b'  —  Log  ß=zu^ 
^  •  1 1  +  0,0025007  .  (/'+  /")  j  =  ^', 
10  gebt  Gleichung  G)  in  folgende  über : 

a?  =  p .  A\  {Log  h'  —  Log  ß)  =  vA'u 
ader 

7)  Log  X  =  Log  u  +  Log  A'  +  Log  v , 

wolagA\  mit  dem  Argument  {t'-^t")^  ans  Tafel  L  und  Logv,  mit  dem 
Argument  ^,  aus  Tafel  II.  entlehnt  werden  kann,  und  wobei  x  in  Toisen 
gelesen  werden  muss. 

Die  Scale  des  Barometers  darf  nach  beliebigem  Maass  getheilt  sein, 
die  Temperaturen  aber  müssen  in  Graden  der  SOtheiligen  Scale  angegeben 
werden« 

Ich  will  nun  den  Gebrauch  der  obigen  Formel  7)  durch  ein  Beispiel 
erllatem. 

Nach  den  Beobachtungen,  welche  Alexander  y.  Humboldt  an  der 
Oberfläche  des  Meeres  und  auf  dem  Chimborasso  angestellt  hat,  war: 
b'  =  337*- ,79     T  .  .  .  =r  +  20^,24  R.  t'  =  +  20^24  R. 

6"=  167,20       T"...  =  -f-    8,00  /"=—    1,28 


♦  =  1M5'       t'-t"=  +  12/24         r  +  <"=  +  18,96  =  +  19^ 


Log  6  =  2,22324 
+  122 


Logß  ^=  2,22440 

Log  b'  =  2,52865 

u  =  0,30419 


Log  X  =  3,47905 
X  =3013^,4 

=  18080,4  Par.  Fuss. 
Will  man  nach  der  genauen  Formel  von  Ohm: 


Zoöf^'  =  3,99478 
Log  u  =  9,48314 
Log  V   =  0,001 13 


x\l  —  K'.—j=k  .Log^, 


rechnen,  so  entsteht  eine  Arbeit,  welche  im  Vergleich  zur  vorhergehen- 
dsn  sehr  weitläufig  ist.  Ich  beschränke  mich  deshalb  auf  die  Angabe  der 
Hanptmomente. 

Cfd.  Log  (1—0,002538  .  cos  2t^)  =  0,0011233 

Log  K,  d.  i.  Log  18336 =  4,2033046 

Log  (1  +  «/),  d.  i.  Log.  1,0475185  —  0,0201018 
Log  K' =4,2845897 

Log^-^ =3,1346536 

Log—— =7,4192433 

R 

i^iil^ =o,wra4;i 


VO 


% 
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Tafel  L 

Logarithrans  A'  mit  dem  Argument  /'  +  /". 


+  0° 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

0 

10 

11 

12 

13 

14 

15 

10 

17 

18 

10 

20 

21 

22 

23 

24 

25 

20 

27 

28 

29 

30 

31 

32 

33 

34 

35 

30 

37 

Ö8 

r.o 

40 


3,97457 
500 
075 

890 
908 

3,98105 
213 
319 
420 
532 
038 
744 
850 
055 

3,99000 
105 
209 
374 
478 
582 
085 
7H8 
892 
994 

4,00097 
199 
301 
403 
505 
000 
707 
808 
909 

4,01009 
110 
210 
309 
400 
508 
007 


0,2 


0,3 


0,4 


0,5 


0,0 


0,7 


0,8 


408 

479 

400 

501 

512 

523 

533 

577 

588 

500 

009 

020 

031 

642 

080 

007 

708 

719 

730 

740 

751 

794 

805 

815 

820 

837 

848 

a^o 

901 

911 

022 

933 

944 

054 

005 

009* 

020* 

031* 

042* 

053* 

003* 

074* 

HO 

127 

138 

140 

159 

109 

180 

224 

234 

245 

255 

200 

276 

287 

330 

341 

351 

302 

373 

383 

393 

437 

447 

458 

408 

479 

489 

500 

543 

553 

504 

574 

585 

505 

006 

049 

050 

070 

081 

091 

702 

712 

755 

7(^5 

770 

780 

797 

807 

818 

801 

871 

882 

892 

903 

013 

924 

900 

070 

087 

997 

007* 

018* 

028* 

071 

081 

002 

102 

113 

123 

134 

170 

180 

197 

207 

218 

228 

230 

280 

200 

300 

310 

321 

331 

341 

385 

305 

400 

410 

427 

437 

448 

488 

400 

500 

520 

531 

541 

551 

592 

003 

013 

024 

034 

644 

655 

005 

700 

710 

720 

737 

747 

757 

798 

800 

810 

829 

840 

850 

860 

902 

013 

023 

934 

944 

054 

064 

004* 

014* 

024* 

034* 

045* 

055* 

065* 

107 

117 

128 

138 

149 

150 

160 

209 

210 

230 

240 

250 

260 

270 

311 

321 

332 

342 

352 

302 

372 

413 

423 

434 

444 

454 

404 

474 

515 

525 

530 

540 

556 

506 

576 

010 

020 

030 

040 

657 

607 

677 

717 

727 

737 

747 

758 

708 

778 

818 

828 

838 

848 

859 

$00 

870 

919 

020 

039 

949 

000 

070 

080 

019 

020 

030 

049 

059 

000 

070 

120 

130 

140 

150 

100 

170 

180 

220  t 

230 

240 

250 

200 

270 

280 

319 

320 

330 

349 

359 

360 

379 

419 

420 

439 

449 

459 

408 

478 

518 

528 

538 

548 

558 

507 

577 

017 

027 

037 

047 

050 

060 

676 

543 

653 

762 

870 

076 

085* 

191 

297 

404 

510 

616 

723 

828 

034 

030* 

144 

240 

352 

458 

562 

665 

707 

871 

074 

070* 

170 

281 

383 

485 

580 

687 

788 

889 

000 

080 

100 

200 

380 

488 

587 

686 


0,9 


554 

664 

773 

880 

987 

095* 

202 

308 

415 

521 

627 

733 

830 

945 

049* 

155 

250 

303 

408 

572 

675 

778 

881 

087* 

189 

20i 

303 

496 

5oa 

69T 


89^ 

99^ 

09O 

20O 

30C^ 

399 


597" 
696^ 
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•  .    .^    ^  ^  «■    ..    . 


Log.  tf  —  2,5200625 

log,  B''=  2,2224531 

u  =  0,3^12004 

Man  hat  daher  (nach  Ohm) : 

0,0073743  .  X  =  0,3042094 .  A'. 
Hieraas 

X  =  5873"%6  =  3013^,(J, 
eio Resultat,  von  welchem  daä  obige,  nach  der 
abgekflrsten  Ohm'schen  Formel  berechnete  nur 
om  0^,2  abweicht,  eine  Difterenz,  welche  bei 
«inem  Höhenunterschied  von  mehr  als  18000  Par. 
Tills  gar  keine  Beachtung  verdient. 

Berechnet  man  die  Höhe  des  Chimborasso 
nach  der  ursprünglichen  Formel  von  Laplace, 
«0  kommt : 

5870",13  =  3016^,4 


Tafel  n. 

Argument  ijn 


Hiervon  ab  (Art.  2) 


X 


—  =:       2,8 


Bleibt  3013,6 
Die  genaue  Oh  mische  Formol  gab  3013,0 

Differ.  Ö7o~ 
Die  von  Ohm  angenommenen  Coefficienten : 
-*"  s=  18316",21  und  a  =  0,003065  (für  die  lOOthei- 
li^e  Scale)  beziehen  sich  auf  völlig  trockene 
liUft.  Dies  geht  aber  nur  an,  wenn  man,  wie 
Bessel  es  gethan,  ^as  Resultat  nach  dem  Stand 
des  Psychrometers  corrigirt.  Lässt  man  aber 
diese  Correction  ausser  Acht  und  rechnet  mit 
den  von  Ohm  angenommenen  Constanten,  so 
ergiebt  sich,  wie  Herr  Prof.  Dr.  C.  A,  F.  Peters 
(Astr.  Nachr.  No.  963)  nachgewiesen  hat,  ein  Re- 


0° 

5 
10 
15 
20 
25 
30 

30 
31 
32 
33 
34 
35 
36 
37 
38 
30 
40 
41 
42 
43 
44 
45 


Log.  V 


+  0,00113 

Hl 

lOG 

0,00008 

87 

73 

56 

0,00056 
52 


•  -49 

45 

41 

38 

34 

31 

27 

23 

20 

10 

12 

0,0008 

4 

0,00000 

Log  V  ist  subtrac- 
tiv,  wenn 

i/;>45«; 
additiv,  wenn 

tf;<45^ 


90 
85 
80 
75 
70 
65 
60 

60 
59 
58 
57 
56 
55 
54 
53 
52 
51 
50 
49 
48 
47 
46 
45 


•oltat,  welches  für  grössere  Höhenunterschiede 
^m  ein  Erhebliches  kleiner  ausfällt,  als  dasjenige,  welches  nach  der 
liSplac ersehen  Barometerformel  herauskommt;  für  den  Chimborasso 
E.  B.  maeht  diese  Differenz  —  50  Par.  Fuss. 

Um  das  in  Pariser  Füssen  erhaltene  Resultat  bequem  und  sicher  auf 
Meter,  englische,  Wiener,  oder  preussische  Fusse  zurückzuführen,  kann 
man  sich  Tafel  III.  bedienen. 
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Tafel  HL 

Eeduction  der  Pariser  Fusse  auf  Meter ,  englische ,  Wiener  un 

rheinländische  Fusse. 


A. 

Meter. 

Par.  F. 

Meter 

Par.  F. 

Meter 

Par.  F. 

Meter 

Par.  F. 

M( 

1 

0.325 

10 

3.248 

100 

32.484 

1000 

32- 

2 

0.650 

20 

6,497 

200 

64.968 

2000 

641 

3 

0,975 

30 

9.745 

300 

97.452 

3000 

97- 

4 

1.209 

40 

12.994 

400 

129.936 

1000 

1291 

5 

1.624 

50 

16.242 

500 

162.420 

5000 

162 

6 

1.949 

60 

10.490 

600 

194.904 

6000 

1941 

7 

2.274 

70 

22.739 

700 

227.388 

7000 

227: 

8 

2,599 

80 

25.987 

800 

259,872 

8000 

25» 

0 

2.924 

90 

29.236 

900 

292.355 

9000 

292: 

10 

3.248 

100 

32.484 

1000 

324.839 

10000 

324 

B 

.    Engli 

sehe  I 

^usse. 

Par.  F. 

Engl.  F. 

Par.  F. 

Engl.  F. 

Par.  F. 

Engl.  F. 

Par.  F. 

Eng 

1 

1.066 

10 

10.658 

100 

100,577 

1000 

106 

2 

2.132 

20 

21.315 

200 

213453 

.  2000 

213 

3 

3,197 

30 

31.973 

300 

319.730 

3000 

319 

4 

4,263 

40 

42.631 

400 

426.300 

4000 

426 

5 

5.329 

50 

53.288 

500 

532.883 

5000 

532 

6 

6.395 

60 

63,946 

600 

639.459 

6000 

639 

7 

7.460 

70 

74.604 

700 

746.036 

7000 

746 

8 

8.526 

80 

85.261 

800 

852.612 

8000 

852 

0 

9.592 

90 

95.919 

900 

959.189 

9000 

959 

10 

10.658 

100 

106.577 

1000 

1065.765 

10000 

1065 

C.    Wie 

ner  Fi 

isse. 

Par.  F. 

Wien.F. 

Par.  F. 

Wien.F. 

Par.  F. 

Wien.  F. 

Par.  F. 

Wie 

1 

1,028 

10 

10,276 

100 

102.761 

1000 

102 

2 

2.055 

20 

20,552 

200 

205.521 

2000 

205 

3 

3.083 

30 

30.828 

300 

308,282 

8000 

308 

4 

4.110 

40 

41.104 

400 

411.042 

4000 

411 

5 

5.138 

50 

51,380 

500 

513,803 

5000 

513 

6 

6.166 

60 

61.656 

600 

616.563 

6000 

616 

7 

7,193 

70 

71,932 

700 

719.324 

7000 

71€ 

8 

8,221 

80 

82.208 

800 

822,084 

8000 

822 

0 

9.248 

IK) 

.    92.484 

900 

1>24.845 

9000 

924 

10 

10.270 

100 

102.761 

1000 

1027.605 

10000 

1027 

Von  Prof.  ROGG. 


151 


(Zu  Tafel  HL] 

D 

.    Rheinländischo  Fusse  (Dänemark  u 

ad  Preu 

ssen). 
Rheinl.  F. 

Pij.F. 

Rh.  F. 

Par.F. 

Rh.  F. 

Par.F. 

Rh.  F. 

Par.F. 

1 

1.035 

10 

10.350 

100 

103.500 

1000 

1035,003 

2 

2,070 

20 

20.700 

200 

207.001 

2000 

2070.006 

3 

3.105 

30 

31.050 

300 

310,501 

3000 

3105.010 

4 

4,140 

40 

41,400 

400 

414.001 

4000 

4140.013 

5 

5.175 

50 

51.750 

500 

517,502 

5000 

5175.016 

6 

6.210 

60 

02,100 

600 

621 .002 

6000 

6210.019 

7 

7.245 

70 

72.450 

700 

724,502 

7000 

7245.023 

8 

8,280 

80 

82.800 

800 

828.003 

8000 

8280,026 

9 

9,315 

00 

93.150 

900 

931,503 

9000 

9315.029 

10 

10,350 

100 

103.500 

1000 

1035.003 

10000 

10350.032 

IL    Bareclmniig  terreftrisoher  Höhennntersoniede  ans  beobachteten 

Zenithabständen  mit  Bücksioht  anf  den  Stand  der 

meteorolog^chen  Instrumente. 

6. 

Die  trigonometrische  Bestimmung  des  Höbennnterscbiedes  zweier 
terrestrischer  Punkte  M  und  M'  gründet  sich  zunächst  auf  die  Kenntniss 
der  Entfernung  beider  Punkte  und  der  Zenithdistanz  des  Punktes  M  vom 
Signal  über  M'  oder  umgekehrt.  Ausserdem  müssen  Mittel  vorhanden 
■ein,  aus  der  beobachteten  Zenithdistanz  die  wahre  herzuleiten,  d.  h.  die 
Einwirkung  der  irdischen  Strahlenbrechung  aus  dem  Besultat  schaffen  zu 
können. 

Um  die  Formel  für  diese  Correction  darzustellen ,  bezeichne  ich  mit 
9  die  lineare  Länge  des  in  der  geometrischen  Erdoberfläche  liegenden 

Bogens  MM'^  die  Toise  als  Einheit  angesehen; 
9  die  geographische  Breite  des  Beobachtungsplatzes  M\ 
zdie  Zenithdistanz  des  Signals  über  M'  von  M  aus  gesehen; 
dz  die  Orösse  der  terrestrischen  Refraction; 

0  =  3272077,14  Toisen  die  halbe  grosse  Achse  (Radius  des  Aequators) 
nnd  6  =  3201139,13  Toisen  die  halbe  kleine  Achse  (Umdrehungs- 
achse),  nach  den  von  Bessel  aus  den  Breitengradmessungen  abge- 
leiteten Dimensionen  des  Erdsphäroids ; 

<s=:l i  die  Ezcentricität  der  Erzeugungseliipse ; 


(1— c*Wn*9)* 
von  90®; 


den  Krümmungshalbmesser  am  Punkt  M  im  Azimuth 
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a  (1 e*) 

Q=  j-  den  Krümmangshalbmesser  am  Punkt  M  im  Azi- 

(1  —  e*  sin^qi)* 

muth  =0; 

—  =  M 1 j  den  reciproken  Werth  des  Krümmungshalbmessers  R 

am  Punkt  M  im  Azimutb  =  45  ® ; 
C  den  Centriwinkel  des  Bogens  &\ 

und  dann  gilt  die  Gleichung: 

für  den  Barometerstand  =337  Pariser  Linien  und  den  Eispunkt.  Für 
jeden  anderen  Barometerstand  b  und  jede  andere  Lufttemperatur  /  (der 
SOtheiligen  Scale)  muss  man  diesen  Ausdruck  nach  Laplace  mit  der 
Formel : 


337        ,     l 
^213 


vertauschen. 

Es  ist  aber,  in  Secunden  gelesen: 


Rstnl 


folglich ,  wenn  man ,  um  abzukürzen : 

1 


R  .stni 


und 

213 


setzt : 


12 .  337 


213 -H< 


oder  {Log  v  =  8,72157  —  10) 

LogJzz=i  Log  (^.b.  j  +  Log  N  +  8,72157  —  10, 

wo  Log  N  mit  dem  Argument  q>  aus  Tafel  V.  entlehnt  werden  kann. 

Beispiel   der  Anwendung.     Sei  Zo^  ^  =  4,00066 ,  5  =  300  Par. 
Linien,  f  s=  10®  R.  und  g)  ==:  48^  so  ist  die  Rechnung  wie  folgt: 

Logd^ =4,00966 

Logb =  2,47712 

Cpl.  Log.  (213  +  0  •  •  •  •  =7,65170  —  10 

LogN =  8,70945  —  10  (Taf.  V.) 

Logconsi =8,72157  —  10 

LogJz =  1,74950 

dz =56 ',17. 
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7. 

Es  bezeichne  h  die  Meeresböhe  des  Punktes  M  und  h'  die  des  Punk- 
tes M\  die  Toise  als  Einbeit  angenommen,  so  gilt  bekanntlich  die  Glei- 
chung : 

(l  H i-j  2R:h'  —  h  =  cotang  \C:  coiang  {z+^z—^C) 

Ji  A-  h 
oder,  ^enn  man  die  sehr  kleine  Grösse  — —  yemachlässigt: 

2/1 

Ä'— Ä  =  2 Ä  •  coiang  {z+Jz  —  i C)  .  fang  ^ C. 
Es  ist  aber  Winkel  C  stets  so  klein,  dass  man,  ohne  von  der  Oenanig- 
keit    etwas  Erhebliches   aufopfern    zu  müssen ,  iang  \  C  mit  arc  \  C  ver- 
tmuBchen  darf;  also :  ^ 

h'— h=^RC.  coiang {z  +  Jz  —  \m). 
Femer  ist,  den  mittleren  Krümmungshalbmesser  als  Einheit  ange- 
Bommen:  ÄC=Ä    *=*; 

Ji 

folglich : 

h'—h  =  ^  coiang  {z  +  ziz^^  N9). 

Beispiel  der  Anwendung.  Sei  Zo^ ^  =  4,0996631 ,  6  =  300  Par. 
Linien ,  f  =  10«  R.,  g)  =  48"  und  «  =  88"  43'  25",  so  ist,  nach  dem  vorher- 
gehenden Artikel  ^  Jz  =  fifi'fi.  und  die  Rechnung  daher  wie  folgt: 

Loge^    .  =4,00966 
LogN   .  =  8,79945  —  10 
Log  (iVd)  =  2^89911 

N^  =  792",7  =  0»  13*  12",7. 

z  =  88"  43'  25",0 
z^2=   0     0  56,2 
88"  44'  20 
\N&  =   0      6  36,4 
z  +  /iz  —  \Nd^  =88"37'44",8 
Log  coiang  {z  +  Jz  —  ^ Nd)  =  8,3789626 

Log^ =  4,0996631 

Logik'-— h) '  .  .  =2,4786256 

ä'— Ä =  301,04  Toi8.  =  1806,24  Par.Fuss. 

yjn  den  unteren  Luftschichten ,  welche  allein  die  irdische  Strahlen- 
Weebong  bedingen,  sind  die  periodischen  und  localen  Störungen  des 
Oleichgewichts  der.  Atmosphäre  mit  den  klimatischen  Einwirkungen  so 
Mannichfaltig  durchflochten,  dass  es  schwerlich  je  gelingen  wird,  aus  den 
Uoeen  Angaben  der  meteorologischen  Instrumente  den  Werth  der  Strahlen- 
kreehnng  für  jeden  einzelnen  Fall  mit  Zuverlässigkeit  anzugeben.'* 

Für  Distanzen  von  weniger  als  10000  Toisen  ist  diese  Unzuverlässig- 
keil  gering,  wächst  aber  rasch  mit  der  Zunahme  von  0,  Tii&m\\^\i  n^^vo^ 
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Tafel  rv. 
Enthaltend  die  Werthe  von  R 


=ia+f) 


9> 


LogR 


9> 


LogR 


<P 


LogR 


45^  0' 

6,514821 

50°  0' 

6,515073 

55°  0' 

6,515318 

10 

830 

10 

081 

10 

326 

20 

838 

20 

090 

20 

334 

30 

846 

30 

098 

30 

342 

40 

855 

40 

106 

40 

350 

50 

863 

50 

115 

50 

358 

46°  0' 

-872 

51°  0' 

124 

56°  0' 

366 

10 

• 

881 

10 

132 

10 

374 

20 

889 

20 

141 

20 

382 

30 

897 

30 

149 

30 

389 

40 

90(5 

40 

157 

40 

397 

50 

914 

50 

165 

50 

405 

47»  0' 

922 

52°  0' 

173 

57°  0' 

412 

10 

930 

10 

181 

10 

420 

20 

939 

20 

189 

20 

427 

30 

947 

30 

198 

30 

435 

40 

956 

40 

207 

40 

442 

50 

965 

50 

214 

50 

450 

48°  0' 

973 

53°  0' 

222 

58°  0' 

459 

10 

981 

10 

230 

10 

467 

20 

990 

20 

238 

20 

474 

30 

998 

30 

246 

30 

482 

40 

6,515007 

40 

'254 

40 

489 

50 

015 

50 

262 

50 

497 

49»  0' 

023 

54°  O' 

270 

59°  0' 

504 

10 

031 

10 

278 

10 

511 

20 

040 

20 

286 

20 

519 

30 

048 

30 

294 

30 

526 

40 

056 

40 

302 

40 

534 

50 

065 

50 

310 

50 

541 

50°  0' 

073 

55'  0' 

318 

60°  O' 

548 

im  Verhältniss  des  Quadrats  der  Entfernung.  Bei  grossen  Wertheo 
9"  mu88  man  daher,  um  der  Gefahr  zu  entgehen,  ein  Kesultat  zu  ersi 
welches  von  der  Wahrheit  bedeutend  abweicht,  von  verschiedenen 
tionen  (deren  Meereshöhen  bekannt  sind)  die  Zenithdistanzen  des  zx 
stimmenden  Punktes  beobachten ,  und  hierauf  die  Endresultate  der  £ 
nung  zu  einem  Mittelwerth  ausgleichen.  —  Ein  hierher  gehöriges  ', 
reiches  Beispiel  bietet  die  trigonometrische  Bestimmung  der  Höhe 
Montblanc  aus  sechs  verschiedenen  Beobachtungsplätzen.  Ich  will 
Uauptmomente  dieser  interessanten  Arbeiten  angeben,   zuvor  aber 
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merken,  dass  die  erste  der  folgenden  Beobachtungen  von  dem  Mailänder 
Astronomen  Dr.  Francesco  Carlini,  die  vier  folgenden  von  Offizieren 
des  österreichischen  General -Quartiermeisterstabes  in  den  Jahren  1821 
und  1822 ,  die  sechste  aber  von  Offizieren  des  französischen  Ingenienrcorps 
ausgeführt  wurden. 


Beobach- 

Werth 

Entfer- 

Höhe 

Höhen- 

Höhe 

Beobaditiingt- 

tete  Zenith- 
distans 

der  Cor- 
rection 

nnng  der 
Station 

der 
Station 

diffe- 
renz 

des 
Mont- 

Stationon. 

■m    §              « 

blanc 

z 

Az 

^ 

h 

Ä-Ä 

A' 

Toisen 

Toisen 

Toisen 

Toisen 

1)  Mont  Colombier .  . 

88°5'28",0 

3'  57",2 

44208,6 

737,8 

1722,2 

2460,0 

2)  Mont  Trelod     .  .  . 

87  26  33,3 

2  20,2 

27844,7 

1115,7 

1346,8 

2462,5 

3)  Perron  d^Encombres 

88  35  49,4 

2  38,9 

34758,0 

1447,5 

1012,4 

2459,9 

4)  Glacier  d^Ambin   . 

89  12  27,8 

2  48,2 

38569,3 

1730,8 

733,1 

2463,9 

5)  Rochemelon  •  •  •  ,• 

89 16  58,3 

2  23,9 

30909,9 

1813,3 

645,5 

2458,8 

6)  Mont  Qranier  .  .  . 

88  21 47 

3  29,0 

43036,0 

986,2 

1473,9 

2460,1 

Hiernach  ist  offenbar  die  Höhe  des  Montblanc  im  Mittel:  3460,7 
Toisen  =  14764  Par.  Fuss,  wobei  man  aber  nicht  übersehen  darf,  dass  auf 
dem  Montblanc  kein  Signal  stand ,  also  die  Schneckuppe  anvisirt  werden 
mosste,  deren  Dicke  wegen  des  Vcrdunstens  und  Anschmelzens  des  Schnees 
beständigen  und  gar  nicht  unbeträchtlichen  Schwankungen  unterworfen  ist. 


m.    Bestimmniig  der  Weite  des  scheinbaren  Horizonts. 

8. 

Sei  B  ein  erhöhter  Punkt  der  Erdoberfläche ,  T  ein  Punkt  im  schein- 
baren HoriEont  desselben  und  AB=^a  seine  Meereshöhe ,  so  heisst  Bogen 
^rdie  Weite  des  scheinbaren  Horizonts  des  Beobachtungsplatzes 
B,  Um  die  Grösse  derselben  zu  finden ,  betrachte  ich  A  T  als  Bogen  eines 
grÖBSten  Kreises  auf  einer  Kugel ,  welche  den  mittleren  Krümmungshalb- 
messer B,  der  Erdoberfläche  am  Punkt  A     nämlich  — -  =  ^(  — | j  I 

Radius  hat. 

Es  sei  C  der  Mittelpunkt  dieser  Kugel  und  die  Tangente  BT  gezogen, 
so  ist  in  dem  bei  T  rechtwinkligen  Dreieck,  wogen  CT^=:^CA^=zB  und 
CB  =  A  +  a ,  offenbar 

TB_y\{B-\-aY  —  B^\ 
'  TC~  B 


zum 


tang  C 


a 


Hieraus,  wenn  man  die  sehr  kleine  Grösse  —  vernachlässigt: 
1)  tang  C  =  /(^^ 
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Tafel  V. 


Enthaltend  die  Werthe  von  N  = 


Rsm  1 


9> 

Log  N 

9> 

LogN 

^ 

Log  N 

45^ 

8,79961 

50» 

8,79035 

55» 

8,79911 

40 

55 

51 

30 

56 

06 

47 

50 

52 

25 

57 

Ol 

48 

45 

53 

20 

58 

8,79896 

40 

40 

54 

15 

59 

92 

50 

35 

55 

11 

60 

87 

Bezeichnet  man  daher  mit  x  die  lineare  Länge  des  Bogens  A  7*,  welcher 
den  Winkel  C  misst,  und  mit  y  die  lineare  Länge  des  Secundenbogens ,  so 
hat  man : 

X  =iC  .y 
und 


also: 


648000  .  y  =  itB  Toisen; 


X  =     ^      .CR  =  R.C.sini 
648000 


oder 


2) 


Log  x  =  LogC+  LogR  +  4,685575  —  10, 
wo  Log  R  mit  dem  Argument  q)  aus  Tafel  IV.  entlehnt  werden  kann. 

Beispiel  der  Anwendung.  Das  Auge  eines  Beobachters  auf 
einem  Dampfboot  befindet  sich  1,5  Toisen  tlber  dem  Niveau  des  Wassers. 
Was  beträgt  die  Weite  des  Horizonts ,  die  Polhöhe  des  Schiffs  zu  55*  an* 
genommen? 


LogR.  .  =6,515318  (Taf.IV.) 


Logl 

.  —3,484682 

Log  2  . 

.  =0,301030 

Log  a  . 

.  —0,176091 

3,901803 

Log  lang 

C  —  6,9809015 

C  —  0°  3'  17" 

«# 


=  197". 


LogC   .  .  =2,294466 
LogR  .  .  =6,515318 
Log  consL  =  4,685575  —  10 
Log  X  . 


X 


=  3,405359 
=  3129  Toisen. 
=  0,8218  geogr.  M. 


9. 


Die  Natur  der  Sache  bringt  es  mit  sich,  dass  bei  grossen  Distanzen 
die  irdische  Strahlenbrechung  auf  die  Weite  dos  scheinbaren  Horizonts 
einen  bedeutenden  Einfluss  ausübt.     Bei  Höhen  vom  ersten  Kang,   d.  h. 
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bei  Höhen,  wie  sie  im  Alpenland  etc.  vorkommen,  kann  die  Vernach- 
lässigung dieser  Correction  einen  Fehler  von  3000  Toisen  und  noch  mehr 
zur  Folge  haben. 

Ich  will  den  mittleren  Barometerstand  b  und  die  Lufttemperatur  =  0^ 
als  Fandamentalzustand  der  Atmosphäre  betrachten.  .Für  diese  Unter- 
fitelluDg  ist  die  Weit^  des  Horizonts,  mit  Rücksicht  auf  die  irdische  Strah- 
lenbrechung ,  statt  C  offenbar  (Art.  6) : 


V. 


4044  +  b 


337     * »  4044 

und  man  hat  statt  x=^  R  ,C .  sin  l"  zu  setzen : 

4044  +  6 


x==R. 


4044 


-  C .  sin  1 


m  Toisen  gelesen ,  oder 


R        4044  +  b 


.  C .  sin  1 


0r 


IQ 


3807,235       4044 
geographischen  Meilen  gelesen;  daher: 

3)  Logx=  Log  j(4044  +  b).C.R\  +  7,498004  —  10. 

Beispiel  der  Anwendung.     Die  Kuppe  des  Montblanc  liegt  2400 

■*^oi8en  (=  a)  Über  dem  Niveau  des  Meeres  und  die  Polhöhe  desselben  be- 

**"^^  45®  60'  (=<p).     Was   den   mittleren  Barometerstand   anbelangt,   so 

f  dieser  bei  einer  Höhe  von  2460  Toisen  (Tafel  VI.)  zu  192  Par.  Linien 

b)  angenommen  werden.     Man  hat  daher  |  Formel  1)  und  3)j : 


Xog  R . 


=  6,514863  (T.  IV.) 


M,g^- 

.   .  .  —3,485137 

Xog2  . 

.  .  .  =0,301030 

X'oga  . 

.  .  .  =3,390935 

Zog  lang  C 


Loy  X  . 
7,177102 
=  8,588501 
(7=2'>13'14" 
=  7994". 

Der  nächste  Punkt  des  adriatischen  Meeres  ist  weit  mehr  als  35  geo- 
S^Aphische  Meilen  vom  Montblanc  entfernt,  kann  also  nicht,  wie  behauptet 
^^urde,  von  der  Spitze  des  Montblanc  aus  gesehen  werden. 


Log  (4044+^)  =  3,620956 
.  =3,902764 
.  =  6,514863  (T.  IV.) 
.  =:  7,498064  —  20 


Log  C  .  • 
Log  R.  . 
Log  const. 


.  =  1,542647 

X  =  34,886  geogr.  M. 


IV.   Bettimmnng  der  scheinbaren  ftöhe  einer  terrestrischen  Position. 


10. 


Die  scheinbare  Höhe  eines  irdischen  Gegenstandes  B  ist  der  Abstand 
'eines  höchsten  Punktes  (in  senkrechter  Richtung)  vom  Horizont  des  Be- 
obachtungsplatzes A\   sie  lässt  sich  berechnen,   wenn  man  die  Entfernung 
beider  Punkte  (=  ^)  und  die  Höhen  {h\  h)  derselben  kennt.    Es  sei  näm- 
^^h  h  die  Meereshöhe  äea  Beobachtungsplatzea ,  C  eVu  "P^isAiA.  \m  %ätk^\\i- 
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baren  Horizont  desselben  nnd  h^  seine  Hohe,  sowie  h'  die  des  höchsten 
Punktes  von  B,  so  ist  offenbar 

h'  —  h  der  wahre,  hingegen 
h' — A«  der  scheinbare  Höhenunterschied, 
oder  die  Höhe  des  höchsten  Punktes  von  B^  über  dem  scheinbaren  Hori- 
zont des  Beobachtungsplatzes  A\  folglich 

h'  —  ho  =  h'—  h  —  (Äo— Ä). 
Es  ist  aber  (Art.  6) : 

Äo  —  Ä  =  O  cotang  (90»  +  zf  z  —  ^C) 
und  tnan  sieht,  da  C=  A^,  nnd  ^  gegeben,  dass  es  blos  auf  die  Berech- 
nung der  Grösse  zf  z  ankommt.  Diese  ist  aber,  wie  man  weiss,  vom  Stand 
des  Barometers  und  Thermometers  abhängig ,  und  man  ist  wiederum  ge- 
nöthigt,  Willkür  eintreten  zu  lassen.  Ich  will  mich  an  den  mittleren 
Stand  des  Barometers  am  Beobachtnngsplatze  und  an  die  Lufttemperatur 
=  /  Grad  B.  halten.     Alsdann  hat  man  (Art.  6) : 

1)  ^z=^N  .V  .&  .b  .  ^^^^  ^, ,  . . .  Log  v  =  8,72157 


2lZ  +  t 


und 


2)  Ä'— Ä,  =  Ä'— Ä  — Ocotoii^(90*  +  2f2  — 4JW). 

Beispiel  der  Anwendung.  Vor  ein  Paar  Jahren  war  in  einer 
Beilage  zur  Augsburger  Allgemeinen  Zeitung  zu  lesen,  dass  auf  dem 
Pfender  bei  Bregenz  d^r  Monte -Bosa  sichtbar  sei,  eine  Angabe,  welche 
vielfach  bezweifelt  wurde.  Der  Pfender  liegt  544,2  Toisen  über  dem  Meer 
und  seine  Polhöhe  beträgt  47"  30'.  Der  höchste  Gipfel  des  Monte -Rosa- 
stocks, die  sogenannte  Parrotspitze ,  liegt  2275,4  Toisen  über  dem  Niveau 
des  Oceans  und  ist  vom  Pfender  um  30,3  geographische  Meilen  entfernt. 
Was  ist  die  Höhe  dieser  Spitze,  den  scheinbaren  Horizont  des  Pfenders 
als  Basis  angenommen? 

Zuerst  muss  mittelst  Formel  1)  der  Werth  von  ^z  berechnet  werden. 
—  Für  die  Höhe  des  Pfenders ,  nämlich  544,2  Toisen ,  ist  der  mittlere  Ba- 
rometersUnd  (Tafel  VI.)  6  ==  24  Zoll  10  Linien  Pariser  Maass  =  296  Li- 
nien. Setzt  man  nun  /  =  10*  R. ,  so  ist,  weil  &  =  30,3  geographische  Mei- 
len beträgt,  die  Bechnung  wie  folgt: 

=  1,48144 .  26 


Log  30,3  .  . 
Log  3807,235 
LogO^  .  .  . 
LogN  .  .  . 
Log{N.&) 
Logv  .  . 
Logb  .  . 

Log^z  . 
^z  . 


=r  3,58000 .  96 

=  5,06205.22 

=  8,79947        (T.  V.) 

=  3,86152 

=  8  J2157 

=  2,47422 

=  7,65170 

=  2,70901 

=  512" 


I 


Log  (Ne) =  3,86152 

Log^ =  9,69897 

Log  (4  y&) =  3,56049 

\N& =  3635' 

—  1*0' 35" 

+  ^z fiT» 

-f 900    0 
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Tafel  VL 

Enthaltend  die  in  Toisen  ausgedrückten  Höhen,  welche  den  in  Pariser 
Linien  gelesenen  Barometerständen  (B.)  entsprechen. 


^ 

ToU. 

B. 

Tois. 

B. 

Tois. 

B. 

Tois. 

B. 

Tois. 

B. 

Tois. 

338'" 

0 

310 

370 

282"' 

787 

254'" 

1241 

226"' 

1748 

199"' 

2301 

337 

13 

309 

390 

281 

802 

283 

1258 

225 

1767 

198 

2323 

336 

26 

308 

404 

280 

818 

252 

1275 

224 

1787 

197 

2345 

335 

39 

307 

418 

279 

833 

251 

1292 

223 

1806 

196 

2367 

334 

&2 

306 

432 

278 

849 

250 

1310 

222 

1826 

195 

2389 

333 

65 

305 

446 

277 

804 

249 

1327 

221 

1845 

194 

2411 

|332 

78 

304 

460 

276 

880 

248 

1345 

220 

1805 

193 

2434 

1331 

91 

303 

475 

275 

890 

247 

1362 

219 

1885 

192 

2456 

/330 

104 

302 

480 

274 

912 

246 

1380 

218 

1905 

191 

2479 

1  320 

117 

301 

503 

273 

928 

245 

1398 

217 

1925 

190 

2502 

1  338 

130 

300 

517 

272 

943 

244 

1415 

216 

1945 

189 

2525 

1  327 

144 

299 

532 

271 

959 

243 

1433 

215 

1965 

188 

2548 

326 

157 

298 

547 

270 

976 

242 

1451 

214 

1985 

187 

2571 

325 

170 

297 

562 

269 

992 

241 

1469 

213 

2005 

186 

2594 

324 

184 

296 

576 

268 

1008 

240 

1487 

212 

2026 

185 

2017 

323 

197 

295 

591 

207 

1024 

239 

1505 

211 

2047 

184 

2641 

322 

211 

294 

606 

200 

1040 

238 

1523 

210 

2008 

183 

2665 

321 

224 

293 

620 

265 

1057 

237 

1542 

209 

2088 

182 

2688 

320 

238 

292 

«35 

264 

1073 

236 

1560 

208 

2109 

181 

2712 

319 

251 

291 

650 

263 

1090 

235 

1578 

207 

2129 

180 

2736 

318 

265 

290 

665 

202 

1100 

234 

1597 

200 

2151 

179 

2761 

317 

279 

289 

680 

261 

1123 

233 

1616 

205 

2172 

178 

2785 

316 

292 

288 

005 

200 

1139 

232 

1034 

204 

2103 

177 

2^ 

1  315 

306 

287 

710 

259 

1150 

231 

1653 

203 

2214 

176 

2834 

1  314 

320 

286 

725 

258 

1173 

240 

1672 

202 

2230 

175 

2858 

1  313 

334 

285 

741 

257 

1190 

229 

1091 

201 

2257 

174 

2884 

1  312 

348 

284 

756 

256 

1207 

228 

1710 

200 

2279 

173 

2909 

l 

311 

361 

283 

771 

255 

1224 

227 

1729 

Log  coUing  (90^  +  J  z  —  ^  N^)    .  =8,1801860 
Logd^ =  5,0020522 


Log\^. colatig  (90°  +  zf  z  —  ^ Ne) \  =  3,2422322 
—  \&.cotang  {Wf  +  Jz  —  ^  N&)  j  =  — 1740,8  Tois. 

y—A  =  + 1731,2  „ 
h' — Äj,=  —  15,0  „ 
Für  die  angegebenen  Daten  liegt  also  die  höchste  Spitze  des  Monte- 
'^osastocks  15,6  Toisen,  oder  93,6  Pariser  Fass  unter  dem  scheinbaren 
Horizont  des  Pfenders  bei  Bregenz.  —  Es  liegt  zwar  in  der  Natur  der 
^^he,  dass  jede  Auflösung  einer  solchen  Aufgabe,  falls  nicht  der  Zufall 
'^in  Spiel  treibt,  nur  eine  leidliche  Annäherung  zur  Wahrheit  liefern 
^^im.    So  gross  darf  jedoch  die  Differenz  zwischen  dem  ^^Tiau^\i'Bb^VQ\\AK. 
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und  dem  gefundenen  nicht  angenommen  werden ,  dass  es  zweifelhaft  sein 
könnte ,  ob  auf  dem  Pfender  der  Monte-Bosa  sichtbar  sei  oder  nicht.  Denn 
es  ist  nicht  genug,  dass  die  Kuppe  des  Berges  in  den  Horizont  tritt,  es 
niuss,  um  auf  eine  so  grosse  Entfernung  sichtbar  zu  sein,  ein  grosses 
Stück  des  Berges  über  den  Horizont  emporragen. 

11. 

■ 

Ist  die  Entfernung  des  Beobachtungsplatzes  nicht  unmittelbar,  son- 
dern statt  ihr  der  Längenunterschied  der  Endpunkte  von  &i=m  und  die 
Polhöhe  eines  jeden  ^i  und  9,  gegeben ,  so  lässt  sich  &  berechnen. 

Seien  Jlf,Jlf,  die  Endpunkte  von  <&,  so  gilt,  wenn  man  vorder  Hand 
den  Erdkörper  als  eine  Kugel  ansieht,  die  Gleichung: 

cos  Ml  Mf  =  sin  q>i .  sin  g>f  -{-  cos  9, .  cos  q>^  .  cos  od. 

Es  bezeichne  nun  M^  einen  beliebigen  Punkt  in  demjenigen  grösaten 
Kreis  der  Kugel,  von  welchem  MiM^  ein  Bogen  ist,  und  es  werde  gesetzt: 

ausserdem 

1)  fang  ^  =  cos  9,  .  cos  o, 
so  ergiebt  sich : 

2)  cos  (», — r,)  =  sin  9, ,  sec^  ,  sin  (9,  +  ^). 

Auch  gilt  die  Proportion: 

sin  q)^ :  sin  q)^  =  sin  Vf  :  sin  v^ ; 
folglich : 

tang^{(p^  —  <Pi) 
Setzt  man  nun,  um  abzukürzen: 

4)  stn  y  =  -: , 

sodann ,  die  geographische  Meile  als  Einheit  angenommen : 

0 .  stnl 

~  3807,23463 ' 

•  stnl 

*  stn  1 

so  gilt  nach  den  Untersuchungen  von  G.  F.  Thune*),  unter  <^  die  kür- 
zeste Entfernung  der  Punkte  M^  und  3f,  verstanden ,  die  Gleichung : 


*J  Ttfitifimen  circa  trigonomelricam  sphaeroidicam ,  Haoniae  1815,  p.  5. 
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^  =  {v,-v){l  +  Bsiny) 

5)  l  —  Csirfy  .  sin  (»i — p)  .  cos  (»t+^i) 

+  D  cory .  ^m  (r, — »,) . . 

Xogf  ^  =  7,6183346  —  10 
Log  B  =  7,52338  — 10 
LogC  =  3,01390 
LogD  =  2,83718. 
Um  den  Oebranch  dieser  Formeln  zu  erläutern,  will  ich  die  Distanz 
Dflnkirchen  —  Seeberg  berechnen.     Für   dieses  Exempel  (Astrono- 
mische Nachr.  No.  27)  sind  die  Daten  folgende : 

g),  =  51®    2'  12",7  (Dünkirchen), 
g,,  =  ötf»  56'    6",7  (Seeberg), 
«  =  8^  21'  19". 

1.     Berechnung  yon  ^  und  (^  +  '4')* 

Log  cotang  q>^  =  9,9077979 
Log  cos  m.  .  =9,9953658 
Log  lang '^  .  =0,9031637 

^  .  =  38^  39'  52",38 
y^.  =50   51     6,70 
9,  +  -^  =  89^  35'  59",08. 

2.  Berechnung  des  Bogens  (v, — Vf). 

Log  sin  (^i  +  <^)  =  9,9999894 
Logsec^.  .  .  .  =0,1074^7 
Log  sin  tp^  .  .  .  =:  9,8907287 
Log  cos  (»t — Vi)  =  9,0981688 

p,—»,  =5«  15'  28"  ,42 
=  18928",42 ; 
ein  Resultat,  welches  die  Weite  der  Distanz  Dünkirchen  —  Seeberg  dar- 
stellen würde ,  wenn  die  Erde  eine  Kugel  wäre. 

3.  Berechnung  des  Bogens  (Vf  +  ^i) 

Logiang^iy^  —  r,)  .  .  =8,6619572 
Logtang\{(p^  +  q>C^  .  .  =0,0914560 
Cpl.  Log  tang  \  [tpt—q>i)  =  3,0519739 
Logiang\{vt  +  v^).  .  .  =1,8053871 

liy^+v^).  .  .  =89»    6'  ll",48 
J(r,— »,).  .  .  =   2   37   44,  21 
»,    .  .  .  =  91"  43'  55"  ,69 
r^    .  .  .  =  86   28   27,  27. 
^ilBchH/l  für  MäthemMtik  o.  PhjBik.  VII,  S.  V\ 


1 62      Formeln  und  T/^feln  zur  Auflösung  etc.    Von  Prof.  ROG 

4.     Berechnung  der  Hilfsgrösse  y. 

Log  sin  g»,  =  9,8001044 
Log  sin  Vi  =  9,9991778 
Log  sin  y   =9,8909271 

y   =  51®  4'  9",28. 

5.     Berechnung  der  Distanz  M^M^^^^, 

Log  (p, — r,)     .  =  4,2771 1 

Log  B =  7,22235 

Log  sin*  y    .  .  .  =  9,78185 

1,28131 

19",H 

t;, — r, ,  18928,42 

(I.  Theilsatz)    .    i8947",53. 

Log  cos  (»,  +  t?,)  =  9,99979  (n) 

Zo^  if«  (»t— »i)  ==  8,96208 
Log  sin*  y   .  .  .  =9,78185 

LogC =3,01390 

1,75702  («) 

(IL  Theilsatz)     —57"  ,23. 

Log  sin  (f, — »,)  =  8,96208 

Logcofy    .  .  .  =9,59645 

LogD =2,83781 

Log  cosv^    ...  =33  8,48038  (w) 

CpLLogcosVi  .  ?:=  1,21115 

1,08787  («) 

(HL  Theilsatz)    — 12",34. 
Man  hat  daher: 

I.  Theilsatz    .  18947",53 
(— )    n.         „  .     +57,23 

(— )  ni.  „  .     +12,24 

—  =  19017",00 
A 

D 
Log  —  .1 ....  =  4,2791420 

LagJ =:  7,6183346 

Logd^ =1,8974766 

^ =  78,083  geogr.  M. 

Oeneral  v.  Müffling  fand  mit  anderen  Constanten  und  \ 

bekannten  Formeln 79,012  geogr.  M. 

Differenz    0,071  geogr.  M. 


VIII. 

neber  den  Einfluss  der  Botationen  kugelförmiger  Ge- 
schosse auf  die  Flugbahnen  derselben. 

Von  W.  VON  RoüVBOY, 

Königlich  Sächsischer  Generalleutnant. 


Die  aas  den  Botationen  kngelfbrmiger  Geschosse  entspringenden 
Jossen  Veränderungen  ihrer  Flagbahnen  sind  bis  jetzt  wohl  noch  nicht 
genügend  erklärt,  und  man  hat  bei  den  Versuchen  hierzu  zuweilen  selbst 
^ie  abenteuerlichsten  Voraussetzungen  zu  Hi^fe  genommen.  Ein  neuer« 
heilig  befriedigender  Versuch ,  welcher  dem  Verfasser  unlängst  zu  Gesicht 
«am,  veranlasste  denselben,  sich  wieder  einmal  mit  diesem  Problem  zu 
^schftftigen,  und  führte  dadurch  zu  der  nachstehenden  Arbeit,  welche 
^elleicht  mehr  Aufklärung  Über  jene  eigenthUmliche  Erscheinung  geben 
dürfte. 

Eine  Kugel  vom  Halbmesser  r,  deren  Schwerpunkt  der  grösseren  Ein- 
fachheit wegen  mit  ihrem  Mittelpunkt 
^  (Fig.  l)  zusammenfalle,  bewege 
'ich  mit  der  Geschwindigkeit  v  in  der 
Richtung  MA  und  drehe  sich  zugleich 
'i'n  die  auf  MA  rechtwinklige  Achse 
^G  in  der  aus  Fig.  3  ersichtlichen 
Dichtung  mit  der  Winkelgeschwindig- 
keit—;  w  sei  kleiner  als  »,  äusser- 

r 

^ens  =r.     Man  betrachte  die  Wir- 

^Ong  der  Luft  gegen  eine  Kugelzone 

^CEDy  welche   durch   zwei  auf  der 

Richtung    MA    rechtwinklige    Kreis- 

ftächen  begrenzt  wird;  Winkel  AMB  sei  |J,  Winkel  BMD  =  dß,  mithin 
^ili^^r  cos  ßy  MiB  =  r  sinß  und  die  Breite  BD  der  Zone  =rdß.  In 
Bieter  Kugelzone,  welche  Fig.  2  in  der  vorderen  Aufiieibt  i.^\%\.^\i^\^^  \£A:a 
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zuvörderst  die  Elemente  I.  II.  III  und  IV  hervor,  welche  symmetrii 
gegen  die  Ebene  liegen,  die  dnrch  MA  gebend,  auf  der  Ebene  AMFnc 
winklig  steht.  Es  sei  Winkel  C»il  =  a,  Winkel  LMr£=da,  miti 
die  Fläche  NIKL  eines  Elementes  =  I£  .  KL  =  rdß  .  M/B  . 
=  r*dßda  sin  ß.  Die  Geschwinrligkeit  der  Rotation  des  Punktes  L  ergi 
sich  aus  Fig.  3,  welche  den  Durchschnitt  NN/  (Fig.  I  nnd  2)  darstellt, 
ist  nämlich  in  Fig.  3  MnP^=MMi  (Fig.  1)  =rcos(J,  PL  (wie  in  Fig. 
^=  MiC  sin  a  =  r  sin  ß  sin  er,  mithin  Mji  L  =  ^r*  co^  (J  +  r*  sin*  ß  sin*  o,  B0^ 
die  Rotationsgeachwindigkeit  LO  =  k  j/co^  ß  +  sin'ß  sin^a.  Diese  ( 
schwindigkeit  lüsst  sich  aber  in  zwei  andere,  nämlich  in  LR,  parallel  i 
der  Richtnng  MA  des  Schwerpunktes  (s.  Fig.  l)  nnd  LS  rechtwinklig  t 

letzterer  zerlegen.  Hier  kommt  nur  LR  =  -r- — -  .LQ  =  w  sin  ß  sinm  in  I 
Mj/L 

tracht.     Es  treffen  daher  die  betrachteten  Flächenelemente  gegen  die  i 

ihnen  bc6ndlicben  Luftschichten : 


III 


ind  II  mit  der  Geschwindigkeit  v+m 


IV 
Fig.  2. 


«  =  F„. 


Wie  nnd  inwieweit  diese  Luftschicht 
hierbei  seitwärts  ausweichen,  ISsst  sich  n 
awar  mit  Bestimmtheit  nicht  angeben;  der 
man  sich  aber  dnrch  jeden  beliebigen  Poi 
der  vorderen  Iialben  Xngelfläche ,  z.  B.  dnt 
B  (Fig.  1)  eine  Parallele  BT  zur  Sichtung  ( 
Schwerpunktes,  and  durch  diese  Gerade  n 
dem  Halbmesser  MB  der  Kugel  eine  Sbe 
gelegt,  so  wird  man  wenigstens  annäheranj 
weise  annehmen  können,  dass  an  dem  Pni 
B  die  Luft  in  der  Durchschnittslinie  AB  i 
genannten  Ebene  und  der  BerUbrungsebe 
B  dem  Stoss  aasweicht,  und  dass  daher  letzterer  nur  mit  der  C 
'indigkeit  Vi  cos  ß ,  respective  F//  cos  ß  erfolgt.   Ist  nun  p  das  Gewit 

icht  der  Raumeinheit  Lnft,  —~  =  c,   and  nim 


'  M« 


der  Kugel ,  l  ■ 

man  diejenige  Kraft,  welche  der  Kugel  die  Beschleunigung  1  ertheilt,  i 
Einheit  der  Kräfte  an,  so  kann  der  Drnck,  welchen  die  unanfhörüe 
Wiederholung  der  obigen  Stösse,  respective  an  den  Elementen  I  nod  ] 
erzeugt,  noiiigstens  a nnähernngs weise : 


ffir  das  Element  I: 


2p 
=  — rfo.rfji.fV 
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ftr  das  Element  IV :     Dn^^  —  da  .  dß  .  Vjj*  co^ß  sin  ß 


m  Mit  dem  seitlichen  Ausweichen  der  Luft,   welches  nach  obiger  Au- 

■         oalime  z.  B.  in^  in  der  Richtung  ßXy  und  mit  der  Geschwindigkeit  Vjsinß^ 

r        respective  F//  sin  ß  erfolgt,  ist  aber  auch  ein  Widerstand  verbunden,  wie 

solion  die  Verminderung   der  Geschwindigkeit  der  Luft  bei  dem  Durch- 

«^^r^men  durch  lange  Röhren  zeigt,   und  vermag  man  auch  diesen  Wider- 

st^^^nd,  welchen  wir  der  Kürze  wegen  als  Reibung  und  für  die  Elemente 

I    "«and  rV  mit  B/  und  B//  bezeichnen  wollen ,  nicht  in  Zahlen  anzugeben, 

so     würde  es  doch  ein  unrichtiges  Bild  der  zu   betrachtenden  Bewegung 

^^^T»en,  wenn  dabei  jener  Widerstand  ganz  unbeachtet  bliebe;  denn  man 

itr  CSrde  dann  die  Drohungsgeschwindigkeit  w  unveränderlich  und  in  Folge 

lm.m^rTon  in  dem  Ausdruck  des  Widerstandes  gegen  die  fortgehende  Be- 

^gung  ein  constantes  Glied  erhalten.     Wir  setzen  daher  unter  der  Au- 

^hme,  dass  e  einen  unbekannten,   aber  constanten  und  sehr  kleineu 


.■roch  bezeichnet ,  analog  mit  dem  obigen : 


Fig.  3. 


Bj=—da.dß.  F/« m»ß, 

Bii—  —  da.dß.  F/7«  sin^ß. 
cn 

Betrachtet  man  nun  die  Kräfte  Dj  und 
r/  näher ,  so  ist  sogleich  zu  bemerken, 
dieselben  sämmtlich  nach  dem  Mittel- 
der  Kugel  gerichtet  sind  und  daher 
^er  Rotationen  erzeugen,  noch  die  schon 
^stirende   Rotation    verändern   können. 
agegen  ist  jede  der  genannten  Kräfte  in  drei  auf  einander  rechtwinklige 
O<nnposanten   zu  zerlegen,  von  denen  die  erste  parallel  mit  AM  ist,  und 
%•  B.  am  Flächenelement  I,  die  zweite  die  Richtung  LPy  und  die  dritte  die 
Riehtang  L  ü  hat     Diese  drei  Scitenkräfte  verhalten  sich  zu  der  zu  zer- 
legenden Kraft  wie  die  drei  Kanten  eines  Parallolepipedums  MMj  =  r  cosß 
(Fig.  1)  j  LP  =  r  sin  ß  sin  a  und  MiP=^r  sinß  cos  a,   zu  dessen  Diagonale 
^Jis=zr,     Daher  ist 

die  Seitenkraft  in  der  Richtung  jilH:  Dj  cos  ß^ 

L  P :  />/  sin  ß  sin  o, 

LU  :Dj  sin  ß  cos  er. 

Zerlegt  man  ebenso  die  Kräfte  D  an  den  anderen  drei  Elementen  und 

^^^Ubinirt  man  die  Ergebnisse  mit  dem  vorstehenden ,  so  zeigt  sich  zuvör- 

^*^rat,  dass  die  Kraft  in  der  Richtung  L 17  und  die  ihr  respective  entgegen - 


»1 


1» 


»» 


i> 


9) 


>» 


»1 


11 


»1 


»> 


«ti 


♦)  Die  wahrscheinlich  vor  dem  Körper  cintrctendo  Verdichtung;:  der  Luft  dürfte 
Kräfte  Dl  und  Dil  und  deren  Differenz  noch  etwas  vergrösscrn ;  allein  dies 
^'i  lieh  nicht  wohl  in  Reclinung  nehmen. 
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".^  rf«^*  *i^  ^^.^^  ^ '  vi-Ni^  ^ 


gesetzten  und  parallelen  Kräfte  sich  gegenseitig  aufheben.     Dagegen  er- 
hält man  als  Gesammtwirkung  der  vier  Kräfte  1)\ 

in  der  Richtung  AM  die  Kraft: 

2(2)/+Z>/y)co5j3 

—  —  dadß{Vi^+  Vu « )  cos'^ß sin ß 

C-  71 

=  —  da(lß[v^  cos^  ß  sin  ß  +  n^  cos*  ß  sin*  ß  sin*a]^  > 

C  TV 

in  der  Richtung  LP  (d.h.  nach  derjenigen  Seite,  auf  welcher 
in  der  vorderen  Halbkugel  die  Drehung  nach  rück- 
wärts erfolgt)  die  Kraft: 

2  (Z>7 — 2>//)  sin  ß  sin  a 

=  —  rfa  dß(Vj*  —  F//«)  co8*ß  sin*  ß  sin  a 

CJt 

=  —  dadß  {vw  co^ ß  sin* ß  sin^ o). 
c  n 

Die  Kräfte  Bj  und  Rji^  welche  in  tangentialen  Richtungen,  z.  B.  im 
Punkte  B  (Fig.  1)  in  der  Richtung  BX^  in  dem  Punkte  L  in  der  Richtung 
X. 7  wirken,  sind  nicht  ohne  Einfluss  auf  die  Rotation  des  Körpers;  da  aber 
bei  der  Bestimmung  derselben  nicht  die  ganze  Rotationsgeschwindigkeit 
LQ  (Fig.  3)  in  Rechnung  kam,  so  wird  es  angemessener  sein,  den  hemmen- 
den Einfluss  der  Luft  auf  die  Drehungen  der  Kugel  nicht  hier,  sondern 
später  sogleich  im  Ganzen  zu  betrachten.  Dagegen  lassen  sich  die  Kräfte 
Bi  und  Bj/  auf  ähnliche  Weise  in  drei  Seitenkräfte  zerlegen,  wie  Bj  und 
D//.  Für  die  in  L  thätige  Kraft  Bj  haben  z.  B.  die  drei  Seitenkräfte  die 
Richtungen  LMn\^  AMi  (Fig.  1),  PL  und  VL  (Fig.  2),  und  verhalten  sich 
zu  Bi  wie  die  Kanten  AMi  =  AL  sin  ßy  PL  =  rsin  ß  sina  und  ÜL^=^rsinßcos  or, 
eines  Parallelepipedums  zu  dessen  Diagonale  ALz:=  A  B  =  r  lang  ß.  End- 
lich wird  auch  hier  die  in  der  Richtung  ÜL  wirkende  Seitenkraft  durch 
die  in  entgegengesetzter  Richtung  am  Element  U  thätige  Kraft  aufge- 
hoben, so  dass  nur  die  Seitenkräfte : 

in  der  Richtung  AM  ^        Bj  sin  /3, 
„     „  „         L  Py    —  B]  cos  ß  sin  a 

zu  berücksichtigen  sind.     Verfährt  man  auf  gleiche  Art  mit  den  übrigen 
Kräften  B  und  combinirt  man  die  Ergebnisse  wie  oben,  so  findet  sich  als 
Gesammtwirkung  der  Kräfte  B: 
in  der  Richtung  AM  die  Kraft: 

2  {Bi  +  Bii )  sin  ß 

=  —dadß(  T/«  +  Vjj «)  sin'  ß 
m 

8  E 

=  -  —  da  dß[n^  sin*  ß  -f-  /!''  sin^  ß  sin^  a] 

CJt 
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und  in  der  Richtung  L  P  die  Kraft : 

—  2  (/?/ —  Bjj )  cos  ß  sin  a 

=  '-—dadß{rj*—Vii*)stn^ßcBsßsina 

C  TC 

= da  dß  (v  w  sin*  ß  cos  ß  sin* «). 

C7t 

Auf  der  Rückseite  der  Kugelfläche  können  natürlich  nur  tangentiale 
KrXfie  wirken  und  annäherungsweise  kann  man  dieselben  denen  an 
der  vorderen   Halbkugel  gleich   annehmen.     Denkt  man  sich  hierbei  für 
einen  Augenblick  die  Flächenelemente  I,  11,  III  und  IV  in  der  hinteren 
Halbkugel,  so  hat  z.  B.  in  L  die  tangentiale  Kraft  Bi  nicht  mehr  die  Rich- 
tung L  7,  sondern  die  Richtung  LAy  und  sie  giebt  daher,  sowie  an  der  vor- 
deren Kugelhälfte ,  wieder  eine  Seitenkraft  Bj  sin  ß  in  einer  der  Richtung 
von  V  entgegengesetzten  Richtung,  dagegen  aber  die  zweite  Seitenkraft 
Ricosßsina  in  der  Richtung  LP,  nicht  wie  vom  negativ,  sondern  positiv. 
£t  beben  sich  mithin  die  an  der  vorderen  und  hinteren  Kngelhälfte  in  der 
genannten  Richtung  LP  wirkenden  Composanten  der  R  auf,  während  in 
der  Richtung  j4  M  die  Reibung  der  Luft  an  der  hinteren  Halbkugel  einen 
eben  so  grossen  Widerstand  erzeugt,  wie  an  der  vorderen  Kugelhälfte. 
Für  die  weitere  Untersuchung  «ind  daher  nur  noch  die  drei  ersten  unter 
den  oben  gefundenen  vier  Mittelkräften  zu  berücksichtigen.     Die  Integra- 
tion der  für   dieselben   erhaltenen  Ausdrücke  nach  a  und  zwischen  den 
Grenzen  0  und  ^n  giebt  die  Gesammtwirkung  der  Luft  gegen  die  Kugel- 
sone  BCED  (Fig.  1),  sodann  aber  erhält  man  durch  eine  zweite  Integration 
DMh  |3  und  zwischen  den  eben  genannten  Grenzen  den  Gesammtwider- 
itand  gegen  die  vordere  Kugelhälfte.     Bei  der  Ausführung  dieser  Rech- 
nungen kommen  die  nachstehenden  Integrale  in  Anwendung : 


1  dasin*a=x  j  da- 


cos  2  a        . 
2  =i», 


0  0 

/  dßsin'^ßcnsß  —  ^, 
0 

/  dß  sin^ß  cos^ß  =   1  dß  {sin^ßcosß  —  sin^ß  cosß)  =  j\, 
0  0 


^n  1» 


J  dß  cos* ß  sin'' ß=  I  dß  {cos* ß sin ß  —  cos* ßsmß)  =  ^\ , 


0  0 


ßß  „V  ß^ßf  [-=^  -  l^«li-^  =  A  ., 


0  0 
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dßsin*ß=  I  dß[sin*ß—2sin*ßcos^ß  +  sui^ßco^ß] 


0  .  0 

4« 


0 

Mit  Benutzong  dieser  Formeln  giebt  die  Integration  yon  2(2^i+i^ii)e»^ß 
nach  a: 

-  rf/5[p« cos^ß  sinß+  \n^co^ß  sin^ß] 

c 

und  alsdann  die  Integration  nach  ß : 

Ebenso  erhält  man  durch  Integration  von  A{Ri+ Ru)  smß  {wo\ 
also  der  Reibungswiderstand  gegen  die  vordere  und  hintere  Halbkugel 
gleich  susammengefasst  ist)  xunächst: 

c 


und  sodann 

TT 

8etst  man  daher: 


K+A«^L 


6= 


2 


so  wird  der  Gresammtwiderstand  der  Luft  gegen  die  fortgehende  Bewegung 
des  Geschosses  in  der  Richtung  MAi 


=i  ["+»(' +.-Ä)4 


Da  aber  c  ein  sehr  kleiner  Bruch ,  und  deshalb  die  mit  «^  multiplicirte 
Parenthese  von  der  Einheit  nur  wenig  verschieden  ist,  endlich  aber  der 
Reibongswiderstand  und  mit  demselben  auch  t  ohnehin  nicht  genau  be- 
stimmt werden  kann,  so  setzen  wir  für  den  Gesammt widerstand  gegen 
die  Bewegung  des  Schwerpunktes   anstatt  des  yorstehenden  Ausdrucks 

Die  Integrationen  von  2  {Dg — Du)  sin  ß  cos  a  geben  endlich  suerst: 

4 

—  vwdß.cos^ßsui^ß 

und  sodann 
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39C  c 

Da  indessen  ^^  und  1  + nar  wenig  verschieden  sind ,  so  kann  zur  wei- 

teren  Vereinfachung  der  Untersuchung  der  vorstehende  Ausdruck  der  seit- 
lich wirkenden  Kraft  —i^^  gesetzt  werden.     Liesse  sich  die  Verdichtung 

A  V 

der  Luft  vor  dem  Geschoss  und  die  Verschiedenheit  dieser  Verdichtung 
«af  der  vorwärts  und  rückwärts  rotirenden  Seite  der  Kugelfläche  mit  in 
B^ebnimg  bringen,  so  würde  sich  jener  Seitendruck  noch  wesentlich  grösser 
als  der  oben  gefundene  herausstellen. 

£s  bleibt  nun  noch  übrig,  den  hemmenden  Einfluss  des  Beibungs- 
widerttandes  der  Luft  auf  die  Umdrehungen  des  Geschosses  wenigstens 
Annäherungsweise  zu  bestimmen.  Zu  diesem  Behuf  betrachte  man 
wieder  die  vier  Fläcbenelemente  I,  II,  III  und  IV,  sehe  dieselben  jedoch 
je  zwei  und  zwei  als  Elemente  einer  anderen  Kngelzone,  z.  B.  No.  I  und 
IV  als  Elemente  der  an  den  Durchschnitt  ÜNi  anstossenden  Zone  an.  Der 
Halbmesser  der  Elreisfläche  fifii^  nämlich  MuL  (Fig.  3)  sei  rsinj^  der  Ab- 
stand dieser  Fläche  vom  Mittelpunkt  M  der  Kugel  also  r  cosj  und  die 
Breite  der  zu  betrachtenden  Zone  rc//;  endlich  sei  der  Winkel  LMnP 
(^g*  3)  j,  sowie  die  Höhe  des  Flächenelementes  =  MuL  •  di  =  rdS .  sinj 
Qnd  mithin  der  Inhalt  des  letzteren  r*dj  dd  .sinj.  Alsdann  ist  die  Dre- 
hungsgeschwindigkeit  L  Q  des  Punktes  L  (Fig.  3)  rv  sin  j  und  derjenige 
Theil  der  Geschwindigkeit  v,  welcher  die  Richtung  von  LQ  besitzt,  v  sin  5. 
Hieraus  folgen  die  Geschwindigkeiten ,  mit  welchen  die  Luft  an  den  re- 
tpective  vorwärts  und  rückwärts  rotirenden  Elementen  hinstreicht,  wsinj 
-Vvmi  und  wsinj  —  vsinS^  sowie  die  Beibungs widerstände  an  diesen 
Elementen : 

in  I  und JI    5/  =  —  [w  sinj-^-v  sin  J]*  dj  d8 .  sinj^ 

2f 

in  m  und  IV   Su  ==  —  [w  sinj —  v  sin  dl'  dj  dS  .  sinj. 

cn  •* 

Die  Momente    dieser  Kräfte    erhält   man   durch  Multiplication   mit 

'''ti^;  nimmt  man  aber  hierbei  als  Einheit  dasjenige  Moment  an,  welches 

^  der  Pcripheriegeschwindigkoit  w  die  Beschleunigung  1   erzeugt,   und 

^  }ghr*p  das  Trägheitsmoment  der  Kugel,  so  finden  sich  die  Momente*) 

hervorstehenden  Kräfte  durch  Multiplication  derselben  mit — ^,  nämlich: 

»nr  Sj  das  Moment :  — r-  dj  dd  [ w*  sin*j  +2vw  sin^j  sin  8+v*  sin^j  sin*  d]  =  ilf  j , 

cnn 

»  ^ii  „         „         -r—  dj  dö  [w*  sin*j  —  2vw  sin^j  sin  d  +  v*  sin^j  sin*  S\  =  Mn, 

chtt 


'^)  Für  massive  Kugeln  von  homogener  Masse  ist  bekanntlich  A  =  1 ,  für  Hohl- 
S^chosse  hingegen  erhält  man  nach  Maassgabe  ihres  grösseren  oder  kleineren  iune- 
«ö  hohlen  Kaomes  circa  Ä=  1,2  —  J  ,25. 
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»'t0^0^0^0t0m0^0^0'i^ammmm0*f*^am^0^ 


nimmt 


-  >  -r 


Winds,  mii 


.'Ol  «j  f  ^  —  >a  ; 


an,  -io  ist  ron  ({=:ti  nia  d=4r  *'•'<<■/  ^frsaij,  miriini  aai  Elemmt  IVd.ie 
lUehtaiii^  des  LattBOrmnea  «ierjesi^vB  ier  Ks^sittd»  eaU^g ggii^fn  11111  ^  r 
^^=^f  hu  6-=\^jc  Jiwpeni  •^msre  and  lonm» 
mencL  ITm  ^imker  r'Sr  'üe  Vantmiiüftni  >ier  b«idra 
fia«  Moment  ies  Oeihnneainderstandea  zn  tmitn*  hat 
J=4$f  dam,  Latm^rni  vDa  :t  Jfp-^  Vni.  ^i>n^  <]i=Jr  ^b  6=:4g"  biMyigti  2 
Intftt^rai  ^on  >  .'  Jl^ —  Mn)  tm  oahawn,  mui  swdann  beida  latapaia  la  b^* 
5a»ijt: 


twmI  Jim  fnt^sri»!  Hiervon  ;iwi««hen  it«ii  GitnnaB  •>  nad  df: 

ifrt#f  4^m  rnt^Dpf*»!  W^^rvo«  arwifiriien  »liMi  Grensfm  ä=6i  and  d  =  ^fl(: 

:^^  — —   um  dj  .  sin'j  cos  Ji- 

A^^if^  mflin  H^i4A  fntMCjprAle,   nnd  bertlcksiciitigt  man  dabei, 

^rni^n  4^f4^.\h^n  «f»i2^/rr=2-  jrfa^'  rjMi§  isc,   so  ersieht  »ich  daa  Mome 

4^/  ftf>   /l^n   \>^'id^n  V/vyfi^rhälft^n  der  betrachteten  Zonen  wickenden  Re* 
Knn^wi4/»f<<tH[n4<H 


/^Ä* 


dJ  fC J »^  Wrt*^  +  JT* JTwfVj  ii+^vm sm?j  cos  J/]. 


PY^«9;f  m^n  s^nf  Klimmutimi  vrvn  1/  nHhermigsweiae : 


S/  =  --$hiJ  +  l^sn(^j 


ffff/l 


^»  r^rwll^fl^lt  aI^Ji  diiifiAr  Atiiiidrfick  in 

t»^"  '    *  '  «ijUWlfl^rntufMl  An  <l<»n  tiinteren  Hälften  der  gedachten  Kugel' 

ttngof/llir  (lomjrnigon  an  ihren  Vorderhälften  gleich  geaets^ 
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werden;  man  erh&lt  daher  das  Moment  der  Reibungswiderstände  an  der 
ganzen  Kagelfläche,  wenn  das  Doppelte  des  vorstehenden  zwischen 
den  Grenzen  0  und  ^n  integrirt  wird.     Hierbei  hat  man: 

J  dj  sw^j  =J  dj  sinj  (1  —  cosV)  =  |  > 
0  0 

J  dj  sin^j  =  /  dj  sinj  (1  —2  ro5»/+  cos^j)  =  ^«y , 

0  0 

In  hn 


I  dj  sin'j  =  I  dj  sinj  (1  —  3  cos^j  +  3  cos*j  —  cos^j)  =  | 


0  0 

Qtid  mithin  das  gesuchte  Moment  der  Luftreibung: 


100«       r    ,    .  w*  ,    .  w*l 


Da  endlich  —  ein  ächter  Bruch  uud  der  kleine  Bruch  e  ohnehin  nicht 

V 

5©nau  zu  bestimmen  ist,  so  genügt  es  wohl,  wenn  unter  der  Voraus- 
setzung «==—-— ,   das  Moment   des  Reibungswiderstandes,   welcher  die 

dnn 

^nidrehung  des  Geschosses  verlangsamt,  =  --  vwl  1  +-J  —     gesetzt  wird, 

^^odurch  sich  für  die  weitere  Untersuchung  der  Bewegung,  das  Verhältniss 
^^T  AeoderuDgen  von  v  und  w  möglichst  einfach  gestaltet. 

Ans  den  bisherigen  Ergebnissen  lassen  sich  nun  nachstehende  Folge- 
''Qn^en  ziehen: 

Verbindet  eine  Kugel,  deren  geometrischer  Mittelpunkt  auch  der 
'Mittelpunkt  ihrer  Masse  ist,  mit  der  Bewegung  dieses  letzteren  Punktes 
^>e  Drehung  um  eine  durch  denselben  Punkt  gehende  und  auf  dessen 
^>e.litung  rechtwinklige  Achse,  so  wird  durch  diese  drehende  Bewegung 

^^^Ht  nur  die  negative  Beschleunigung  des  Massenmittelpunktes  (um  das 
^^lied  — -)  vergrössert,  sondern  auch  ein  seitlicher  Luftdruck  gegen  diesen 

0  0/ 

^^rikt  erzeugt,  dessen  Richtung  rechtwinklig  auf  der  durch  seine  Richtung 
^^^^  durch  die  Drehungsachse  bestimmten  Ebene  ist  und  nach  derjeni- 
^^ti  Seite  geht,  auf  welcher  die  vordere  Halbkugel  dieDre- 
*^Uiig  rückwärts   ausführt.     Denkt  man   sich  also  die  Wirkung  der 
^^Uwerkraft  hinweg,  und  ist  die  Drehungsachse  zugleich  eine  der  freien 
-^^hsen  des  Körpers,  oder  bildet  dieselbe  wenigstens  nur  einen  kleinen 
Kinkel   mit   der   freien   Achse   des   grössten    oder  kleinsten  Trägheits- 
moments,  d.  h.  ist  die  Drehungsachse  vollständig  od^i  docVi  \sim^^<^\.^\s% 
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annäherungsweise  als  stabil  anzusehen  *) ,  so  bewegt  sich  der  Mittelpunkt 
der  Kugel  in  der  durch  seine  ursprüngliche  Richtung  gehenden ,  auf  der 
Drehungsachse  normalen  Ebene ,  welche  wir  die  Flugebene  nennen  wollen, 
beschreibt  aber  in  dieser  Ebene  keine  Gerade,  sondern  eine  Curve,  deren 
Richtung  sich  mehr  und  mehr  nach  derjenigen  Seite  wendet,  auf  welcher 
die  Rotation  rückwärts  geschieht. 

Liegt  die  Drehungsachse  waagerecht,  mithin  die  Flugebene  senkrecht, 
80  wird  auch  durch  den  Hinzutritt  der  Schwerkraft  der  Mittelpunkt  der 
Kugel,  welcher  zugleich  ihr  Schwerpunkt  war,  nicht  aus  der  Flagebene 
herausgezogen,  sondern  lediglich  die  Form  der  beschriebenen  Curve  ver- 
ändert. Geht  die  Drehung  der  Kugel  vorn  nach  unten ,  so  wird  dadurch 
der  Erfolg  der  Schwerkraft  gleichsam  verstärkt ,  d.  h.  die  Flugbahn  mehr 
gekrümmt  und  wesentlich  verkürzt.  Dreht  sich  hingegen  die  Kugel  vom 
von  unten  nach  oben,  so  ist  der  Erfolg  ein  umgekehrter;  denkt  man  sich 
dabei  in  jedem  Moment  der  Bewegung  die  Schwerkraft  in  zwei  Seiten- 
kräfte zerlegt,  von  denen  die  eine  die  Richtung  der  Tangente  und  die  an- 
dere die  Richtung  der  Normale  der  Bahn  besitzt,  und  ist  die  Drehungs- 
geschwindigkeit anfänglich  so  gross,  dass  —tVw  grösser,  als  die  letzte  der 
beiden  Composanten  der  Schwerkraft  ausfallt,  so  wird  die  Bahn  anfang- 
lich concav  nach  oben  und  derjenige  Punkt  derselben ,  in  welchem  —  vw 

dem  gedachten  Theil  der  Schwerkraft  gleich  geworden  ist,  der  Wende- 
punkt der  Curve',  von  dem  aus  die  Krümmung  nach  unten  beginnt. 

Wird  eine  Kugel ,  deren  Schwerpunkt  Mjn  (Fig.  l)  nicht  mit  ihrem 
Mittelpunkt  M  zusammenfällt,  in  drehende  Bewegung  um  eine  horizontale 
freie  Achse  FjGt  und  zugleich  in  fortgehende  Bewegung  in  einer  auf 
FiGj  rechtwinkligen  Richtung  MmA  gesetzt,  so  müssen  sich  zwar  die  oben 
für  die  concentrische  Kugel  gefundenen  Widerstände  der  Luft  periodisch 
vergrössern  und  verkleinern,  sowie  bei  jeder  einseinen  Rotation  die  grosse 
und  die  kleine  Kugelhälfte  mit  der  Drehung  vorwärts  wechseln ,  der  Er- 
folg im  Ganzen  bleibt  jedoch  der  nämliche  wie  oben.  Wenn  aber  demun- 
geachtet  in  der  Praxis  die  Abweichungen  der  excentrischen  Geschosse  be- 
sonders hervortreten,  so  liegt  dies  wohl  nur  darin,  dass  diese  Geschosse 
in  den  Geschützröhren  die  grössten  Rotationsgeschwindigkeiten  erhalten, 
und  dass  man  durch  die  ihrem  Schwerpunkt  im  Geschützrohr  gegebene 
Stellung  die  Lage  ihrer  Drehungsachse  beliebig  bestimmen,  und  somit  den 
Einflnss  dieser  Lage  auf  die  Geschossbahn  beobachten  kann. 


*)  Zaweilen  sieht  man  Geschosse,  welche  anfänglich  die  Richtnng  nach  dem  Ziel 
gat  einzuhalten  schienen,  sich  im  h^tzteren  Theil  ihrer  Bahn  auffäUif^  rechts  oder 
links  wenden;  die  Ursache  dieser  Erscheinung  ist  jedenfalls  ein  allmäligea  Umschla- 
gen der  Rotationsachse,  die  anfänglich  nahe  horizontal  gewesen  sein  mochte,  ohne 
doch  die  obigen  liediugnngcn  der  Stabilität  za  erfüllen. 
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Ifit  endlich  bei  eiüem  kugelförmigen  Geschoss  —  gleichviel  ob  der 

Mittelpunkt  und  der  Schwerpunkt  desselben  zusammenfallen  oder  nicht  — 

die  Drehungsachse  nicht  waagerecht ,   mithin  die  ursprüngliche  Flugebene 

nicht  yertical,  so  wird  die  Lage  dieser  Ebene  durch  die  Schwerkraft  fort 

und. fort  geändert,  d.  h.  der  Schwerpunkt  des  Geschosses  beschreibt  eine 

Corre  von  doppelter  Krümmung,  deren  Studium  um  so  verwickelter  sein 

wfirde,  weil  dann  die  Drehungsachse  nicht  rechtwinklig  auf  der  Richtung 

des  Schwerpunktes  bliebe ,  und  also  die  Ergebnisse  der  obigen  Rechnung 

nicht  einmal  zur  Anknüpfung  dieser  Untersuchung  ausreichten.     Ebenso 

▼erwickelt  wird  natürlich  das  Problem,  wenn  die  Drehungsachse  gleich 

bei  dem  Anfang  der  Bewegung  nicht  rechtwinklig  auf  der  Richtung  des 

Schwerpunktes  ist,   oder  endlich  wenn  bei  derselben  die  oben  angeführten 

Bedingungen  der  Stabilität  nicht  erfüllt  werden. 

Es  kann  nicht  in  der  Absicht  des  Verfassers  liegen,  auf  die  vorstehen- 
den Ergebnisse  eine  neue  Theorie  der  Flugbahnen  kugelförmiger  Ge- 
schosse zu  gründen;  denn  die  analytischen  Schwierigkeiten  eines  solchen 
Unternehmens  wären  zu  gross ,  als  dass  man  sich  von  demselben  einen  für 
die  militärische  Praxis  nützlichen  Erfolg  versprechen  könnte.  Dagegen 
möge  hier  nur  noch  eine  kurze  Untersuchung  über  die  Bewegung  der  im 
Eingang  beschriebenen  Kagel,  unter  Nichtbeachtung  der  Schwer- 
kraft, Platz  finden,  um  wenigstens  ein  ungefähres  Bild  der  durch  ihre 
Botationen  erzeugten  Veränderung  der  Flugbahnen  zu  geben. 

Eine  Kugel  vom  Gewicht  p  und  vom  Halbmesser  r,  deren  Massen- 
mittelpunkt mit  ihrem  geometrischen  Mittelpunkt  zusammenfällt,  aufweiche 
»her  die  Schwerkraft  nicht  einwirkt,   werde  mit  der  Winkelgeschwindig- 

W 
heit  —  um  eine  ihrer  freien  Achsen  in  drehende  Bewegung  versetzt  und 

dabei  zugleich  ihrem  Mittelpunkt  (Schwerpunkt)  die  Geschwindigkeit  V  in 
einer  auf  der  Drehungsachse  rechtwinkligen  Richtung  ertheilt.  Die  durch 
die  letztere  Richtung  gehende ,  auf  der  Drehungsachse  normale  Ebene  sei 
die  Ebene  der  rechtwinkligen  Coordinaten  x  und  y,  die  ursprüngliche  Rich- 
^Qg  des  Mittelpunktes  die  Achse  der  j?,  und  die  ursprüngliche  Richtung 
der  oben  nachgewiesenen  ablenkenden  Kraft  die  Achse  der  y.  Nach  der 
Zeit  /,  deren  Differential  als  constant  betrachtet  werden  soll,  habe  der 
Mittelpunkt  der  Kugel  die  Coordinaten  x  und  y,  den  Bogen  5  durchlaufen, 
Qnd  die  Geschwindigkeit  v,  deren  Richtung  mit  der  Richtung  der  d?  den 
Winkel  (p  bilde ;  die  Winkelgeschwindigkeit  der  Drehung  sei  für  denselben 

Moment  — .     Ist  dann ,   wie  oben ,   /  das  Gewicht  der  Raumeinheit  Luft, 
r 

f  das  Gewicht  der  Raumeinheit  des  Materials  der  Kugel  (letzteres  inner- 

"*lb  der  Kugelfläche  gleichförmig  vertheilt  angenommen)  und  bezeichnen 

^i^er  «  und  n  die  auf  die  Luftreibung  bezüglichen  Factoren,  so  hat 

»»n  ftr : 
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1  i 1  -r  — 

2  2 

während  des  Zeittheils  if(,  nach  den  früheren  Entwickelongen: 

die  Beschleunigung  der  Geschwindigkeit  w:    —  T^'^l^'Hiliji 

»  »  M  »  ^'    ~J^\}  +  ^'^)^ 

die  Beschleunigung  der  auf  die  Richtung  des 

Mittelpunktes  rechtwinkligen  Kraft     .  .     -J — r^^* 

D^  aber  b  die  Länge  einer  Linie  ist,  so  kann  man  sich  die  in  dem 
Vorstehenden  aufgeführten  Längen  F,  fT,  t;,  w^  x,  ^  und  5  in  demjeni- 
gen Längenmaass  ausgedrückt  denken,  dessen  Einheit  6*)  ist, 
wodurch  in  den  vorstehenden  Beschleunigungen  auch  6=1  wird.  Endlich 
sind  während  des  Zeittheils  dt  die  Cosinus  der  Winkel,  welche  die  Rich- 

dx 
tung  von  V  mit  den  Riehtungen  der  x  und  y  bildet,  cos  q>  =  —   und  sin  qf 

dy 
r=:-p   und  die  Cosinus  der  Winkel,  welche  die  Richtung  der  Kraft^vM^ 

mit  der  genannten  Coordinatenrichtung  macht,  —  sm<p:=  —  -~  und  cos  tp 

d  X 
=  -r— .     Man  hat  daher  für  die  Zunahmen  der  Geschwindigkeiten  w,  p, 
ds 

—  und  ---  während  des  Zeittheils  dl\ 
dl  dt 

1)  dw=-^nvw  [^i  +  ^^Jrf/, 

2)  dv  =  ^^[l  +  ^'!^dt, 

«X  <***  •  r     .   «  «^  dx     ,        .  dy     , 

'  dt  L       •  ^Ads  '         ds 

Die  Division  der  ersten  Gleichung  durch  die  zweite  giebt: 

dfv      nrv      ,       dw  dv 

-—  =  —    oder n  —  =  0 

dv        V  w  V 

und  das  Integral  hiervon  ist,  da  für  w=Wy  9=:F  wird, 


*)  Es  mu8s  bemerkt  werden ,  dass  diese  Einheit  sehr  g^ross  ist ,  s.  B.  bei  sw<Uf- 
pfundigen  Kanonen,  nach  Maassgabe  des  für  e  angenommenen  Werthes ,  für  Voll- 
kugeln circa  3000  Dresdner  Ellen,  für  die  Hohlgeschosse  etwa  1800—2000  dergleichen 
EJJen  beträjTt. 
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Seist  man  daher  zur  Abkürzung : 

so  inrird 

6)  wrsaArt^. 

Darch  Benutzung  dieser  Gleichung  lässt  sich  die  Drehungsgeschwin- 
digkeit w  aus  der  weiteren  Untersuchung  der  Bewegung  ganz  entfernen. 
Zuvörderst  folgt  nämlich  aus  den  Oleichungen  2)  und  6) : 

and  hieraas  durch  Integration ,  da  für  (=0  t;=F  wird: 

^^  '  ~  \7  ""  ?/       6(3  — 2n)  \i;3^^  ~  yz^-2n) 

,  k*         {     l l_\ 

"^36  (5  — 4n)  Vp*-*»       f*-*«/  •  •  • 


Sodann  l^at  man  auch : 

dv 


ds=svdt=z  — 


^d    durch  Integration  dieser  Gleichung,  wenn  A  die  hinzu  zu  fügende 
Constante  bezeichnet: 

=:log ^ 


=  % ^1— • 


(,;2-2lt^|^yj 


'i— 2« 


Da  nun  für  *=0  »  =  r  wird,   so  ist  ^  =  (F2-2"  + JA«)^-2",  und 
"»'^Hin: 

odd^  wenn  «  die  Grundzahl  der  natürlichen  Logarithmen  bezeichnet: 

F'2-2ii«L  l  fJ 

^^^^^us  dann  wieder 

^^'Kt.    Letzteres  kann  in  dem  Falle  n  >  1  zur  leichteren  Uebersicht  auch 

•'^  die  Form : 

y2u—2 


11)  p2«-'2  = 


0+*^)^^^-^^'-*^ 
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gebracht  werden  und  giebt  dann  erst  für  5=00  9=0.     Wird  die  Glei- 
chung 3)  mit —^  und  die  Gleichung  4)  mit  multiplicirt,  und  dann 

die  Summe  beider  genommen ,  so  erhält  man : 

^^.        dxd*y  —  dyd^x         \dx/         ,        rfr*       ,.    ds 

Hieraus   folgt   zunächst   der    Krümmungshalbmesser    der    von    dem 
Mittelpunkt  des  Geschosses  beschriebenen  Curve 

~dx~d*y~—d^d^         k  W      ~W'\r)      ' 

Dieser  Krümmungshalbmesser  nimmt  mithin  bei  der  allmäligen  Verminde- 
rung von  V  ab  oder  zu ,  je  nachdem  n  kleiner  oder  grösser  als  1  ist. 
Ferner  ist: 

\da>)         .         ,       (      dy\ 
—^==d.arcUmg{  =  -)  =  ^ 

nnd  mithin  die  Gleichnng  12)  anch : 

13)  rf9'  =  U,-fe- 

Führt  man  hier  den  Werth  von  v^"^  aus  der  Gleichung  10)  ein,  setzt 
man  zur  Abkürzung 

2(1— y») 


f*  =  (^csin  {—  a)  =  arctang \~  y-^J , 

und  berücksichtigt  man,  dass  (1 — n)  ä^^*— ")'  d*=  d(ac<^""")')  ist,  so  geht 
die  Gleichung  13)  in: 

15)  d^=i.4M:n= 

über.     Das  Integral  hiervon  ist,  da  für  5=0  auch  9=0  wird: 

9  =  —  [aresin  (=a  c<^  -  «)*)  —  aresin  (=  a)] 

16)         A        "l 

=  —  [aresin  (=ac'^—")')  —  f*] 
m 

und  hieraus  folgt  noch : 

m 
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Ist  n  >  1 ,  80  wird  m  negativ ,  und  bei  dem  unendlichen  WacUsen  von 
I  arem  (=s  ««-<"-*>')  =  0,  mithin 

--i=.e-i)---(=w)- 

Die  Carve  würde  daher  für  n  >  1  eine  Asymptote  haben ,  welche  mit  der 
Richtong  der  x  den  vorstehenden  Winkel  bildete. 

Um  (p  auch  als  Function  von  v  zu  erhalten ,  kann  man  die  Gleichung 
16)  schreiben : 

q>  =  ^.  aresin  (=  a c<*-">'  ]/l  —  <^  —  a /l  — a*ö^<*-">'), 

Hl 

oder  da  nach  den  Gleichungen  10)  und  14) 

^(1  — «)«^l— n 


yi  —  a«e2<*-">'  = 


nnd 


}/T^^  = 


yi—n 


ist: 


j/F«-2"  +  ^Ä« 


oder 


18) 


ffi  =s  —  .  aresin  ( =  .  ae<*-«)' ) 

^       m  \      f/y^-^^  +  ^l^  / 

1  ^    /       ri-"  — V*-"  Ar^r  \ 

a  =  —  .  arwm  I  =    ^  .    ^  — ^:_  I 


1  .   /  fr(Fi-fi_e,i-^«)  \ 

=  —  •  arcstn  I  =    ^  ). 

m  \    ^(er* +pr»)  (v2-2ii  +  jfr* v-^^y 

Wird  umgekehrt  der  Werth  von  c(i-")'  aus  der  Gleichung  17)  in  die 
Gleichung  10),  und  dabei  zugleich  für  a  dessen  Werth  aus  13)  eingesetzt, 

^  findet  sich : 

k  W 

19)  »*-•  =  —  eoiang  (^  +  m  9)  =  yrf^  ^oiang  {fi+m  q>), 

voraus  auch : 

20)  ^  =  ^L  +  larctang{^-,=^), 
«aer  inBofem  «  >  1 

^^^St.     Femer  giebt  die  Gleichung  13) 

2  2 

ds  =  —  r*-»  dip  =  r^  dtp  eoiang  (f*  +  my), 

^^  da  man  noch  -—  =  co5  <p  und   -^  sssintp  hat,  so  ist: 

2 

dx  =  d$  eos  q>  =  -pr-  d»  C059  eoiang  (f*  +  wg»), 

21)  ^  ^^0 
(f^  £=  dssin  qf  =3  -—  cf^  mg»  eoiang  {fii+mq>). 
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In    dem    besonderen    Falle   n  ==  1    wird    m  =  0,    und   da  nach  14) 

colang  ^  =  -— -  ist : 

2F 
dx  -=  "z^  dtp  cos  (p, 

2V 

dy  =  —d(p  sing>, 

,  Verlegt  man  überdies  für  diesen  Fall  den  CoordinatenanPang  io  der 
Achse  der  y  ^m -ttt  vorwärts,   so  wird   für  (p  =  0  aach  j:=0,   hingegen 


2V 


yz=z  —  r;^^    Und   man  erhält  durch  Integration    der  vorstehenden   61ei< 


chungen:  tV    ,  2V 

ö  x=—sm(p,     y  =  —  —  coS(p, 

mithin  ^  .^^iL\ 

d.  h.  für  n  =  l,  wo  die  Geschwindigkeiten  v  und  w  fortwährend  in  gleichem 
Yerhältniss  abnehmen ,  würde  der  Mittelpunkt  der  Kagel  bis  zur  gänz- 
lichen Erschöpfung  seiner  Bewegungskraft  einen  Kreis  vom  Halbmesser 

2V 

—  durchlaufen,  welchen  seine  ursprüngliche  Richtung  berührte. 

•Von  diesem  speciellen  Falle  abgesehen,  können  die  Integrale  der 
Gleichungen  21)  wohl  nur  in  der  Form  von  unendlichen  Reihen  gegeben 
werden ,  deren  Fortgang  wenig  übersichtlich  und  deren  Convergenz  wegen 
der  Verschiedenheit  der  möglichen  Werthe  von  m  schwer  festzustellen 
sein  würde.  Es  erscheint  daher  zweckmässiger,  von  diesen  Gleichungen 
ganz  abzusehen  und  z.  B.  zu  einer  graphischen  Darstellung  der  Curve  das 
Erforderliche  lieber  nach  der  Gleichung  17)  zu  berechnen.  Hat  man  nach 
derselben  für  die  Werthe  qE>| ,  qE>, ,  9>s . .  •  ^n  von  <p  die  entsprechenden 
Bogenlängen  5i ,  ^,,  5, ...  5»  bestimmt,  und  sind  die  Grössen  9, ,  9,  ...  so 
gewählt,  dass  die  Bogenstücke  5, ,  5,  —  5|,  s^ — s^  • . .  annäherungsweise  als 
gerade  Linien,  d.  h.  als  Sehnen  der  Curven  betrachtet  werden  können,  so 
erhält  man  n Punkte  dieser  krummen  Linie,  wepn  man  die  gedachten  Seh- 
nen so  aneinander  stösst,   dass  sie  mit  der  Richtung  der  Xy  respective  die 

Winkel  i  9>i  1  i  (9>i  +  Vi) »  1  (Vi  +  9?«)  •  •  •  bilden. 

Die  ganze  Beschaffenheit  der  Flugbahn ,  welche  der  Mittelpunkt  des 
Geschosses  beschreibt,  hängt,  wie  sich  theilweise  schon  bei  dem  obigen 
herausstellte,  davon  ab,  ob  n  grösser,  gleich,  oder  kleiner  als  1  ist,  näm- 
lich ob  die  Drehungsgeschwindigkeit  w  schneller,  verhältnissmässig  eben 
so  schnell ,  oder  langsamer  als  die  Geschwindigkeit  v  der  fortgehenden  Be- 
wegung abnimmt.  Die  ersten  beiden  Fälle  sind  aber  mehr  als  unwahr- 
scheinlich ,  denn  sie  bedingten  nicht  nur  eine  kaum  denkbare  Grösse  des 
JReibnn^swiderstandes  der  Luft,  sondern  die  praktischen  Beobachtungen 
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leigen  aach,  so  weit  sich  dies  nach  denselben  bcurtheilen  lässt,  eher  eine 
Abnahme  als  eine  Zunahme  der  Krümmungshalbmesser.  Für  t<  1,  als  den 
wahrscheinlichsten  Fall,  darf  nun  nicht  unbeachtet  bleiben,  dass  bei  dem- 
selben der  vorausgesetzte  Unterschied  von  v  und  w  sich  immer  mehr  ver- 

W  W 

mindert,   endlich  aber  t?==«;  =  — p",   d.h.  t;^~"c=—   und   von  dieser 

Grenze  aus  v  selbst  noch  kleiner  als  rv  wird.  Die  sämmtlichen  oben  ent- 
wickelten Gleichungen  gelten  daher  für  /i^l  nur  bis  zu  der  gedachten 
Grenze,  weil  bei  der  denselben  zum  Grund  liegenden  Berechnung  des 
Widerstandes  der  Luft  v'^w  vorausgesetzt  war.  Wollte  man. den  späteren 
Verlauf  der  Bewegung  untersuchen ,  so  müsste  mit  einer  neuen  und  ganz 
anderen  Berechnung  jenes  Widerstandes  begonnen  werden.  Es  dürfte 
aber  eine  derartige  Untersuchung  um  so  weniger  Interesse  gewähren ,  da 
in  der  Praxis  die  Geschosse  wohl  meistentheils  die  Erde  erreichen,  bevor 
p=:ip  geworden  ist,  und  wir  begnügen  uns  deshalb  damit,  noch  die  Werthe 
anzugeben,  welche  die  übrigen  Veränderlichen  für  t;  =  w  erhalten.  Aus 
der  Gleichung  7)  folgt  für  »!-«'=  ^PT-": 

'^  V  LW      ""  ^ J  ■"  ü(3-2;0F»  L\lf 7         -  ij  +  •  •  •» 
aus  der  Gleichung  8) : 

und  endlich  aus  der  Gleichung  20) 

=  ^iP^)  "''"'"^  \ 6  F  +W')  • 

Geht  bei  horizontaler  Drehungsachse  die  Richtung  von  V  unter  einem 
^trftchtlichen  Winkel  (dem  Elevationswinkel)  schräg  aufwärts,  und  denkt 
■w»  »ich  nun  die  Wirkung  der  Schwerkraft  auf  das  Geschoss  hinzutretend, 
•0  wird  durch  dieselbe  die  allmälige  Verminderung  von  v  in  Vergleich  mit 
d^jenigen  von  tv  im  aufsteigenden  Ast  der  Bahn  beschleunigt,  im  ab- 
•^«igenden  Ast  hingegen  wieder  verzögert.  Das  Verhältniss  von  v  und  w 
ii^bert  sich  daher  in  der  Gegend  des  Scheitels  der  Bahn  der  obigen  Grenze 
^«Imehr,  als  es  die  vorstehenden  Rechnungen  für  dasselbe  s  geben,  und 
aommt  dann  im  absteigenden  Ast  nach  und  nach  wieder  mehr  mit  den  Re- 
'Zitaten  der  gedachten  Rechnung  in  Uebereinstimmung.  Hieraus  erklärt 
''^hf  warum  gerade  im  Beginn  des  absteigenden  Astes  der  Einfluss  der 
Stationen  auf  die  Richtungen  der  Geschosse  am  auffälligsten  hervortritt. 


Vi* 


IX. 

üeber  die  tägliche  Variation  des  Barometers  und  die 

atmosphftrische  Lnnar-Fluth. 

Von  Dr.  E.  Knorr, 

Kaiserlich  russiBcher  SUatsrath. 


Obgleich  seit  einer  langen  Reihe  von  Jahren  fast  unter  jedem  Him- 
melsstriche und  in  jedem  Theile  der  Erde ,  wohin  nur  europäische  Kennt- 
nisse und  Bildung  drang,  meteorologische  und  vorzüglich  Barometer- 
beobachtungen angestellt  worden  sind,  wodurch  der  physikalischen  Geo- 
graphie und  der  Meteorologie  jene  Ausbreitung  zum  grösseren  Theile 
gegeben  wurde,  welcher  beide  Wissenschaften  sich  jetzt  erfreuen,  und 
obgleich  die  Meteorologie  Lieblingswissenschaft  vieler  Physiker  wurde,  so 
möchte  man  doch  wohl  mit  vielem  Hechte  hehaupten ,  dass  dieser  für  den 
Menschen  so  wichtige  und  so  anziehende  Theil  der  Naturkunde  als  Wissen* 
Schaft  in  mehreren  seiner  einzelnen  Theile  noch  immer  nicht  sehr  weit 
über  die  Anfänge  hinaus  gefördert  worden  sei.  So  möchte  z.  B.  nftchat 
den  Temperaturverhältnissen  wohl  schwerlich  irgend  eine  andere  Natur- 
erscheinung aufzufinden  sein,  welche  sich  zahlreicherer  Beobachtungen 
erfreute ,  als  die  Veränderung  des  atmosphärischen  Drucks ,  und  dennoch 
ist  die  Theorie  dieser  Veränderungen,  d.  h.  die  Kenntniss  der  Gesetse, 
nach  welchen  selbige  erfolgen,  abgeleitet  aus  den  wirkenden  Kräften,  fast 
noch  gar  nicht  vorhanden.  Es  bietet  aber  auch  kein  Phänomen  scheinbar 
mehr  Unregelmässigkeit  und  Gesetzlosigkeit  dar ,  als  die  Veränderung  der 
Barometerhöhe ,  und  die  mehrfach  sich  unter  einander  modificirenden  Ur- 
sachen, welche  jene  Veränderungen  bedingen,  sind  selbst  wiederum  in 
ihren  Elementen  nur  sehr  unvollkommen  gekannt,  ja  sogar  zum  Theil  noch 
fraglich.  Je  complicirter  aber  sich  jene  Erscheinungen  zeigen ,  mit  desto 
mehr  Recht  hat  wohl  zunächst  derjenige  Theil  derselben  die  Aufmerksam- 
keit der  Beobachter  auf  sich  gezogen ,  in  welchem  sich  eine  stete ,  sehr 
re^e]jnH88]ge  Wiederkehr  zeigt;  ich  meine  die  tägliche  Variation  der 
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Barometer  höhe*  Ohne  die  älteren  Untersuchungen  anzuführen,  zu 
welchen  letzteres  Phänomen  Anlass  gegeben  hat,  erlauben  wir  uns  nur 
Alexander  v.  Humboldt's  Abhandlung  im  dritten  Bande  seiner  Relation 
histonque  du  voyage  au  nouveau  conlinenL  Paris  1824.  4.  {Voyage  eic,  8. 
10.  Bd.)  zu  erwähnen ,  wo  man  von  pag.  270 — 312  (8.  pag.  330 — 478)  neben 
einer  vortrefflichen  Zusammenstellang  schätzbarer  Beobachtungen  und 
hdcbst  beaehtungswerther  Kesultate,  gleichzeitig  die  interessantesten  histo- 
rischen Notizen  in  Bezug  auf  jene  Erscheinung  findet  Diese  Arbeit  des 
hochberühmten  Naturforschers  gab  dem  Verfasser  des  vorliegenden  Auf-' 
sattes  zu  Anfang  des  Jahres  1828  Gelegenheit,  mit  Alexander  v.  Humboldt, 
mit  welchem  er  damals  in  näherer  Beziehung  zu  stehen  das  Olück  hatte, 
eine  fortgesetzte  Discussion  zu  führen  über  die  Ursachen  der  fraglichen 
Erscheinung. 

Der  Verfasser,  gestützt  auf  mathematische  Betrachtungen  und  auf 
nnmerische  Berechnungen,  welche  sich  zunächst  auf  die  Beobachtungen 
gründeten,  die  im  Jahre  1824  bei  Sonnenaufgang  und  um  2^  Nachmittags 
eorrespondirend  zu  Genf  und  auf  dem  St.  Bernhard  angestellt  wurden, 
und  dann  später  auf  dreistündige  Beobachtungen  an  denselben  Orten  um 
9^ Morgens,  12^  und  3^  JüTachmittags  während  des  Jahres  1827  augestellt, 
sQchte  den  berühmten  Naturforscher  zu  der  Ansicht  zu  neigen,  dass  die 
tigliche  Variation  des  Barometers  im  Wesentlichsten  eine 
Folge  der  täglichen  Veränderung  der  Temperatur  und  des 
Danstgehalts  der  Atmosphäre  sei,  weil  sich  die  Möglichkeit  nach- 
weisen lasse,  dass  beide  Ursachen  zusammen  eine  ähnliche  Erscheinung 
bewirken  könnten.  Die  Discussion  über  diesen  Gegenstand  endete  mit 
den  Worten  A.  v.  Humboldt^s :  „Ich  bin  gewissermaassen  mit  der  Ansicht 
>it  geworden ,  dass  die  tägliche  Variation  des  Barometers  nur  durch  kos- 
nusche  Ursachen  erklärt  werden  könne ,  und  deshalb  fällt  es  mir  schwer, 
mir  eine  andere  anzueignen,  obgleich  ich  eingestehen  muss,  dass  die  Ihrige 
manches  für  sich  hat.'^  Diese  Ansicht  A.  v.  Humboldt's  über  eine  kos- 
mische Ursache  der  in  Rede  stehenden  Erscheinung  hat  eine  neue  Stütze 
ehalten  durch  die  Untersuchung  Lamont*s  über  die  Frage,  ob  die  täg- 
liche Schwankung  des  Barometers  durch  die  Erwärmung  der  Erdoberfläche 
^ein  erklärt  werden  kann ,  oder  ob  sie  theilweise  einer  kosmischen  Kraft 
'geschrieben  werden  muss? 

„Ich  habe,  sagt  Lamont  (Pogg.  Ann.  1861,  No.  10,  pag.  281),  wiederholt 
schon  mit  der  Frage  Über  die  Ursache  der  täglichen  Barometerschwankun- 
gen mich  beschäftigt ,  und  bin  zu  der  Ansicht  gelangt ,  dass  sie  nur  zum 
^eil  der  Erwärmung  der  Erdoberfläche  durch  die  Sonne  zugeschrieben 
▼srden  können,  zum  grössteu  Theile  aber  von  einer  kosmischen  Kraft 
^^nühren,  die  verschieden  von  der  Schwere  ihren  Sitz  in  der 
Bonne  hat,  und  die  ich  vorläufig  als  identisch  mit  derElektri- 
^itftt  annehme.     So  verschieden  auch  in  verschiedenen  goo(gra\)hiachea 
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Breiten  und  verschiedenen  Meereshöhen  das  Phänomen  im  Ganzen  sich 
gestaltet,  dennoch  konnte  überall  (Madras,  8t.  Helena,  Hobartown, 
Toronto,  Madrid,  München,  Prag,  Petersburg)  die  Beobachtung  durch 
zwei  Glieder  dargestellt  werden,  wovon  das  erste  eine  Periode  von 
24  Stunden  hat,  und  im  Sommer  gross,  im  Winter  klein  ist,  also  mit  der 
Temperatur  übereinstimmt,  während  das  zweite  ganz  analog  der  Ebbe  und 
Fluth  in  24  Stunden  2  Maxima  und  2  Minima  giebt,  und  in  kalten  und 
warmen  Monaten,  in  hohen  und  tiefen  Beobachtungspunkten  so  nahe  über- 
einstimmende Grössen  hat ,  dass  es  durch  eine ,  von  atmosphärischen  Ein* 
Aussen  unabhängige  Kraft  bedingt  sein  muss/' 

Wie  Lamont  in  seiner  angeführten  Abhandlung  anführt,  ist  Kreil 
(Sitzungsberichte  der 'k.  k.  Akademie  der  Wissenschaften  zu  Wien,  Bd. 
XLin,  S.  121)  gegen  die  obige  Ansicht  aufgetreten,  und  hat  nachzuweisen 
gesucht,  dass  man  den  auf-  und  absteigenden  Luftstrom  als  Ursache  der 
täglichen  Barometer- Schwankungen  ansehen  müsse,  wobei  er  einen  be* 
trächtlichen  Theil  seiner  Schlüsse  auf  die  Scheidung  der  trüben  und  hei- 
teren Tage  desselben  Monats  gründet.  Hierdurch  veranlasst,  hat  auch 
Lamont  eine  solche  Scheidung  vorgenommen,  und  er  findet,  dass  sich 
die  atmosphärische  Ebbe  und  Fluth  an»trtiben  und  heiteren 
Tagen  vollkommen  gleich  zeige,  was  er  als  eine  neue  sehr  gewich- 
tige Bestätigung  seiner  Ansicht  betrachtet.  Bezeichnet  n  die  Zeit  in 
Stunden,  vom  wahren  Mittag  an  gerechnet,  so  findet  Lamont  folgende  Ana* 
drücke  *) : 

L     Für  die  Temperaturwirkung. 
An  heiteren  Tagen:  j  An  trüben  Tagen: 


im  Winter:  O'", 06b  sin  (15  n -hl  20"  51'), 
„  Frühling:  0,102  sin  (15/I  +  148M8'), 


im  Winter :  0'",025  sin  (16»  +  SV  25'), 
„  Frühling:  0,048  sin  (15«  +  18*  24')» 


„Sommer:    0,182  5i>i  (15  w  + 104^29'),         „Sommer:    0,064  «f>i  (I5«-f- 183"  46'), 
„  Herbst :      0,112  sin  (15/1+1580  20).        „  Herbst :      0,020  sin  {Ibn  +  30*  19'). 


IL     Für  die  Ebbe  und  Fluth. 


An  heiteren  Tagen : 

im  Winter :  0'",074  sin  (30/1+153®  17'), 
„  Frühling:  0,119  sin  (30/1  +  151® 54'), 
„Sommer:  0,110««  (30  n+ 142®  38), 
„  Herbst:      0,118  sin  (30/1  +  151® 26'). 


An  trüben  Tagen: 

im  Winter:  0'",080  W/i  (30ii+165«  0*), 

„  Frühling :  0,107  sin  (30  ii+ 147*51'), 

„Sommer:    0,106  5t/i  (30/1+146*38'), 

„  Herbst:      0,110  sin  (80/i+150*W'). 


Aus  den  Ausdrücken  unter  No.  IL  folgt,  dass  die  halben  Amplituden 
der  von  .der  atmosphärischen  Ebbe  und  Fluth  abhängigen  täglichen  Oscil- 
lationen  der  Barometerhöhen  sein  werden : 
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An  heiteren  Tagen : 

im  Winter :  0'",074 
„  Frühling:  0,119 
„  Sommer:  0,110 
„  Herbst:         0,118 


im  Mittel :  0,105 


An  trüben  Tagen: 

im  Winter:  0'",080 
„  Frühling:  0*^,107 
„  Sommer:  0,100 
„  Herbst:        0,110 

im  MitteTi         ÖilÖT 


also  im  Mittel  für  das  ganze  Jahr  O' ",  103  =  0,232  Millimeter,  wenn  fran- 
xösische,  oder  =  0,201  Millimeter,  wenn  englische  Linien  verstanden 
ireiden. 

Für  it  =  0 ,  d.  h.  für  Mittag ,  ergiebt  sich : 


An  heiteren  Tagen  : 

im  Winter :    0'",0d3269 

„  Frühling:    0,056051 

„  Sommer:      0,060760 

„  Herbst :        0,056425 

im  MitteTi         0,053126 

.»Pf 


An  trüben  Tagen : 

im  Winter:  O'",020704 
„"iTrühling:  0,056055 
„  Sommer:  0,058300 
„  Herbst :        0,053525 

im  Mittel :         0,047371 


lind  im  jährlichen  Mittel  0   ,0502=5  0,1134  Millimeter,  wenn  französische, 
oder  0,1276  Millimeter ,  wenn  englische  Linien  zu  verstehen  sind. 

Die  in  dem  letzten  THfelchen  enthaltenen  Zahlen  zeigen  sich  nun 
wenigstens  von  den  Jahreszeiten  nicht  so  unabhängig,  dass  der  Schluss 
wif  eine  ausserhalb  der  Atmosphäre  existirende  besondere  Kraft,  die  nn- 
Abhftngig  von  atmosphärischen  Einflüssen  sei,  vollständig  begründet  er- 
schiene.    Die  Zahlen  steigen  regelmässig  vom  Winter  zum  Frühling ,  und 
▼om  Frühling  zum  Sommer,  und  ebenso  nehmen  dieselben  vom  Sommer 
siUQ  Herbst  und  vom  Herbst  zum  Winter  wieder  ab ;  ein  Gleiches  gilt  aber 
ttch  für  die  mittleren  Temperaturen  der  Jahreszeiten.     Man  könnte  in- 
xwischen  diese  Zu-  und  Abnahme  auch  als  eine  Folge  der  verschiedenen 
Entfernung  der  Sonne  ansehen ,  und  wollten  wir  auch  zugeben ,  dass  diese 
Ansicht  die  richtige  sei ,   so  bliebe  doch  immer  noch  die  Frage  übrig ,   ob 
£e  anziehende  Kraft  der  Sonne  auf  die  Theilchen  der  Erdatmosphäre,  mit 
gleichzeitiger  Berücksichtigung  derselben  Anziehung  auf  den  festen  und 
flfiasigen  Kern  des  Erdkörpers,  nicht  solche  kleine  Veränderungen  der 
Barometerhöhe  zu  bewirken  vermöge,  wie  sie  durch  die  Ausdrücke  unter 
n*  dargestellt  werden?     Um  eine  Antwort  auf  diese  Frage  zu  finden,  be- 
inerken  wir,  dass  Bouvard  in  seinem  Memoire  sur  les  observaiions  miteoro- 
^^utt  faUes  ä  Vobservaloire  royul  de  Paris  {lu  ä  Vacad,  des  sciences  le  23. 
^rü  ]^^  (}ie  Mittelzahlen  von  Barometerbeobachtungen  mittheilt,  welche 
^  9^  Vormittags,  um  12*"  und  um  3^  Nachmittags  während  208  Syzygien 
^d  eben  so  vieler  Quadraturen  angestellt  wurden,  und  Laplace  {Ateca- 
^9^  cilesUj  T.  5),  welcher  seine  Untersuchungen  Über  die  atmosphärische 
l'^arflath  auf  diese  Beobachtungen  stützt,  nimmt  an,  dass  für  dieselben 
^^  Mittag  als  mittlere  Eintrittszeit ,  sowohl  für  die  Syzy^v^u  ^v^  ^x  ^v^ 
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Quadrataren,  gelten  kann.  Es  ist  nnn  die  mittlere  Barometerhöhe  um 
Mittag 

für  die  Syzygien ^'=755,089  Millimeter,     . 

„     „    Quadraturen    .  .  .  jB'=  756,689         „ 

mithin  B'—Ä'=z     0,700  Millimeter, 

folglich  die  halbe  Amplitude  der  Barometerschwankung  in  Folge  der  An- 
ziehung des  Mondes  im  Mittel  für  den  Mittag  0,350  Millimeter ,  da  in  dieser 
Differenz  sich  der  Einflnss,  welcher  von  der  Anziehung  der  Sonne  abhängt, 
von  selbst  eliminirt.  Nimmt  man  nun  ferner  mit  Laplace  an,  dass  die 
Wirkung  der  Sonne  2Vi  Mal  geringer  als  die  des  Mondes  sei,  so  ergiebt 
sich  für  die  Einwirkung  derselben  auf  das  Barometer  0,140  Millimeter  als 
mittlere  halbe  Amplitude  der  Oscillation.  Die  oben  unter  n.  angeführten 
Ausdrücke  ergaben  nun  aber  als  jährliches  Mittel  für  die  halbe  Amplitnde 
0,1134  Millimeter  für  französische,  oder  nur  0,1270  Millim.  für  englische 
Linien ;  man  sieht  also ,  dass  eine  solche  Oscillation  sehr  wohl  durch  die 
Anziehung  der  Sonne  hervorgebracht  werden  kann,  und  noch  keine  Noth- 
wendigkeit  vorliegt,  nach  einer  anderen,  bis  jetzt  noch  unbekannten  Natur- 
kraft  zu  forschen,  um  dieselbe  zu  erklären,  sobald  man  die  Bichtigkeit 
der  für  die  Wirkung  des  Mondes  eben  angegebenen  Zahl  zugestehen  muss. 
Aber  gerade  hiergegen  fehlt  es  nicht  an  gewichtigen  Gründen,  auf  welche 
wir  hier  inzwischen  nur  insoweit  näher  eingehen  wollen,  als  die  Darleg^ong 
dieser  Gründe  die  Veranlassung  werden  kann,  neue  gründliche  Unter- 
suchung über  den  fraglichen  Gegenstand  anzustellen. 

Laplace  {Mdcanique  cilestCy  T,  5) ,  gestützt  auf  Bouvard^s  Berechnimg 
der  Pariser  Beobachtungen  aus  den  11  Jahren  von  1810 — 1826,  setzt  die 
ganze  Ausdehnung  der  Barometerschwankungen  in  Folge  der  Anziehung 
des  Mondes  auf  die  Erdatmosphäre  nur  auf  0,01763  Millim.  fest,  und  er  sagt 
pag.  167: 

,,Vexiritne  pelitesse  de  Vaclion  attraciive  du  soleil  sur  Faimosphire  esi 
prouvee  par  la  pilitesse  de  Vaclion  aitractive  de  la  lune.  Cest  donc  par  factum 
de  sa  chaleur  que  le  soleil  produil  la  Variation  diume.  Mais  il  esl  presque  im- 
possible  de  soumettre  les  effels  de  ceile  action  ä  Vanalyse;  et  toule  explicaUon  de 
ce  genre  de  phenom^nes  qui  n'est  point  fondee  sur  le  calcul^  doit  itre  bannt  de  la 
Philosophie  naturelle,^* 

Bezeichnen  R  und  X*  zwei  Grössen,  die  für  ein  und  denselben  Be- 
obachtungsort als  constant  betrachtet  werden,  h  den  Stundenwinkel  der 
Sonne,  vom  Mittag  an  gezählt,  q  die  mittlere  tägliche  synodbche  Be- 
wegung des  Mondes,  i  die  Zahl  der  Tage,  welche,  von  einer  Conjunction 
an  gerechnet,  verflossen  sind,  so  kann  die  Formel  für  die  lunarische  Fhith 
der  Atmosphäre,  auf  welche  Laplace  seine  Untersuchungen  gründet,  dar- 
gestellt werden  durch 
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R  cos\2h—2iq—2k']*). 
Nimmt  man  femer  mit  Laplace  an,  dass  die  Syzygien  und  Quadra- 
turen im  Mittel  am  Mittag  eintreten ,  so  hat  man  für  die  Conjnnction : 
nm  9^  Morgens  .  .  .  2ä  =  —  90^    i=s  —  J, 
„  12*»  Mittags    .  .  .  2Ä  =  0  1  =  0, 

„    3^  Nachmittags  .  2h  =  9(f         <  =  i > 
flir  die  Opposition  dagegen : 

um  O"*  Morgens  .  .  2ä  =  — 90®    t^=sl80®  —  |^, 
„  12*»  Mittags     .  .  2Ä  =  0  t^  =  180", 

„    8^  Nachmittags  2Ä  =  90"  «Ö'  =  180"  +  |g, 

nutUn  fllr  die  Wirkung  des  Mondes  auf  die  Atmosphäre  in  den  Sjzygien: 

um  9^  Morgens  .  .  — R  sin  {2  k'  —  ^q)^ 
„  12'' Mittags    .  .  +  Äco*2A', 
„    8"»  Nachmittags  +  R  sin  (2k'+j^q). 
Für  die  Quadraturen  hätte  man  dagegen : 

um  9'' Morgens  .  .  2ä  =  — 90"     «^'  =  ±90"  —  ^^, 
„12^  Mittags    .  .  2Ä  =  0  ijr=  +  90", 

„    8'' Nachmittags  2Ä  =  90"  «fi^=  +  00"+^y, 

mithin  für  die  Wirkung  des  Mondes  in  den  Quadraturen : 

um  9^  Morgens  .  .  +  Rsin  (21' — Jg), 
„  12^  Mittags     .  .  —  Rcos  21', 
„3^  Nachmittags  —  R  sin  (2l'+  ^q). 
Beseichnen  nun  A^  Ä\  A"  die  während  der  Sjzygien,  B^  B\  B"  die 
wlbrend  der  Quadraturen  beobachteten  Barometerhöhen,  ferner  C,  C\  Cf' 
^i^jenigen,  welche  ohne  Einwirkung  des  Mondes  stattfinden  würden,  resp. 
'S' Ö* Morgens,  12^  Mittags  und  3**  Nachmittags,  so  hat  man  nach  Laplace 
ftr  die  Syzygien : 

C  —  Rsin{2i:—\q)  =  A 
C'+ Rcos  21'  =A'     (a) 

C"+Rsin{2k'+^q)=::A" 
Vttd  für  die  Quadraturen : 

C  +  Rsin{2k'—^q)  =  B 
C'--Rcos2k'  =iB'    iß) 

C"—Rsin(2k'+lq)=B". 
Nach  Bouvard*s  Rechnung  setzt  nun  Lnplacc: 

l'=32"6'**) 
^^t  2  Stunden  8  Minuten  in  Zeit,   ein  Resnltnt,  welches  nur  durch  eine 
^^ichiedene  Anwendung  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  so  verschieden 
^^  einem  früher  gefundenen : 


*)  MicwHque  Celeste ,  Tonieb,  pag,*i^l.     Bouvard^  Mitnoire  snr  le»  ohservatioiis 
^^^^^^roktgiques  etc, ,  png,  23. 

••)  SuppL  au  5.  tome  du  traüi  de  mecanique  c4L  ,  p<ig.  20  et  Comu  dt  (cinp«  pow  V  «a 
18)5 —  Bouvard,  Memoire  etc. ,  puy.  \S2. 
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k'  —  4^  38'  40"  =  2f  18'  36"  in  Zeit 
aasfällt*).  Diese  Verschiedenheit  in  den  numerischen  Werthen  für  ein 
nnd  dieselbe  Grösse,  deren  Bestimmung  doch  auf  denselben  Grandglei- 
chungen  und  denselben  Beobachtungen  beruht,  ist  jedenfalls  Bedenken 
erregend,  und  ruft  Zweifel  gegen  die  Richtigkeit  der  Theorie,  oder  gegen 
die  der  Beobachtungen  wach.  Was  nun  zunächst  die  Theorie  betrifft,  so 
haben  wir  nichts  darin  auffinden  können ,  was  der  Anwendung  der  Formel 
von  Laplace ,  in  der  Weise ,  wie  dieselbe  geschehen  ist ,  entgegen  wäre, 
und  wir  unterlassen  hier  der  Kürze  wegen  die  Rechtfertigung  derselben, 
indem  wir  sofort  zur  Betrachtung  der  Beobachtungen  übergehen.  Aus 
Bouvard*s  oben  angeführter  Memoire  lässt  sich  nun  folgende  Tabelle  bu- 
sammenstellen : 

Tabelle  No.  1. 

Observatorium  zu  Paris. 

Baroroeterhöhe  in  Blilliroeter  reducirt  auf  0®  Temperatur. 


Mittel  aus  allen  Beobachtnngen  von 
1810—1826  incl 


2  Tage  vor  den  Syzygien  . 
1  Tag  vor  den  Syzjgien  .  . 
äyzvgicn 

1  Tag  nach  den  Sjzygien  , 

2  Tage  nach  den  Syzygien 


2  Tage  vor  den  Quadraturen 
1  Tng  vor  den  Quadraturen  . 
Quadraturen 

1  Tag  vor  den  Quadraturen  . 

2  Tage  vor  den  Quadrataren 


9" 
Morgens 


12^ 

Mittags 


75C,347 


756,085 


3* 

Nachm. 


755.501 


755,941 
756,205 
756.319 
756.177 
756.100 


755,623 
750,016 
755,989 
755,879 
755.845 


755,124 
755.510 
755.300 
755,445 
755.377 


756.644 
757,031 
757,057 
750.370 
756,438 


756,368 

756,851 

756,689 

756,329* 

756.158 


755.718 
756,403 
756.027 
755,573 
755.711 


Vergleicht  man  hier  die  Bnrometerhöhen ,  wie  sie  im  Mittel  aus  allen 
11jährigen  Beobachtungen  folgen,  mit  denjenigen,  welche  zu  den  entspre- 
chenden Stunden  während  den  Syzygicn  und  Quadraturen  beobachtet  war- 
den ,  so  zeigt  sich ,  dass  während  der  Syzygien  das  Barometer  durchgängig 
niedriger,  während  der  Quadraturen  aber  durchgängig,  mit  einer  ein- 
zigen Ausnahme,  höher  stand,  als  im  allgemeinen  Mittel,  und  der  Ein- 
fluss  des  Mondes  stellt  sich  hier  auf  eine  Weise  heraus,  wie  es  schärfer 
nicht  verlangt  werden  könnte.  Betrachten  wir,  wie  es  für  das  Folgende 
hinreichend  ist,  nur  die  an  den  Tagen  der  Syzygien  und  der  Quadrataren 
selbst  beobachteten  Barometerhöhen  ^  so  ergiebt  sich  für  die  Mittel  der- 
selben folgende  Zusammenstellung: 


*)  Micanique  cilette,  Tome  h,  p.  241. 
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Tabelle  No.  2. 


Quadraturen 

Svzvfirien 

9" 

Morgens 

12^ 

Mittags 

3^ 

Nachm. 

B 

mm 

757,057 

A 
756,319 

mm 

756,089 

A' 

755,989 

BT' 

mm 
756,027 

A" 
755.396 

^.  "Jd**'" 

Differenz     

B—A 
0,738 

B'-A' 
0,700 

BT'     A" 
0,631 

Halbe  Summe 

11  jährige  Mittel   .... 

AJi-B 

2 
756.688 
756,347 

2 
756,339 
756.085 

Ä'^BT' 

2 
755,711 
755,591 

Differenz    

0,341 

0.254 

0,120 

Vergleicht  man  nun  die  im  vorstehiBnden  Täfelchen  enthaltenen  Zah- 
ko  mit  den  beiden  Systemen  von  Gleichungen,  die  wir  oben  mit  a  und  /3 
bexeicbnet  haben,  so  folgt  zunächst,  dass,  um  in  Hinsicht  der  algebrai- 
•chen  Zeichen  den  Beobachtungen  zu  genügen,  R  negativ  genommen  wer- 
den mass,  und  dass  man  haben  müsse:  2A'<^^,  mithin  A'<  l°3r,5,  was 
nit  keinem  der  oben  angeführten ,  durch  Bouvard  gefundenen  beiden  Wer- 
tben von  l!  übereinstimmt.  Da  in  den  obigen  mit  a  und  ß  bezeichneten 
(  Gleichungen  nur  die  5  Grössen  C,  C\  C'\  R  und  A'  unbekannt  und  aus 
den  fieobachtnngen  au  bestimmen  sind,  so  führen  dieselben  noch  zu  einer 
Bedingangsgleichung,  welche  durch 

^•'**^= — n^nr^n — ' 

dargestellt  werden  kann.  Substituirt  man  hierin  die  entsprechenden  Wer- 
^tf\^A,J\A'\B,B,  B^\  so  ergiebt  sich  lq  =  77«55',1,  mithin  die  tag- 
^lie  synodische  Bewegung  des  Mondes : 

y  =  31l®40',4. 

Der  Mond  müsste  also  in  beiläufig  27)4  Stunden  alle  4  Phasen  durch- 
Wen,  wenn  den  Beobachtungen  genügt  werden  sollte. 

Ferner  geben  die  unter  a  und  ß  oben  angeführten  Gleichungen ,  dass 
^^  haben  müsse : 


C= 


A  +  B 


C'  = 


A'+ff 


C"  = 


A"+B' 


2      '  2       '  2 

Erwägt  man  nun,  dass  in  dem  H jährigen  Cyclus,  aus  welchen  die 
^btchtungen  für  die  Syzygien  und  Quadraturen  entnommen  sind ,  den 
Qleiehiingen  a  und  ß  zu  Folge,  der  Einfluss  derselben  auf  die  mittleren 
Barometerhöhen   elimiuirt   sein    müsste,   und  daaa  ViöcVittXAW^  %u%  ^\\i^\si 
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etwaigen  üeberschnss  von  2  Quadraturen ,  1  zu  Anfang  und  1  zu  Ende  des 
Cyclns,  ein  Unterschied  von  Tausendtheilen  eines  Millimeters  in  den  mitt- 
leren Barometerhöhen  entspringen  könnte ,  so  ergiebt  sich  auch  hier  nicht 
die  nöthige  Uebereinstiramnng ,  indem,  wie  Tafel  2  zeigt,  die  Grössen 

,  ,  von  den  Werthen  von  C.U.C  ,  wie  solche  aas 

2*22  »      »       » 

allen  11jährigen  Beobachtungen  folgen,  selbst  bis  auf  0,3  Millimeter  ver- 
schieden sind. 

Das  Angeführte  reicht  nun  wohl  schon  vollständig  hin,  um  den  Schloss 
zu  rechtfertigen ,  dass  die  in  der  Mecanique  cdlesle  und  bei  Bouvard  (Mi- 
moire  sur  les  observ.  tneieor.  etc.)  enthaltenen  numerischen  Bestimmun- 
gen in  Bezug  auf  die  lunarische  Ebbe  und  Fluth  der  Atmosphäre  keinen 
Eingang  in  die  Wissenschaft  finden  können ;  es  müssen  dieselben  vielmehr 
anderweitig  mit  Zugrundelegung  anderer  Beobachtungen  neu  begründet 
werden. 

Welchen  Ursachen  die  Unzulänglichkeit  der  in  Rede  stehenden  Be* 
obachtungen  zuzuschreiben  sei,  darüber  vermögen  wir  eine  bestimmte  Mei- 
nung nicht  zu  fassen ;  es  kann  diese  Ursache  eben  so  gut  darin  liegen, 
dass  die  Zahl  von  298  Syzygien  und  eben  so  vieler  Quadraturen  für  das 
Klima  von  Paris  nicht  hinreichend  ist ,  um  in  den  Mitteln  aus  den  Be- 
obachtungen den  Einfluss  der  sogenannten  unregelmässigen  Barometer- 
schwankungen verschwinden  zu  lassen ,  als  auch  darin ,  dass  bei  dem  Aas- 
schreiben der  Beobachtungen  aus  den  täglichen  Journalen,  und  bei  der 
Disposition  derselben  für  die  Berechnung,  Irrthümer  vorgefallen  sind;  we- 
nigstens ist  die  Bestimmung  der  Mittel  zahlen  deshalb  nicht  zuverlässig, 
weil  sich  ein  Fehler  darin  nachweisen  lässt.  Statt  der  in  der  Tabelle 
No.  1  mit  ^  bezeichneten  Zahl  756'"'°,329  steht  bei  Bouvard  {MStnoire  eic.) 
750'"",079;  rechnet  man  jedoch  die  einzelnen  Zahlen  nach,  von  denen  letztere 
das  Mittel  sein  soll ,  so  ergiebt  sich  die  von  uns  angenommene.  Wie  dem 
aber  auch  sein  möge ,  jedenfalls  bleibt  es  wünschenswerth ,  dass  neue  na- 
merische  Bestimmungen  über  die  atmosphärische  Lunuarfluth  auf  eine 
grosse  Anzahl  sicherer  Beobachtungen  gegründet  werden  könnten,  die  an 
einem  Orte  angestellt  wären ,  an  welchem  seiner  tropischen  Lage  wegen 
die  periodischen  Oscillationen  der  Barometerhöhe  weit  schärfer  und  be- 
stimmter hervorträten,  als  zu  Paris. 

Es  können  nun  aber  auch  ans  denen  bei  Laplace  und  Bouvard  j^ich 
vorfindenden  numerischen  Bestimmungen  für  die  atmosphärische  Lunar- 
fluth  keine  Argumente  weder  für  noch  gegen  die  im  Eingang  erwähnte  An- 
sicht Lamont's  hergeleitet  werden,  und  es  liegen  auch,  so  scheint  es  uns 
wenigstens,  noch  keine  hinreichend  sicheren  Gründe  vor,  weshalb  die 
kleinen,  von  Lamont  aufgefundenen  Oscillationen,  welche  von  dem  dop- 
pelten Stundenwinkel  abhängen,  nicht  von  der  Anziehung  der  Sonne  aof 
die  Erdatmosphäre  bedingt  sein  könnten. 


Kleinere  Mittheilungen. 


XI    Bemerkung  über  die  Oammafiinotionen.  —  Setzt  man  wie  ge- 
wöhnlich 

c/  j/l  —  Ä«  Bin*  ^ '  J  yv^k'üit^tp ' 


0 


so  gelten  bekanntlich  die  Formeln 

/2U  K 
ans  denen  durch  Subtraction  folgt 


oder 


Im  ipeeiellen  Falle  k=U=s-—  ist 

1«  ^* 


0   '^  0 

-  4      r(|)  4  rcD' 
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•   ^■^.^-^K^       -^^.^V^v^.'    ^^^-.^V^S^^-^t^  ^».^^ 


oder,  weil  TQ)  r(|)  =  »^2, 

4y7t 

and  zugleich 

c)  q  =  e""*. 

Vermöge  der  in  b)  und  c)  angegebenen  Werthe  erhält  man  ans  der  allg^ 
meinen  Gleichung  a)  das  elegante  Resultat 

r(^)  =  4^(^'(e-ir  + e-»«  +  e--25«  + ...). 

y2 — 1 

Auf  ähnliche  Weisa  lassen  sich  auch  r(i)^  r(3)  u.  s.  w.  durch  Reihen  aus- 
drücken, jedoch  sind  letztere  weit  complicirter  und  gewissermaassen  nur 
analytische  Curiosa. 

(Briefliche  Mittheilung  von  Dr.  Enneper.) 


Xn.  ITeber  ein  Problem  der  ebenen  Ctoometrie.  Von  Dr.  A.  Enneper. 

—  Im  dritten  Bande  von  Crelle^s  Journal  hat  Jacobi  die  vollständige 
Auflösung  des  Problems  gegeben : 

„Die  Relation  zwischen  den  Radien  zweier  Elreise  und  der 

Distanz  ihrer  Mittelpunkte  zu  finden ,  von  denen  der  eine  einem 

unregelmässigen  Polygon  umschrieben,    der   andere  demselben 

eingeschrieben  ist" 

Lässt  man  Ellipsen  an  die  Stelle  der  beiden  Kreise  treten,  so  hat 

man  zwischen  den  vier  Hauptachsen,  deren  Neigung  gegen  einander,  und 

der  Distanz  der  Mittelpunkte  eine  Relation  aufzustellen.    Dieselbe  ist  das 

Resultat  der  Elimination  eines  Winkels  zwischen  zwei  Gleichungen ,  von 

denen  die  eine  algebraisch  ist,  während  die  zweite  in  Gestalt  einer  linea* 

ren  Relation  zwischen  zwei  elliptischen  Integralen  erscheint. 

Die  beiden  Hauptachsen  2a  und  2b  der  grösseren  Ellipse  werden  zu 
Coordinatenachsen  genommen.  Die  halben  Hauptachsen  der  umschlossenen 
Ellipse  seien  a  und  b\  |  und  rj  die  Coordinaten  ihres  Mittelpunktes,  end- 
lich m  der  Winkel,  welchen  die  Hauptachse  2a  mit  der  Abscissenachse 
bildet.    Die  Gleichungen  der  beiden  Ellipsen  sind  dann  folgende :  ^ 

^  a*  ^  b*         ' 

«N    {(«— S)  co«»  +  (y  — jj)«in»}«       {(ar— I)  stno»+(jf— ii)co«aj* 

Auf  dem  Umfang  der  ersten  Ellipse  nehme  man  zwei  beliebige  Pankte 
(^'9  y)  9  (^"9  y")  &n  und  bestimme  die  Coordinaten  dieser  Pankte  durch 
axcentriscben  Anomalien,  29,  2<p\  so  dass  also: 
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*^Mf^    ^^^^^^  * 


«'=  —  a  cos 2q>j     j?"=  —  a  cos 2 q>\ 
y' r=       b  sin2q>,     y"=       b  sin2q)\ 

Soll  die  VerbindaDgslinie  dieser  Punkte ,  nämlich : 

^  cos  (<p  +  „')  _  ^  sin  (y  +  <p')  ^  ^^^  ^  ^ 

a  b 

diexweite  Ellipse  berühren,  so  findet  zwischen  den  Winkeln  9  und  9'  die 

Relation  sUtt : 

a*  j  a  sin  a  sin  (g?'+  g?)  +  ^  cos  00  cos  (g?'+  q>)  j* 
+  6'*  ja  co^fl)  51« (g?'+  <p)  —  b  sin  a>  cos (9'+  9)  j* 
=  {a fr  cos {q/ —  9)  +  fr  J  cos  (9'+  q>)  —  ar^  sin  (9'+  g)) }* 

oder 

Ia'  *  I  a  si«  CO  {tang  q>  +  /ö«^  g)')  -|-  fr  cos  09  (1  —  iang  tp  iang  q>')  j* 
+  6' *  t  a  cos  CO  {tang  q>  +  /öw^  9')  —  b  sinco{l  —  tang  q>  tang  q/)  j* 
=  I «6  (l  +  lang q>  tang q>)  +  6|(l  —  tang q>  tang q>)  —  aiy {tang tp + tang q>) }'. 

Diese  Gleichung  kann  als  das  Integral  einer  elliptischen  Difi'erential- 
gleichuDg  angesehen  werden«  Differentiirt  man  die  vorstehende  Gleichung, 
10  ergiebt  sich  ein  Resultat  von  der  Form  Pdq>  +  Qd q)'=  0.  Setzt  man  in 
/'für  tangq>  ihren  Werth  in  Function  von  tangtp  mittelst  der  Gleichung  3) 
ein,  eliminirt  mit  Hilfe  derselben  Gleichung  tang  rp  aus  Q^  so  folgt : 

.  dq>    _  dtp 

WO 

b  sin  2t/;)  cos  co  |' 

b  sin  2^i)  sin  w |*  —  a^b'*. 

Da  9  und  q!  in   derselben  Richtung  gezählt  werden,  so  ist  in  der 
Gleichung  4)  das  obere  Zeichen  zu  nehmen ,  also 

dfp    d(p' 

yW)~yTw)' 

l^iew  Gleichung  integrirt  giebt : 


5)    j/(<^)  =  «'*{(! +  «co*2t/;)si>i  a)  +  (i?  — 
•  +  6'*{(|  + öC0s2i/;)  cosö — (ly  — 


9  i  r?' 


*^  J ^/-(g))  •  J ynq>)    J y((sp) 

0  0  0 

^**A  offenbar  der  Werth  von  g?'  ist,   welcher  sich  aus  3)  für  ^'=0  ergiebt, 
Bänlich : 

-.     j  a-*{6coso»  +  asmcotew^Aj'  +  ft'*  f^cosco  tangX  —  &  sm co}' 
^     i  ^\b(aAr^  —  aritangl\\ 

Seien  ^tf  und  ^'  die  beiden  Punkte  auf  dem  Umfang  der  Ellipse  1), 
«Mitiinmt  durch  die  Winkel  2fp  und  29?'.  Zieht  man  von  Ä'  aus  eine  zweite 
^ttgeate  an  die  Ellipse  2) ,  so  trifft  dieselbe  den  Umfang  der  Ellipse  1)  in 
^em  Punkt  ä'\  Bestimmt  man  diesen  Punkt,  analog  wie  die  Punkte  Ä 
^A\  durch  einen  Winkel  2^",  so  erhält  man  zwiacVLeu  fp  utsA  <||*  ^ycl^ 
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ähnliche  Gleichung  wie  6) ,  wenn  q>  nnd  q>  rcspective  durch  <p'  und  gt"  er- 
setzt werden.  Fährt  man  so  fort,  so  ergeben  sich  für  n  susammenstossende 
Tangenten  folgende  Gleichungen:     . 


/    ^y  r  dq>    _  r  dtp 


0         0 


Jy 


dq>     j^  /  dq>  /    d(p 


\<p)'^Jyng>)~Jf 


vm  yrnv)  Jyn<py 
000 


f  ^y    ,  ri5L._  /  ^y 

Jyn^yJynv)  JynvY 
000 

Durch  Addition  dieser  Gleichungen  folgt: 

SN  /gy    I  „  r  gy.  _  /g'y 

""^  Jyn^y   Jynv)~Jynvy 

000  * 

Soll  das  Tangenten -Polygon,  beschrieben  um  die  Ellipse  2),  ein  ge- 
schlossenes sein,  so  muss  der  Winkel  2^^")  gleich  dem  Winkel  2q>  plus 
einem  Multiplum  von  vier  Hechten  sein,  d.  h.: 

wo  8  eine  ganze  Zahl  bedeutet.     Man  hat  dann: 

tp(n)  9 -ff«  W  % 

J  vf{9)  ~J  yn.v)  ~J  mv)    J  VfW) ' 
000  0 

Diese  Gleichung  von  8)  abgezogen  giebt: 

/'  dtp    s    Cdg» 


^  VfW)    «Jyn<p) 


d.  h.: 


A 

f: 


dq> 


9) 


t/  1 /[«  *  I (o  + 1  COS 2<p)  sin ai  +  {fi  —  b  sin 2q>)  cosa)\*  + 

^    y   +6'*{(a  +  |co529)co5co  — (i^  — &5t>i2<p)«>ii»j*  — «'H'«] 

s    r  dq> 

««/     /[a  *{(«  +  {  cos2fp)  sinfo+  (ji  —  b  sifi2q>)  cosm\*  + 
^  V  +  y*|(a+  \  co$2ql)  cos»  — (5\— b  siu'JL^^  smift\*— a  «V«!. 
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Sabstituirt  man  hieraus  den  Werth  von  lang  X  in  die  Gleichung  7) ,  so 
erbftlt  man  eine  Relation  zwischen  0,  6,  g,  n,  a\  h'  und  09,  welche  ausdrückt, 
dass  der  Ellipse  2)  ein  Polygon  von  n  Seiten  und  8  Umläufen  umschrieben 
-werden  kann,  welches  gleichzeitig  der  Ellipse  1)  eingeschrieben  ist. 

Für  den  Fall  zweier  Kreise  hat  man  a=b=r,  a  =  b'=r^  iy  =  0  und 

m=0.    Die  Gleichungen  7)  und  9)  werden  dann  einfach: 

r^={r  +  ^)cosXj 
n 

/' d<p _2s  r         dd' 
y{l -k" 5iV q>)~'nj  y{i  - ^ sin^ &) ' 


0  0 

45r 


Ä«  = 


oder 


(i  +  r)«-r« 


cos  am ,    /r  = 


r+l  M    '  (J  +  r)«  — r«' 

"^Äa  die  von  Jacobi  gegebenen  Gleichungen  sind. 

Die  beiden  Integrale  in  9)  lassen  sich  bekanntlich  nach  Gauss  {Com- 
"»«»fa/.  rec.  Gpiiing.  JV)  durch  eine  Substitution  von  der  Form : 

p  +p  cos^+  p" sin 9^  q  +  q  cosd^  +  (/'  sin d' 

^^^^~7+7~c^r^^^^lii^'    ^*^^~r+r  COS&  +  r'~s^ 
*if  die  gewöhnliche  Form  elliptischer  Integrale   reducireu,  so  dass  die 
Gleichung  9)  übergeht  in : 

n 

J  y(G  +  G'  cos" &  +  G"  sin^ »)~  n  J y{G  +  G'  cos" &  +  V/'  sin^ if) ' 

0  ü 

^  — r+p'cos2k+g'sin2X  — r'+ p"  cos2X'\'g"  cos2X 

r — pcos2X  —  qsin2X     *  ^  r—pcos2X  —  qsin2X 

Die  Ausführung  dieser  Substitution  verursacht  eine  solche  Complica- 
^Oq  von  Formeln  und  nachherigen  Eliminationen,  dass  es  kaum  der  Mühe 
^^irlohnen  möchte,  auf  diesem  Wege  die  gesuchte  Relation  darzustellen. 

Sind  die  beiden  Ellipsen  1)  concentrisch  und  confocal,  also 

-4-^  —  1      "^^    4.    y'    =^  1 

^*^»e  Gleichungen,  so  hat  man  a*  =  a^  —  z',   h'^=^b*  —  z\  1  =  0,  iy  =  0, 
^^=0.     Nimmt  man  s  =  l ,  so  geben  die  Gleichungen  7)  und  9) 

tanfX^^,^^,_^y 

1  n 

y{aF  sin*  2g>  +  b^  cos* 2 9  —  z*)  ~  'nj  y{a*  siji* 2 tp  +  b*  cos*  29?  —  c») 
0  0 

UlUebrift  f,  Mathematik  a.  Phytik.  Vit,  $,  \^ 
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^^,»  ^^-^^^^.'^^^^ ^^^^^ *  ^  ^^■^■^^•*»■- 


■  W^^MWMWMWMAMMMPÜtHAfWIMfl^ 


oJer 


T--'* 


2 


0  0 


A^r:= 


€1»  — r** 


also 


r/>jr2 


2  A  =  ii/f  ri  m  (  1 j  Ä' 


nnr]  <la 


tow/jf*A  =   j 


l/^ 


a»  («^  _  2«) ' 

Für  /t  =  3  und  sin  am  ^K=x  hat  man  die  Gleichungen: 

2a:(l--A«a:*)  =  l — A*^, 

Durch  Elimination  von  x  und  A*  zwischen  diesen  Gleichungen  folgt: 

{24(a»_6«)  (3(i*+6«)  —  2tf'6«(a«  — 6«)  z»  — a*fr*| 
j(a«  — 6«)«z*  +  2a«ft'(a»+6')r*  — 3a*6*j  =  0. 
Der  erste  Factor  kann  offenbar  nicht  verschwinden ,  da  sich  dera^ 
für  a=6  auf  — c^b^  redncirt  und  die  gesuchte  Relation  auch  für  s 
Kreise  giltig  bleiben  muss,   folglich  muss  der  zweite  Factor  verschvr 
den,  d.  h. 

ist  die  gesuchte  Relation.     Die  Gleichung  giebt  für  z'  nur. eine  poaiti^ 
Wurzel,  man  findet: 


V 


Die  beiden  Ellipsen 


««  f  M  —  ^> 


6« 


fi  + 


!/• 


haben  also  die  Eigenschaft,  dass  unzählig  viele  Dreiecke  der  ersten  ein- 
geschrieben werden  können,  welche  gleichzeitig  der  zweiten  umsehrie- 
ben sind. 

Für  2wei  ähnliche  und  ähnlich  gelegene  '^Wii^a^ü  \tiA&\.  «v^Vi  dl«^  fge- 
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lochte  Belation   anf  die  zweier  Kreise  zurückführen.     Setzt  man  in  7) 

Dod  0)  « 

a'=ör,    y=r-.  ftz,    Q>=0,    5  =  1, 

g  =  p  cos  2  of,    i|  =  p  «in  2  a, 

80  erbHlt  man  folgende  Gleichungen : 

z  =  (1  +  p  cos  2  Of)  cos  l  —  Q  sin  l  sin  2  a 

=  (1  +^)  cosacos{k  +  a)  +  (l — g)  sina  sin(k  +  a), 
l  n 

y* d^ i  r       ^<p 
y{i  —Ar« sin* {tp  +  a)~ Hj  y{l—k*sin*{(p^a)' 
0  0 

_      4^ 


^= 


FfirA+ff=/5  hat  man  einfacher: 

10)  «  =  (1  +  ^)  C05  «  C05/5  +  (1  —  ^)  sin  a  sin  /5, 

u  g^  mm 

t       ^y  r        gy        ^1   r        a<p         _  2 

0  0  0 

Die  letzte  Gleichung  giebt : 

,  ,v  2 IC      cos a  cosß  +  ma  ««  ß  ^{a)  J (ß) 

lij  cos  am  —  = , ,    .  , rr^ . 

n  1  — fr  sm^cc  stn'ß 

-Aus  10)  findet  man : 

0 +f)*  {sin*a+sin*ß)  =  4q  sin^a  sin*ß  +  2 (1  —  ^)  2  sin  a  sin  |3  +  (1  +  p)«  —  z\ 

kierduTch  geht 

[^(a)  d{ß)Y  =1—^  (sin^a  +  sin^ß)  +  k*  sin^a  sin^ß 

tlber  in 

(1+rt  ii(a)  ^(/5)  =  l  —  Q  —  z  ^g__  ,  5m  a  «f/i  /3  =  l  —  ^  — /i'z  5m a  «mjS. 

^it  Hilfe  dieser  Gleichung  und   10)   nimmt  die  Gleichung  11)  folgende 
Fonn  an : 

2^         z 
cos  a  m  —  = 


Diese  Relation  ist  ganz  analog  derer  für  zwei  Kreise.  Setzt  man  in 
<l<^r  betreffenden  Gleichung  für  zwei  Kreise ,  mit  den  Badion  r,  r  und  der 
DisUns  d  der  Mittelpunkte, 


i=.  i=.=/(^j-), 


*o  «rfallt  man  unmittelbar  die  entsprechende  Relation  für  zwe'i  ähnliche 
^d  ähnlich  gelegene  Ellipsen. 

Die  Bedingung,  dass  ein  Dreieck  der  Ellipse  2)  umschrieben  werden 
I^^bh,  welches  gleichzeitig  der  Ellipse  1)  eingeschrieben  ist,  möchte  sich 
an  emfachsten  wohl  auf  folgende  Weise  finden  laaEen. 


196  Kleinero  Mittheilungen. 

Man  setze  zur  Abkürzung : 

12)        ^ 
a'*  co5'a)  +  6''  sin*m^=A,  a*  sm* co  +  6' '  cos* co  =  ß,  (a'*— ft'*)  sinto  C08m==C, 

Vom  Punkte  (t/,  v)  des  Umfangos  der  Ellipse  l)  lege  man  eine  Tangente 

13)  '-^  =  m 

an  die  Ellipse  2).    Für  m  erhält  man  dann  die  Gleichung: 

14)  m«}^  — (S— w)«|+2m|C+(5— t/)(iy  — t;)|  +  ß-(i;— 1;)»=0. 
Jeder  Wurzel  dieser  Gleichung  entspricht  eine  Tangente.  Sind  m\  ni' 
die  beiden  Wurzeln  von  14),  femer  (x\  y\  (x\  y')  die  Punkte,  in  welchen 
die  Ellipse  1)  von  den  Tangenten  geschnitten  wird,  so  hat  man: 

,              y  —  V              ar  Ir 

X  —  W  = r-  =  —  2  -; J^-, 


+—  M       - 
y  — 17 a-  b* 

X  —  U  —       ->,-  -  —  —  2  —  jj^  • 


*/ 
ft 


m  Im 


a*    •     6« 

Die  Gleichung  der  Geraden  durch   die  Punkte  (x\  y)  und  {x"y  y") 

w«       »* 
wird  also ,  wegen  —  +  —  =  1, 


*^)6»b-^^'"+'"^ 6i-''}  +  «T{-jr-«-p(«+'«)-5f| 

_  1       m'm" 
Ans  14)  folgt  aber 

Setzt  man 

so  wird  die  Gleichung  15) 

=  P+2(Ö  +  1). 
Ist  diese  Gerade  eine  Tangente  znr  Ellipse  2),  so  erhält  man  folgende 
Bedingnngsgleichnng : 
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Wegen 

II»     .    0» 

?  +  5^  =  ^ 


ist 


Bif       At^       2Cuv_B  (        i^\       A(        u^\_^2Cuv 

Hit  Hilfe  dieser  Gleiclmng  lässt  sich  die  rechte  Seite  der  Gleichung 
15)  auf  folgende  Art  darstellen : 

(pt       .AB-C*\  (At^      Bv*      2Cuv\ 

Die  linke  Seite  von  15)  bt  gleich 

Berücksichtigt  man,  dass 
U«<iy  +  |p       Aul      Bvri\*_Uu*      Bi^      2Cuv\  /A^*      Brf      'lC\i(\ 
'         a«6«""         a*  6*    >  ~\  a*  "^  6*  a«^«  /  V  a*  "*"   6*  a«6«  / 

>o  lässt  sich  die  linke  Seite  der  Gleichung  15)  auch  auf  folgende  Art 
whreiben : 

_^jAt?^Bt^      iCuv\  (Aj*       Bti*      2C|i;\ 
■*"     \a«  "*■    b*         aH*)\a*    ^   b*  t^b* ) 

Subtrahirt  man  diesen  Ausdruck  von  16),  so  erhält  man  die  Gleichung 
1^)  IQ  ihrer  einfachsten  Form ,  nämlich : 

\<r«  +  6«         ««6«       ^J  y       *\a*   ^  b*         a*l? }     ^     ««*«    \        ' 

Setst  man  den  zweiton  Factor  gleich  Nnll,  so  erhält  man  folgende  von 
«  und  V  unabhängige  Belation ,  welche  aosdrttckt ,  d«aa  qVxl  Y)x«\%<^V;.  ^«v 


198  Kleinere  Mittheilungen. 

Ellipse  1)  einbeschrieben  werden  kann ,  welches  gleichzeitig  der  Ellipse  2) 
umschrieben  ist: 


XnL  ITeber  eine  einhUlende  ri&olie.  Von  Dr.  A.  Ennepeb.  — 
In  der  „Correspondance  sur  Tecole  polytechnique**^  (I.  p.  22,  IL  p.  420)  und  den 
fyApplicaiions  de  g^ometrie^*'  (p.  200)  hat  Dupin  die  Enveloppe  aller  Kugel- 
flächen untersucht,  welche  drei  gegebene  Kugelfiftchen  berühren.  Dieae 
Fläche,  die  sogenannte  „Cyclide^^,  ist  neuerdings  von  Roberts  Gegen- 
stand mehrerer  Mittheilungen  an  die  Pariser  Akademie  geworden  {Comptes 
rendus  LUI,  p.  546  und  724,  siehe  auch  ibid.  p.  921  eine  Bemerkung  von 
Mannheim).  Die  Gleichung  der  Cjolide  ist  weitläufig,  man  erhält  aber  ein 
ziemlich  einfaches  Besultat,  wenn  die  drei  gegebenen  Kugelflächen  be- 
ständig ausserhalb  oder  innerhalb  der  eingehüllten  Kugelfläche  liegen. 

Seien : 

i(x—ay  +{y-by  +  {z-cy  =r^, 

1)  J  (x-ay  +  {y—bj  +  (z  -  cj=r\ 

(  {x—ay+  {y-by+  {z-cy=  r"» 
die  Gleichungen  der  gegebenen  Kugelflächeu  und 

die  Gleichung  einer  Kugelfläche,  welche  die  obigen  berührt.    Man  hat 
dann  die  Belationen : 

1  («-a)»  +(/3-6)»  +  (y-cy={r  +  gy, 
3)  {  (a — «'/  +  (jj  _  f )« +  (y  _  cj  =  (r'  +  kY, 

,      /(«_«").+ ((J_r)'+(y-c")»=  (/•+(,)». 
Sieht  man  a ,  ßy  y  als  Functionen  von  ^  an ,   so  folgt  die  Enveloppe 
durch  Elimination  von  q  zwischen  der  Gleichung  2)  und : 

Durch  Difi'erentiation  nach  p  geben  die  Gleichungen  3) 

Aus  diesen  Gleichungen  und  der  Gleichung  4)  folgt  unmittelbar : 

a  —  X     ß — y     Y — z  q 

a — a  ß  —  b  y  —  c  r -J- ^ 
a  —  a  ß — b'  y  —  c  r  -|- ^ 
a  —  a     p  — ö     y  —  c     r   +^ 


=  0. 
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'  Holiiplicirt  mi|n  die  letzte  Yerticalreihe  mit  y^  i ,  so  ist  auch : 
a — X     ß — y     y — t 


=  0. 


u—a     ß—b     y  —  c     (Q  +  r)  yZTi 
a—a'    ß—b'    y  —  c'    {Q  +  r)yZZi 
a—a"  ß—b"  y--c"   (^  +  r")?^=l 
Bildet  man  das  Quadrat  dieser  Determinante,  so  folgt,   mit  Rück- 
sicht auf  2)  und  4) : 

0     mm'    m" 

On         I 
n      n 

0      n 

n      0 


5) 


tn    n 


m    n 


=  0, 


wo 

m^{a-x){a—a)+{ß—y)iß-b)+(y—z)iy-c)-Q{r  +  Q), 

s  =  {«-0  {a-a")  +{ß-b')  (ß-6")  +  (y-c')  (y,-  c')  — (^  +  r  )  {q+/') 

und  m',  m",  n',  n"  ähnliche  Bedeutung  haben.    Nun  ist  aber 

tm-=2ef—2a{x  +  a)+2ß^—2ß(y  +  b)  +  2y^  —  2y{z  +  c)—2Q{r+Q) 

+  2aX'i-2by  +  2cz 
oder 

2m=={a-xY  +  {ß-yy  +  {y-zy-g^ 

—  (^a:  —  ay  —  (jy^by—{z-cy  +  r'. 
Wegen  2)  und  4)  wird  nun  einfach: 

—  2m  =  {x—ay  +  {y'^by  +  {z  —  cy  —  r\ 
Ebenso  folgt : 

—  2n  =  (a  —  a")«  +  (6-  fr")*  +  (c  —  O*—  ('*'—  ^")*- 
Setzt  man  zur  Abkürzung : 

M  =  {x—ay+{iy—by  +(z_c)«— r», 

J?  =  («'- ay  +  {b—by  +  (c  -  cy—{r—ry, 

N'=(a  —  ay  +  {b—by  +  {c  —  cy—lr—ry, 
^"=  (a  —  aj  +  (6  —  6')*  +  (c  —  cj  —  (r  —  r')«, 
•0  nimmt  die  Gleichung  5)  folgende  Form  an : 

0      M    M\   M' 

M  0    ^"  jv' 

M'  N"  0       iV 

Jf"  iV'    iV      0 
dh. 

(J«fiV)«+  (Jlf' iV')»+  (^M'^Ny  =  2MM'NN'+2MM"NN"  +  2M'M"N'N'\ 
was  die  Gleichung  der  obigen  Enveloppe  ist. 


=  0» 


^6» 

—  1, 

X- 

-l 

y 

— *»__ 

z 

a  cos(p 

b  tingi 

// 
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ZIY.  Ctoometrisolies  Theorem.  Von  Dr.  A.  Ennepbr.  —  Bewegt 
sich  eine  Gerade  von  constanter  Länge  innerhalb  einer  Ellipse,  so  be- 
schreibt ein  fester  Punkt  derselben  eine  Curve  achten  Grades.  Der  In- 
halt dieser  Curve  ist  gleich  dem  Inhalt  der  Ellipse,  vermindert  um  den 
Inhalt  einer  zweiten  Ellipse,  deren  halbe  Hauptachsen  die  Segmente  der 
beweglichen  Geraden  sind. 

Es  seien 

1) 

2) 

die  Gleichungen  der  gegebenen  Ellipse  und  einer  Sehne  derselben,  ($,  tf) 
ist  ein  fixer  Punkt  der  Sehne.  Sind  (x\  y),  {x\  y")  die  Schnittpunkte  der 
Sehne  2)  mit  dem  Umfang  der  Ellipse  1) ,  so  hat  man : 

3)  ^  — ^_y  — ^_^/    £jzi_?jz5=^ 

acosq>       b  simp  '    acosg>       b  simp 

Bezeichnet  man  die  beiden  Segmente,  welche  der  Punkt  (£,17)  auf 
der  Sehne  abschneidet,  durch  p  und  9,  so  finden  die  Gleichungen  statt: 

oder  wegen  der  Gleichungen  3) 

4)  p«  =  z^J\     q*  =  z"«^»,     d  =  y{a*  co^<p  +  b*  sin^tp). 

Substituirt  man  aus  2)  x=^+zaco$q>,  y^rj-^^zb  !sinq>  in  die  Olei- 
chung  1),  so  erhält  man  für  z  die  quadratische  Gleichung: 

ncosip       fisinq>\_         £«       ty« 
^       V     a       ^      b     /~^       a«       b^' 

Die  Wurzeln  dieser  Gleichung  sind  z'  und  «",  folglich : 

^x  «'+ «" 5  cosq)      ff  sing)  ,  „  J»       nf 

5)  _-^_— _+-^,    _^,=1_«_-.. 

Die  letzte  dieser  Gleichungen  zeigt,  da^s  z  und  z'  entgegengesetzte 
Zeichen  haben.     Setzt  man  also  c  =  +  1 ,  so  geben  die  Gleichungen  4) 

z_-.-,    z  =-. 
Hierdurch  gehen  die  Gleichuugen  5)  über  in : 

a  0  1A 

Durch  Elimination  von  9  zwischen  diesen  Gleichungen  folgt  eine 
Gleichung ,  die,  in  Beziehung  auf  |  und  t),  vom  achten  Grade  ist. 
J^io  GleicbuDg  6)  wird  identisch  für: 


z« 


Kleinere  Mittheilungen. 


201 


8) 


I  P  —  Q 

—  =  4  « cosw  —  g  sin  », 

a        ^       A 


Die  Substitution  dieser  Werthe  von  £  und  ij  in  8)  giebt: 

Sind  die  Coordinaten  x ,  ^  einer  Curve  Functionen  einer  Variabeln  tp^ 
bexeichaet  S  den  Inhalt  der  Curve ,  so  hat  man : 

/*    y 


dtp. 


dx  dy 

dtp  dtp 

wo  b'oks  das  obere  oder  untere  Zeichen  zu  nehmen  ist,  je  nachdem  die 
rechte  Seite  positiv  oder  negativ  ist     Für  die  Oleichungen  8)  findet  man : 

^  i 


1 

ab 


1 

n 

ü 

dtp 

dtp 

A-^M 


P9 


a*  cos*  tp  +  b*  sin^  tp 


,     p—g    d^  ( P  +  q \ 

'^^P  +  qdtp  '^'''''''  \2K(a«  cos^tp  +  b*  sin'  tp))' 
^«zeichnet  man  durch  S  den  Gesammtinhalt  der  obigen  Curve  achten 
6rad«3^goist: 

2«S     n 


—  =  i-  f 

ab       abj 


0^^'»  '^rie  man  leicht  bemerkt, 


0 


a|  djn 

dtp  dtp 


dtp, 


«^      J  V       a«  cos*tp  +  6«  sin'tp)  ^^  —  ^J  \a'  co^^p  +  b*  sin'tp)  ^^ ' 
0  '  *  0 


a.ii. 

S  =  nab  —  npqy 
welche  Gleichung  das  obige  Theorem  enthält. 


Der  oben  bemerkten  Gleichung 


+  2S=/ 


X     y 

dx  dy 
dtp  dtp 


dtp 


■^  lieh  leicht  eine  analoge  für  den  Raum  an  die  Seite  stellen.  Die  Co- 
^^ioaten  x^y^z  eines  Punktes  einer  Fläche  seien  Functionen  zweier  Va- 
'i^o  u  und  V.    Setzt  man : 
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avS!)V.(|^)=-.  Ct)'+(||)+(II)=«. 

dx  dx      dy  dy      dz  dz 

bezeichnet  durch  C  die  Länge  des  Perpendikels,  geftllt  yom  Anfangspunkt 
der  Coordinaten  auf  die  berührende  Ebene  zur  Fläche  im  Punkte  (or,  y^  z)^ 


y{EG—F'y 


so  ist: 

X    y     z 

dx  dy  dz 

+  C=  du  du  du 

dx  dy  dz 

dv  dv  dv 

Nimmt  man  das  Flächenelement  dE  als  Basis  und  den  Anfangspunkt 

zur  Spitze  einer  Kegelfläche ,  so  ist  das  Volumen ,  welches  dieselbe  nm- 

schliesst,  \Cd Z.     Bezeichnet  man  also  durch  V  das  Volumen  für  einen 

beliebigen  Theil  der  Fläche,  so  ist: 


+  3r=  +  ffcd£=+rfcy{EG—F^)  du  ^v=fj 


X 


dudv. 


dx  dy  dz 
du  du  du 
dx  dy  dz 
dv  dv  dv 

Diese  Gleichung  scheint  noch  nicht  bemerkt  zu  sein.     Für  ein  drei- 
achsiges Ellipsoid  erhält  man  mittelst : 

x_  Aa^-tnia'^-f)  y^  /(6«~ii')(t;«-6«)  z  ^,/(«*~c«)  (t>«-c«) 
a'^y  («« -  ^«} "("«« -c^y  b  V  (a« - Ä«)>« - c«)  •  c  y  (a«  -  c«)  (6«  -  c^ 
unmittelbar  das  bekannte  Theorem  Legendre^s  über  die  ganzen  elliptischen 
Integrale  erster  und  zweiter  Gattung. 


XY.  Einige  Eormeln  ftr  das  Trägheitsmoment  ebener  Vieleeka.  — 
I.  Trägheitsmoment  des  Dreiecks.  Stehen  den  Seiten  a,  6, c 
eines  ebenen  homogenen  Dreiecks  die  Winkel  Ä^  B ^C  gegenüber,  und 
sucht  man  das  Trägheitsmoment  des  Dreiecks  für  eine  ganz  beliebige, 
durch  die  Spitze  B  gelegte  Drehachse  Z>,  welche  mit  den  drei  Seiten  die 
Winkel  a,  /3,  /  oinschliesst,  so  zerlege  man  das  Dreieck  in  streifenförmige 
Elemente  parallel  zur  Seite  h ;  steht  ein  solcher  Streifen  in  der  von  B  nach 
der  Mitte  V  der  Seite  h  gezogenen  Geraden  Bü=^l  um  x  von  der  Spitze 

^  ab,  so  ist  seine  Masse  dM  =  ii-j^xdx^  seine  Mitte  steht  von  der  Dreh- 


tx 


acbse  />|  um  — -  ab  und  sein  Trägheitsmoment  in  Bezug  auf  Z>|  ist  daher 
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wenn  fi  die  Masse  für  die  Flächeneinheit,  h  die  Höhe  BH  des  Dreiecks 
and  iP  die  Entfernung  des  Seitenmittels  U  von  der  Drehachse  bedeutet. 
Das  Trägheitsmoment  des  Dreiecks  von  der  Masse  M  ist  also  für  eine 
Achse  durch 


die  Spitze  B  .  .  .7,==  j^üf 

2)  {  den  Schwerpunkt    T=^M 
die  Mitte  von  6.  .  7^=1  M[£*  +ib*sMß]. 

Projicirt  man  die  drei  Seiten  a^  by  c  und  die  Mittellinie  /  in  eine  auf 
der  Drehachse  B^  senkrechte  Ebene,  so  sind  die  Projectionen  ei=^asina, 
e^ssibsinß,  ^3  =  csiny  und  E]  in  dem  dabei  entstehenden  Dreiecke  ist 
t        •  i      tt      ^  /         \  111«        cosB  —  cosacosv 

smastny 

3)  6*  sin* ß  =  a* sin* a  +  c^  sin*y  —  2a c  {cos B  —  cosa  cos y), 

..       ,  ^       acosa  —  ccosy      sin(B+C)cosa  —  sinCcosy 

4)  +cosß  = -'= ^^ —r-B -' 

—        '^  b  SinB 

Za  Formel  4)  kann  man  auch  unmittelbar  durch  zweimalige  Anwen- 
dung des  soeben  benutzten  Satzes  der  sphärischen  Trigonometrie  gelangen. 
In  ähnlicher  Weise  bestimmen  sich  die  Winkel  k  und  q> ,  welche  die  Dreh- 
Mhse  />,  mit  /  und  mit  h  einschliesst, 

sin  AB  ü  cos  a  +  sin  CB  ü  cos  y      acos  a  +  c  cosy 

cosk  = r-^ = ^, 

.V     .  stnB  2/ 

^  cos  Acosa  +  cos  C  cos y       fr,  cos a  ,   6.  cosy 

cos  W  -~^  -^ —  *         •    .  J_     *  ' 

^  SinB  bsinC  ^  bsinÄ  ' 

wobei  6,  =  a  cosC  und  fr,  =  c  cosA  die  beiden  Abschnitte  der  Seite  fr  sind. 
Eben  so  leicht  findet  man  aus  dem  durch  die  Projectionen  gebildeten 
I>reieeke 

«i*+V  =  2i;*  +  2(^^J;    E*  +  ll^stn*ß  = i 1 

vnd  erhält  nun  durch  Einsetzung  dieser  Wertho  in  die  Formel  2) 

I  T,=  \M[a*sin*a  +  (*sin*y—:^b*sin*ß], 
'      i  Ti=  lM[a* sin* a  +  c* sin* y  +  ac  {cos B — cosa  cos y)J, 

j  T  =  ^\M[a*sin*a  +  b*sin*ß  +  c*sin*yl 
'      I  T  =  ^^M[a*sin*a  +  b*sin*ß  —  ac{cosB  —  cosacosy)]^ 

Ir,  =  ^»2  M  [a*  sin*  a  +  c«  sin*  y] , 
sin*  A  sin*  a  +  sin*  C  sin*  y 
^•=  ■» « '^^  — la^+c) —  • 

Uoter  den  in  diesen  Formeln  enthaltenen  besonderen  Fällen  zeichnen 
•ich  aus : 

1.  Die  Drehachse  liegt  in  der  Ebene  des  Dreiecks  parallel  zur  Seite  fr; 

3.  Die  Drehachse  steht  senkrecht  auf  der  Ebene  des  Dreiecks ; 

10)  T  =  ^M{a*  +  U>  +  (^). 

>•  Ebene  Z>|  BC  steht  senkrecht  auf  Eben«  D^  6  A\  cos  B  s^  c«<«  co&t% 
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11)  r=  ^^M  [««  sm*a  +  c^sin^y]  =  J  T»  =  }  T,. 

4.  Macht  *die  Projection  der  unter  dem  Winkel  d-  gegen  dieDreiec! 
ebene  geneigten  Drehachse  mit  der  Höhe  h  des  Dreiecks  gegen  BC  \z 
den  Winkel  &,  so  macht  sie  mit  der  Senkrechten  zu  h  gegen  C  hin  d. 

Winkel p,  und  es  ist  dann 

costp  =  cosd^  C08V,     cosß  =  cosd'  sinv^ 
cosüt  =  cos  ßcosC+  cosq>  sin  C,     cosy  =  —  cosß  cosA  +  cosip  smJm 

Da  nun  a*+c*  =  2Ä*  +  fti*  + V  ist,  so  gehen  die  Formeln  6),  7)  u^ 
8)  über  in  folgende ,  leicht  auch  unmittelbar  aus  den  allgemeinsten  Fo 
mein  für  das  Trägheitsmoment  bei  beliebiger  Lage  der  Drehachse  zu  eu 
wickelnde  Formeln: 

T^=^M\h*  sm^fp+  ^'*~\^''^^*'  «V/}  +  Ä(6,  — 5,)  costp  cosß]  ^ 

r,  =  ^üf  [a*  +  c^+accosB  —  3Ä*  cos*q>  —  (6i'— ft| 6,  +  b/)  co^ß 

+  h  {bi — 6,)  costp  cosß], 
T  =  ^M[h*  sin^tp  +  {b*  +  b, b^+b^^)  sin^ß  +  h  (6,  —6,)  cosip  cosß\^ 
12)^  {  T  =  j\M[a^  +  (^  —  accosB  —  h* cos^tp  —  (V  +  ^  ^t +  ^f*)  cosß 

+  3Ä  (ftj  —  6,)  cosq>  cosß]y 

h*sin*q)+  '  ^  *  5m«/}  +  Ä(6j  —  6,)  co5g)C05/jJ, 

r,=  ^,üf  [a*  +  c*  —  2Ä*  co5«9  —  (bi^+b/)  cos'ß 
+  2  Ä  (5j  —  6,)  CO« 9  ro*  /3]. 

Aus  diesen  Formeln  fliessen,  wenn  man  einmal  q>  und  einmal  ß  % 

Null  werden  oder  zu  —  anwachsen  lässt ,  je  zwei  Reihen  von  Formell 

2  '' 

welche  in  ähnlicher  Weise  mit  einander  verwandt  sind,  wie  die  auf  S.  1751 
des  V.  Jahrganges  dieser  Zeitschrift  für  das  Bechteck,  den  Kreis  und  di 
Parabel  aufgestellten  Formeln.  —  Ebenso  kann  man  die  Winkel  a,  /3, 
durch  den  Wiftkel  l,  und  den  Winkel  tf;  ausdrücken,  welchen  die  Drehachs 
mit  der  in  der  Dreiecksebene  senkrecht  zu  /  gelegten  Geraden  einschliesst 
wenn  A  oder  i/;  der  Neigungswinkel  der  Drehachse  gegen  die  Ebene  ist,  8 
ergiebt  sich  hierbei: 

Mit  Hilfe  der  Formeln  5),  6)  und  7)  überzeugt  man  sich  leicht,  das 
es  im  Allgemeinen  bei  gleicher  Neigung  der  Drehachse  nich 
zwei  verschiedene  Lagen  derselben  giebt,  für  welche  T  und  2 
gleich  gross  ausfallen;  für  T«  dagegen  giebt  es  noch  eine  zweite  solch* 
Lage,  sobald  das  Dreieck  bei  B  rechtwinklig  ist,  in  welchem  Fall 
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sich  ja  das  rechtwinklige  Dreieck  von  U  aus  in  zwei  gleichschenklige 
Dreiecke  zerlegen  Iftsst.    Anders  ist  es  beim  gleichseitigen  Dreieck. 

n.  Trägheitsmoment  des  Vierecks.  Die  Formeln  für  das 
Trägheitsmoment  anregelmässiger  Vielecke  entwickelt  man  ent- 
weder mit  Benutzung  der  Formeln  7),  wobei  man  das  Vieleck  ganz  be- 
Kebig  in  Dreiecke  zerlegen  kann,  oder  mit  Benutzung  der  Formeln  6), 
wobei  man  das  Vieleck  von  dem  Punkte  aus ,  wo  die  Drehachse  die  Ebene 
des  Vielecks  trifft,  in  Dreiecke  zerlegt. 

8o  erhält  man  z.  B.  als  Trägheitsmoment  des  Vierecks  ÄBCF  von 
der  Masse  M  für  eine  Drehachse  durch  den  Eckpunkt  J9: 

14) 

r.-iiifL««««+ -^^-^ i -^-^ j, 

wenn  die  Eckpunkte  A  und  F  um  h^  und  h^  von  der  Diagonale  BC=a 
entfernt  sind,  und  diese  den  Winkel  a,  die  Seiten  BA  =  Ciy  BF=^c^^ 
CJzssbi^  und  CF=z  6,  aber  die  Winkel  /i ,  }^t  i  ßt  ^°^  ßt  i^i^  ^®'  Drehachse 
einschliessen. 

Als  Trägheitsmoment  des  Vierecks  für  eine  Achse  durch  die  Mitte 
^^T  Diagonale  a  dagegen  ergiebt  sich  aus  8): 

'^  aber  q)  der  Winkel  zwischen  A,  und  der  Drehachse,  sowie  ^i,  B^^  C^ 
^nd  C,  die  Winkel ,  welche  die  Diagonale  a  mit  den  Seiten  ^i ,  c, ,  b^  und  b^ 
°>acht,  80  wird 

16) 

— 2  j  Ä|'  (c,  C05  Bi  —  6i  C05  C, )  —  Ä,'  (c,  C05  ^,  —  6,  C05  C,) }  cos  q>  cos  a 

Hacht  die  zweite  Diagonale  d  mit  der  Drehachse  gegen  A  hin  den 
Kinkel  S  und  schneiden  sich  die  Diagonalen  so,  dass  die  Abschnitte  üf 
^^d  o,^  dl  und  d^  sind,  so  ist  das  Trägheitsmoment  des  Vierecks  für  eine 
Drehachse  durch  den  Schnittpunkt  der  Diagonalen: 

'       *      L      a  d  3a  cf 

3a  d  J' 

Für  das  Trapez  endlich,  dessen  parallele  Seiten  b  und  6o  mit  der 
Sehachse  den  Winkel  /3,  während  die  nicht  parallelen  Seiten  a  und  c  mit 
^^  Drehachse  die  Winkel  o  und  y  einschliessen ,  ündet  man  «\^Tx^^^\\&- 
^meat  für  eine  beliebige  Drehachse  durch  den  Sc\i'weiip\xTvVL\,  wsa'C^*. 


y. 
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ia\         T  "       P  +  ^^^  +  V/  «   •»    _L-»  •«  X 


6 

IIL  Trägheitsmoment  regelmässiger  Vielecke  für  eine 
beliebige  Drehachse  durch  den  Schwerpunkt.  Wenn  man  die 
Formel  G)  auf  die  n  gleichschenkligen  Dreiecke  des  regelmässigen  nsei- 
tigen  Vielecks  von  der  Masse  M  anwendet,  welches  in  den  Kreis  vom  Halb- 
messer r  eingeschrieben  ist,  so  hat  man  y^=laf^  y^z=a^  u.  s.  w.  zu  setzen 
und  erhält  daher  als  Trägheitsmoment  dieses  Vielecks  für  eine  beliebige 
Schwerachse : 

„       cos  a,  cos  «1  +  • . .  +  cos  o(„  cos  ctiT 

+  cosB = . 

n  J 

Ist  d  der  Neigungswinkel  der  Drehachse  gegen  die  Ebene  des  Viel- 
ecks und  macht  die  Projection  der  Drehachse  mit  den  nach  dem  ersten, 
zweiten  u.  s.  f.  Eckpunkte  gezogenen  Halbmessern  die  Winkel 

v^J  t;j  =  »i  +  -ß,   t;,  =  t;,  + J?  =  W| +25  u.  ß.  f., 
so  ist 

cos  (jf|  =  cos  d'  cos  Vi 

cos  Qf  =  cos  «1  cos  B  —  sin  B  cos  0  sin  r,  u.  s.  f. 
cos  B  —  cos  «1  cos  tft  =  cos  B  sin*  «i  +  J  sin  B  cos*  &  sin  2  Pj, 
cos  B  —  cos  Ot  cos  «3  =  cos  B  sin*  ort  +  i  **''  ^  ^^*'  -^  *m  2t»,  u.  s.  f. 

+  i  sin  B  cos*  9  sin2v,  +  sin2v,  +  ...  +  siHjv,-^ 

Nun  bilden  aber  die  Winkel  22»,,  2Vfy...  eine  arithmetische  Reihe, 
deren  Differenz  2B  und  deren  letztes  Glied  2&a  =  2t;,  +  2{n — VjB  ist;  da 
nun  ni9  =  27c,  so  ist 

wi  2»j  +  «m  2»t  + . . .  +  m  2»n  =  0  =  ro5  2»!  +  cos  2w,  + . . .  +  cos  2 p«, 

cos*«,  +co5*flf2  +  «"  +  ^o**«ii  »rv^^^^^i  +^os'r2  +  •••  +  «>«*Pa 

=  cor& , 

n  n 

,  ^  «  +  cos  2  y,  +  CO*  2  r,  +  . . .  +  ro.v  2  r- 

2;i 

=  ^  00,^0, 

sin* a,  +  Äi/i* a,  +  . . .  +  *i/i*  «„ 2  —  co^  0 1  +  5iV<'  i^ 

n  2  2        ' 

wobei  s  =  r  sin—  die  Seitenlänge  und  A  =  rco*—    den    Abstand   einer 

2  M 
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Seite  yom  Mittelpunkte  bezeichnet.  Das  Maximum  von  F  erscheint  bei 
^=  — ,  das  Minimum  dagegen  bei  O':^=0. 

Ei  ist  demnach  das  Trägheitsmoment  eines  jeden  regel- 
missigen  Vielecks  für  irgendwelche  Drehachse  ausser  den 
BeBtimmungsstÜcken  des  Vielecks  nur  von  der  Neigung  ^ 
der  Drehachse  gegen  die  Vielecksebene  abhängig,  nicht 
aber  von  der  Lage  der  Drehachse  gegen  die  Vielecksseiten.^ 
(Vergl.  Jahrgang  V,  S.  171,  •Anmerkung.) 

Setzt  man  T=^^knMf^  {l+sin^Q)^  so  hat  man  für  n=3,  4,  6,  8, 12,  oo : 

Ar,  =3  =  4— jKH     Ar4  =  4  =  4  +  ^ü, 
Ar,  =5  =  4  +  ^,     Ar,=4  +  f^-i; 

Ar,,  =  4  +  ^3,  Ar^  =r  6  =  4  + K4. 

In  welchen  Fällen  der  obige  Satz  auch  für  gerade  oder  schiefe  Pris- 
nen  and  Pyramiden  von  regelmässiger  Grundfläche  gilt,  ist  leicht 
vermitteln,  da  das  Trägheitsmoment  für  eine  durch  den  Schwerpunkt 
gelegte  Drehachse  bei 

iPrismen         T  =  Af  (^*  +  ^^a ^i« 5m», 

^  «Pyramiden   T=p/(^*  +  ^V^t'^'«*t^) 

XU  setzen  ist,  wobei  ^  der  Neigungswinkel  der  Drehachse  gegen  die 
Grundfläche  und  i/;  der  Neigungswinkel  der  Drehachse  gegen  die  geome- 
trische Achse  q^  des  Prismas  oder  gegen  die  durch  die  Spitze  der  Pyramide 
gelegte  Schwerachse  q^  bedeutet,  während 

cos  %f  =  sin  Gl  sin  &  +  cos  m  cos  d'  cos  v 
ist,  wenn  ^|  oder  q^  unter  dom  Winkel  o  gegen  die  Grundfläche,  die  durch 
9i  oder  q^  und   durch   die  Drehachse  normal  zur  Grundfläche  gelegten 
Ebenen  aber  unter  dem  Winkel  v  gegen  einander  geneigt  sind. 

Chemnitz.  Dr.  Zetzsche. 


XYL  TTeber  das  Potential  der  Kugelschaale.  ->  Mittelst  der  Theorie 
der Kngelfunctionen  gelangt  man  leicht  zu  dem  Satze,  dass  das  Potential 
der  Kngelschaale  in  endlicher  Form  entwickeibar  ist,  wenn  die  Dichtig- 
keit im  Punkte  xyz  durch  eine  ganze  rationale  Function  der  Coordinaten 
')JfiZ  dargestellt  wird*).  Der  Satz  dürfte  daher  ziemlich  bekannt  sein, 
obiehon  er  nirgends  besonders  hervorgehoben  erscheint.     Wir  wollen  ihn 


,  *)  Unter  der  gemachten  Voraassetzang  ist  nämlich  die  Dichtigkeit  eine  ganze 
monale  Fanction  der  Polarcoordinaten  und  gicbt,  nach  Kagelfunctionen  entwickelt, 
•Oi  endliche  Beihe.  Für  das  Ellipsoid  verhält  sich  die  Sache  ähnlich,  nur  mit  dem 
^^wiehitde,  dass  man  auf  elliptische  Integrale  kommt. 
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im  Folgenden  unabhängig  von  der  Theorie  der  Kagelfunctionen  beweis 
und  zugleich  ein  Paar  unbemerkt  gebliebene  interessante  SpecialflÜle  d' 
selben  näher  betrachten.  ■    - 

Die  Dichtigkeit  im  Punkte  xyz  sei  f{x^y^z)^  das  Volumenelem^nl 
dv  ==:  dx  dy  dz^  die  Radien  der  Kugelschaale  mögen  r^  und  r, ,  die  Coor<}i- 
naten  des  angezogenen  Punktes  |,  17,  {;  heissen ,  endlich  sei  zur  AbkürsiSLiig 

«  =  /(!-»)• +  (,-y)»  +  (f-z)» ; 
das  Potential  der  Kugelschaale  ist  dann 

wobei  sich  die  Integrationen  auf  alle  positiven  und  negativen  x^f^z  er- 
strecken, welche  der  Bedingung 

genügen.     In  Polarcoordinaten  ist  wie  gewöhnlich 

1 )   x'=-r  costpy  y  =r  sintp  cos^^  z  =  r  Hntp  sinip^  dv  =  f*  8inq>  dr  dq>  df^ 

dem  analog  setzen  wir 

2)  ^=^Q  cosXy    fi  =  QsinXcosfiy    f;^=  q  sink  sin  (i^ 
und  bezeichnen  mit  r  den  Winkel  zwischen  q  und  r;  dies  giebt 

cosv= \r  — 1 

Q    r        Q    r        Q    r 

oder 

3)  cos  T  =  cos k  cos  fp  +  sink  sin tpcos^tj;  —  ft), 

Vz:=:z  r  f  fC^^^^^r^  sintp  drdq>d^. 
ro   0    0 

In  der  letzten  Formel  sind  die  vorher  angegebenen  Werthe  von  x^  y^  r, 
cos  T  und  u  zu  substituiren ,  was  der  Kürze  wegen  unterlassen  wurde. 

Von  den  zusammengehörigen  Coordinatensystemen  x^  y^  z  und  r,  g),  ^ 
gehen  wir  zu  zwei  neuen  Systemen  a?, ,  y, ,  z^  und  r,  t  ,  w  über ,  indem  wir 
die  feste  Gerade  q  zur  Achse  x^  und  die  Ebene  des  Winkels  k  zur  Ebene 
x^y^  nehmen»  Nennen  wir  der  Reihe  nach  A^  B^  C  die  Punkte,  in  welchen 
die  ursprüngliche  x  -  Achse  und  die  Vectoren  q  ,  r  eine  Begrenzungsfläche 
der  Kugelschaale  schneiden ,  so  entsteht  ein  sphärisches  Dreieck ,  worin 
Z.^  =  i/;  —  fi,  die  Seite  AB=^k  und  die  Seite  AC=q)  ist;  dem  Winkel  9 
im  früheren  Polarsysteme  entspricht  in  dem  neuen  die  Seite  BC=t^  end- 
lich entspricht  dem  Winkel  ^  der  Winkel  180**  —  B  =  fa.  Man  hat  nun 
die  Relationen 

cos  q>  =  cos  k  cos  x  —  ^iVi  iL  sin  x  cos  co, 
sin  q>  cos  (^  —  f*)  =  sin  k  cos  x  +  cos  k  sin  x  cos  10, 
sin  tp  sin  (^  —  ft)  =  sin  x  cos  od  ; 
entwickelt  man  aus  den  zwei  letzten  die  Werthe  von  sinq>  cos^f^  singfsim^ 
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mi  naltiplieirt  nachher  mit  dem  RadinsTector  r,  welcher  beiden  Polar* 
fjileaiMi  gemeinschaftlich  angehört,  so  erhält  man  nach  No.  1) 
jp==r  (cos  l  cos  X  —  sinXstnx  cos  w), 

yc=r  [sink  cosfi  cosx+  {coslcosfi  cosm  —  sin  fi  sina)  mr], 
ts=r  [sink  sin ft  cosx  +  (cosk  sin fi  cosm  +  cosii  sinm)  sinx]^ 
ader,  wenn  k  und  fi  durch  {,  17,  C  aasgedrückt  werden 

«=  —  f  {  cos X  —  l/if  +  S*  sinx  cos  o  j , 

t/=  —  I  « cosx  +    ,  smx cos o -, stn xsmm]^ 

Das  neue  Volnmenelement  ist  r*  sin  x  dr  dx  c/co,    die  Integrations- 
grensen  bleiben  für  r,  t,  o»  die  nämlichen ,  wie  für  r,  9,  1/;,  und  so  wird 

wobei  noch  die  vorigen  Werthe  von  o;,  y,  z  zu  substituiren  sind. 

Ist  DUO  f{x^  yy  z)  eine  ganze  Function  für  x^  y,  «,  so  erhält  sie  zufolge 
^  genannten  Substitution  die  Form 

f(Xy  y,  z)z=  ZCi  r*  co«"r  «wi"t  cosP  cd  5i>}7qi, 
worin  Ceine  Constante,  i%  k^m^ny  p^  q  ganze  Zahlen  bedeuten;  die  Be- 
r^hnang  von  V  führt  demnach  auf  Integrale  von  der  Form 

C  C  C^  co^x  sin^ X  co^  cosin^co  ,   ,       •,     .     . 
§11 — r*8inxdr  dtda» 

€/•/•/        Vü* — 2or  cosx  +  r* 
To   0    0  '^  ^  ^ 

Man  bemerkt  sogleich ,  dass  das  Integral 

2n 


f' 


cosP(a  sin9(o  dio 

0 
Tenehwindet,  wenn  nicht  p  und  q  gleichzeitig  gerade  Zahlen  sind;  im 
kMren  Falle  ist  sein  Werth  eine  nur  von  p  und  q  abhängende  Constante, 
welche  vor  die  beiden  Übrigen  Integralzeichen  tritt;   mithin  bleiben  nur 
I^pelintegrale  von  der  Form 

r,  n 

//          cos^  X  sin^  X 
r^-^dr  I  -r — ,         sintdx. 
*/  Yq* — 2Qrcosx^r* 

Erhebt  man  die  vorhin  angegebenen  Werthe  von  Xy  y,  z  auf  ganze  Po- 
(taten  und  beachtet,  dass  sinx  nie  allein,  sondern  entweder  mit  dem  Factor 
Cssm  oder  mit  sin  m  verbunden  vorkommt,  so  erh&ll  man  «iXi^V  *^^^^  ^>:^- 

Mttekrm  f.  MäihemMtik  o.  Phy§ik.  VII,  3.  W 
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gerade  Potens  von  sin  %  mnltiplicirt  mit  einer  nngeraden  Potens  Ton 
oder  von  sinm\  dasselbe  gilt  für  die  Prodacte  irgend  welcher  Poi 
von  Xy  y^  Zy  d.  h.  wenn  n  ungerade  ist,  tnnss  wenigstens  eine  der  Z 
p  nnd  q  ungerade  sein.  Derartige  Glieder  liefern  aber  bei  der  Integ 
nach  c»  verschwindende  Integrale,  mithin  bleiben  für  die  Integrati 
Beziehung  auf  r  nur  Glieder  mit  geraden  n  übrig.  Gleichzeitig  fallen 

alle  Glieder  weg ,  in  denen  ungerade  Potenzen  von  "/if+i*  Torkon 
jedes  Doppelintegral  der  obigen  Form  ist  also  mit  einer  rationalen 
tion  von  £*  17,  {^»  ^  mnltiplicirt.    Mittelst  der  Substitution 

,/-i T-i  n»  +  r«  — M* 

ycr  —  2prco5f +  r'^=  w,     cost  =  ^ 

^  ^         ^  2Qr 

erhält  man  weiter 

co^xsin^x 

-  stn  X  dx 

Yq* — 2Qrcosx  +  f^ 

~J  \       2(fr        )    \  2Qr  )   q/' 

wegen  des  geraden  n  ist  der  unter  dem  Integralseichen  stehende  Aus 
rational  und  liefert  nach  Integration  und  Einführung  der  Grenzen  ti  = 
und  u=  +  {q — r)  eine  rationale  Function  von  |t  17*  {^1  ^i  r;  deren  In 
tion  in  Beziehung  auf  r  leicht  genug  ist.  Man  hat  daher  den  Satz:  -^ 
die  Dichtigkeit  im  Punkte  xyz  durch  eine  ganze  ratio 
Function  von  Xy  y,  z  dargestellt  wird,  so  ist  das  Pete 
eine  rationale  Function  der  vier  Grössen  £,  17,  (  und  g. 
Für  den  speciellen  Fall  f(xy  y,  2)  =  «  ergiebt  sich  nach  No.  4) 

ff  ff-  dx  dy  dz==  ff  f''icosXcosr-sinliimco,«)  ^^  ^^  ^ 


/. 


To    0     0 


2 
9 


T*n  0 


0 

der  Werth  des  auf  x  bezüglichen  Integrales  ist 


j^  wenn  ^<r, 


f  -y  wenn  ^  >  r, 


und  daraus  folgt  für  Q^^r^i 


9 
r. 
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dagegen  filr  ^^  r^ : 


'•o 


Besteht  die  Masse  der  Kugelschaale  aus  einer  stetigen  Folge  paralle- 
ler ebener  Schichten,  von  denen  jede  für  sich  homogen  ist,  während  die 
Dichtigkeit  von  einer  solchen  Lamelle  zur  anderen  variirt,  so  ist  die  ein- 
fichste  Voraussetzung 

f{x,  y,  z)=:Ax  +  By  +  Cz+  D, 
wobei  man  sich  D  so  gross  genommen  denken  kann ,  dass  f{Xy  y,  2)  immer 
positiv  bleibt.    Dies  giebt 

r=inir*—r,'){Ai  +  Bfi  +  Ct  +  ZD),  Q<r,, 

y—^s^\ j^ +  5 — - — }t  ^>'-i- 

Im  ersten  Falle  sind  die  Componenten  der  Anziehung  der  Kugel- 
lekttle  auf  den  Punkt  1 17  ( 

dV 

d«li.im  umschlossenen  Hohlräume  hleibt  die  Anziehung  con- 
itant  sowohl  der  Grösse,  als  der  Richtung  nach;  die  Grösse  ist 

Il==}n(r*-r,^yA'  +  B'+C\ 
ihre  Bichtung  steht  senkrecht  auf  den  Parallelebenen,  welche  die  Massen- 
alemente  von  gleicher  Dichtigkeit  enthalten. 

All  zweites  Beispiel  diene  die  Annahme  f{x^  y^z)z=scit?\  sie  giebt 


/// 


"^dxdydz 


r,  n  2n 

C  C  /V*  (co9  kcosv  —  sin  l  sin  x  cos  mV   ,      .    ^     . 

=  11    I — ^^ '-stntdrdxdmy 

t/  */  t/  }/q* — 2QrcosT  +  r* 

r.  0    0  ^  ^         ^ 

woraae  nach  Integration  in  Beziehung  auf  o  und  Substitution  der  Werthe 

▼on  coli  und  mA  folgt 

fff^äsdydz 


n 


=  «  I  r*dr   1  i — -  ^        — smtdt. 

J  J      Yq* — 2prco«t  +  r* 


r.  0 


Die  Integration  nach  r  liefert 
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»W^^W»MM%<^^»»^*^W»0<»*»<M»^^ 


A 


Sg+  ,         j  wenn  p>r, 

und  hierans  ergiebt  sich 

'">  SSf-u '' '' " 

=  A^ISW-O  +2(r.»-r.')  (3{»-?»)},     ^^r„ 

~"   i~?~    V r     *^ '• 

Nach  diesen  Formeln  hat  es  keine  Schwierigkeit ,  den  Fall 

zu  behandeln ;  setzt  man  zur  Abkürzung 

A  +  B  +  C^K,     AV  +  ^n*  +  Ot*  =  S, 
so  erhält  man 

F=  ,V»  {5(r/-V)  ir+  2(r,»-r,»)  (SS-jr,')!,     «  ^  r„ 


Ti. 


Einfacher  werden  diese  Formeln,  wenn  ^  +  -^  +  ^=  0  ist,  d.  h.  wenn 
die  Massenelemente  von  gleicher  Dichtigkeit  anf  gewissen  Hyperboloiden 
liegen. 

Der  interessanteste  Specialfall  ist 

r(ar,y,t)  =  (a-a:)«  +  (6-y)«  +  (c-t)«; 
die  Masse  besteht  dann  aus  einer  stetigen  Folge  concentrischer  homogener 
Kugelsehaalen,  deren  Mittelpunkt  die  Coordinaten  a,  fr,  e  besüst,  also 
excentrisch  gegen  den  Mittelpunkt  der  aus  Tq  und  r,  beschriebenen  Kugel- 
schaale  liegt;  die  Dichtigkeit  eines  Massenelementes  ist  direct  proportional 
dem  Quadrate  der  Entfernung  desselben  Tom  Punkte  abc.  Berechnet  man 
zuerst  das  Integral 

\a  —  xy 


ffß 


dxdydz^ 


u 

indem  man  (a  —  xy  auflöst  und  die  Formeln  5),  6),  7)  und  8)  anwendet,  ao 
findet  man  für  ^  ^  r^ : 

a*.2n  (r;^—ro*)  —  2«  .  |»  (n*— O  | 

und  für  ^  ^  r, : 


+  iV'*    Y  -  +  "*  ^ 

Jljcraus  ergiobt  sich  leicht 
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r=J«(r,«— r.»){a«  +  6«  +  c»— |(«|  +  6i,+  cf)+4(r,«  +  r,»)j,  f£r„ 
»'=*') ^^ * ^i )• 

Im  ersten  Falle  sind  die  Componenten  der  Anziehnng  der  Kugel* 
•ehaale  auf  den  Punkt  itii 

d*b.  im  nmBchlosBenen  Hohlräume  bleibt  die  Anziehung  con* 
Btant  sowohl  der  Grösse,  alsder  Bichtang  nach;  die  Grösse  der 
Ansiehiing  ist  

ikre  Richtung  ist  parallel  der  Geraden  vom  Punkte  abe  nach  dem  Mittel- 
punkte der  Kngelschaale.  Soblömilch. 


XVn.    Vaohweis  eines  wohlfeilen  Apparates  m  SpeetralbaolMudi« 
—  Alb.  Monsson  hat  in  Pogg.  Ann.  Bd.  112,  S.  428  die  mathe- 
matische Theorie  spectroskopischer  Apparate  gegeben  und  am  Schlüsse 
Miaer  theoretischen  Betrachtungen  ein  Spectroskop  beschrieben ,  welches 
ikm  alle  Yorzttge  der  Bequemlichkeit,  Einfachheit  und  Wohlfeilheit  zu 
Tareinigen   schien,    die    der    Chemiker    nnd   Physiker   bei   qualitativen 
Spactralversuchen  verlangen  kann.     Das  Mousson^sche  Spectroskop   be- 
iteht  aus  einer  40  bis  00  Centimeter  langen ,  3  bis  4  Centimeter  weiten ,  in- 
▼tadig  geschwärzten  Röhre ,  welche  der  Bequemlichkeit  beim  Experimen- 
tbsn  wegen  zum  Ausziehen  eingerichtet  ist.     An  einem  Ende  der  Röhre 
bteine  sehr  sorgfältig  hergerichtete  Spalte  eingesetzt,  deren  einer  Backen 
(Qmdie  Spaltenweite  ändern  zu  können)  mittelst  Mikrometerschranbe  zu 
▼snekieben  ist ;  am  anderen  Ende  der  Röhre  befindet  sich  ein  Prisma  von 
SQtem  Flintglas,  welches  von  aussen  gedreht  werden  kann,  damit  man 
Arn  diejenige  Stellung  geben  kann,  bei  welcher  man  beim  Hineinseben  in 
iu  Prisma  das  farbige  Bild  der  Spalte  am  deutlichsten  sieht.     Um  beim 
Hineinblicken  in  das  Prisma  nicht  durch  die  Reflexe  an  den  Prismenflächen 
IMtM  zn  werden,  ist  das  Rohr  dicht  am  Prisma  durch  eine  geschwärzte 
Xeltllplatte  schief  geschlossen ,  welche  nur  eine  so  kleine  Oeffnung  in  der 
iCtte  erhalten  hat,  als  zur  Beobachtung  des  Spectrnms  erforderlich  ist. 
^u  ganze  Rohr  ist  in  einer  Hülse  festgeschraubt,  die  an  einem  Stativ  auf- 
^i  niedergeschoben  werden  kann  nnd  vertical  und  horizontal  beweglich 
^i  so  dass  man  dem  Rohre  jede  beliebige  Lage  geben  und  das  Spectro- 
^p  zur  Beobachtung  jeder  beliebigen  Lichtquelle  bequem  gebrauchen 
luao» 
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Nachdem  ich  durch  den  hiesigen  geschickten  Mechaniker  Schadewell 
ein  Mousson'sches   Spectroskop  hatte  anfertigen  lassen,  ttberaengte  icb 
mich  zunächst,  dass  sich  dieses  Instrument  recht  yorsügiich  aar  Beobach- 
tung der  Frauenhofer'schen  Streifen  eignet.    Als  ich  das  Spectroskop  nach 
dem  Himmel  dicht  neben  die  Sonne  richtete ,  sah  ich  nach  richtiger  Ein- 
stellung des  Prismas  die  Streifen  2>,  E,  F,  G,  B,  B\  sowie  einige  mit  klei- 
nen Buchstaben  bezeichneten  Streifen.     Indem  ich  ungefthr  60^  vor  die 
Spalte   eine  Bunsen^sche   Gasflamme   brachte,   welche   successive   durch 
Alkali-   und   Erdsalze   geHlrbt   wurde,   welche    am  Platindrathe   in   die 
Flamme  gebracht  wurden,  sah  ich  die  Fundamentalerscheinnngen,  die  der 
Spectralanaljse  zu  Grunde  liegen,  auf  das  Deutlichste,  in  Folge  dessen 
ich  das  Mousson'sche  Spectroskop  bereits  zu  wiederholten  Malen  mit  Vor- 
theil  bei  qualitativen  chemischen  Analysen  benutzte.     Nach  meinen  Ver- 
suchen kann  ich  das  Mousson'sche  Spectroskop  ganz  besonders  zum  G^ 
brauch  in  physikalischen  Cabinetten  und  chemischen  Laboratorien  von 
Lehranstalten  empfehlen.  Herr  Mechanikus  Schadewell  (Dresden,  Scheffel- 
gasse 16)  liefert  ein  Mousson^sches  Spectroskop,  Stativ  und  Röhre  von 
Messing,  für  10  Thaler;  Spectroskope  mit  minder  elegantem  Stativ  und 
Pappröhre  sind  noch  wohlfeiler. 

Ich  habe  es  versucht,  das  Spectroskop  noch  wohlfeiler  zu  machen, 
indem  ich  die  Spalte,  die  sehr  genau  gearbeitet  sein  mnss,  durch  eine 
feste  Ritze  zu  ersetzen  suchte.  Ein  planparalleles  Glasstück  wurde  auf 
der  einen  Seite  nach  dem  Liebig^schen  Versilberungsverfahren  versilbert 
und  in  der  dünnen  Silberschicht  eine  Spalte  mit  einem  scharfen  Messer 
hergestellt.  Diese  Spalte  leistete  aber  die  gewünschten  Dienste  nicht, 
weil  die  Spaltenränder  nicht  scharf  waren  und  deshalb  bei  den  spectro- 
skopischen  Versuchen  zur  Entstehung  der  unangenehmen  Zantedesohi*- 
sehen  Streifen  Veranlassung  gaben.  Ich  bin  jetzt  damit  beschäftigt,  die 
verstellbare  Spalte  durch  eine  Stanniolspalte  zu  ersetzen  und  werde  später 
über  das  Resultat  meiner  Versuche  berichten. 

Dr.  Kahl. 


XVIJI.  Heber  die  Speotra  ehemiieh  yersehiedener  KAipar.  Von 
Dr.  Ernst  Mach. 

Es  scheint  dem  Verfasser  dieser  Notiz  die  moderne  Untersuchung 
der  Spectra  chemisch  verschiedener  Körper  sehr  geeignet,  um  über  manche 
Punkte  der  Atomentheorie  ins  Klare  zu  kommen.  Der  Verfasser  erlaubt 
sich,  da  er  als  Nichtchemiker  schwerlich  in  der  Lage  sein  dürfte,  die 
Sache  weiter  zu  verfolgen,  nachstehende  Bemerkungen  zu  publiciren, 
welchen  er  übrigens  nur  einen  problematischen  Werth  beilegt. 

Die  Spectra  der  Gase  sind  discontinuirlich ,  während  feste  Körper 
ein  continuirliches  Spectrum  zeigen.  In  festen  Körpern  stehen  die  Mole- 
cäle  in  IFaclisel Wirkung,  in  Gasen  aber  nicht,  wenn  wir  die  wohlbegrün- 
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dete  Theorie  der  Oase  von  Krönig  und  Claus  ins  acceptiren.  Der  XJm- 
lUndniin,  dass  die  Spectra  der  Gase  nur  wenige  helle  Linien  aufzuweisen 
hibeiii  dürfte  einen  Schluss  auf  die  Constitution  der  Gasmolecüle  ermög- 
lichen. Weil  diese  unter  ein^der  in  keiner  Wechselwirkung  stehen ,  so 
gerathen  offenbar  beim  Leuchten  die  einzelnen  Gasmolecüle  jedes  für  sich 
ia  stehende  Schwingungen  und  diese  Schwingungen  zeigen  nur  einige  we- 
nige WellenUngen.  —  Wäre  das  Gasmolocül  ein  Continuum  oder  bestände 
es  «u  einer  sehr  grossen  Anzahl  einzelner  Atome ,  so  erhielte  man  für  die 
Sehwingong,  die  sich  in  diesem  Molecül  etabliren  kann,  eine  partielle 
Differentialgleichung.  Aus  der  blossen  Form  dieser  Bewegungs- 
gleiehnng  ergiebt  sich  schon,  dass  sich  im  Allgemeinen  eine  unendliche 
Auihl  verschiedener  ScHwingungsweisen  über  einander  legen  werden. 
Es  wird  von  besonderen  Nebenumständen  abhängen ,  ob  daraus  eine  ein* 
&ehere  Bewegnngsart  resultirt.  Die  Erklärung  des  Spectrums  mit  wenigen 
heUen  Linien ,  der  Schwingung  mit  einer  geringen  Anzahl  von  Schwin- 
gnngsperioden  würde  sich  hieraus  wenigstens  nicht  einfach  ableiten  lassen. 
—  Nehmen  wir  aber  an,  ein  Gasmolecül  bestünde  aus  einer  stabilen 
Gruppe  von  nur  wenigen  Körperatomen  (s.  Fig.) ,  so  erhält  man  für  die 
Schwingung  jedes  einzelnen  Atoms   eine  separate  » 

Differentialgleichung.     £s  treten  dann  so  viele  ? 

verschiedene  Schwingungsweisen  auf  als  Atome  in  der    «  ^«  « 

Orappe    vorhanden    sind  *).      Wären    die  Vibrations-  * 

UBplituden  klein ,  d.  h.  die  Erregung  gering ,  so  kann  die  auf  ein  Atom 
wirkende  Kraft  der  Verschiebung  aus  der  Gleichgewichtslage  proportional 
geeist  werden;  es  schwingt  dann  das  Atom  nach  dem  einfachen  Gesetze 
*^sü  sinkt.  In  diesem  Falle  hat  jedes  Atom  nur  eine  einzige  Schwin- 
puigsperiode ,  es  giebt  dem  Spectrnm  nur  eine  einzige  helle  Linie,  nur 
ebe  Wellenlänge.  Die  ganze  Gruppe  aber  bietet  dann  so  vielid  verschie- 
dene Schwingungsperioden,  so  viele  helle  Linien  im  Spectrum,  als  sie  ver- 
schiedene Lagerungsarten  der  Atome  aufzuweisen  hat.  Die  Gruppe  (s.  Fig.) 
s*  B.',  wo  die  mit  gleichen  Buchstaben  bezeichneten  Atome  die  gleiche 
I<«gerung  haben ,  zeigt  drei  verschiedene  Schwingungsperioden  (a,  6,  e).  — 
Bei  grösseren  Amplituden ,  bei  intensiverem  Leuchten ,  geht  die  Kraft  nicht 
i&6far  der  Verschiebung  proportional ,  die  Schwingungen  werden  complicir- 
^,  das  Spectrum ,  wie  die  Erfahrung  lehrt ,  an  hellen  Linien  reicher. 

Einerseits  nun  scheinen  sich  die  gewöhnlichsten  Spectralphänomene 
durch  die  letzteren  Annahmen  leicht  zu  erklären,  während  andererseits 
das  Spectrum  eines  Gases  ein  Mittel  an  die  Hand  geben  würde ,  auf  die 
^ppirung  der  Atome  eines  Gasmolecüls  zu  schliessen.  —  Die  Ver- 
^erung  des  Spectrums  mit  der  Intensität  des  Leuchtens  müsste  das  Ge- 


*)  Für  die  ganse  Gmppe  hat  man  natürlich  so  viele  simultane  Differentialglei- 
^*^>ttgtn,  als  Atome  in  derselben  enthalten  sind. 
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setz  kennen  lehren,  nach  welchem  die  Atome  anf  einander  wirken.  Kann 
man  doch  schon  aas  dem  Hinzutreten  immer  kürzerer  nnd  kürzerer  Wellen- 
Ittngen  hei  erhöhtem  Glühen  eines  festen  Körpers  schliessen,  dass  die  be- 
wegende Kraft  sehr  rasch  mit  der  Verschiebung  der  Atome  ans  der  Oleieh- 
gewichtslage  wächst. 

Die  Schwere  wirkt  auf  alle  Körper  gleich.  Dadurch  wird  die  An- 
nahme, dass  es  nur  eine  Art  Ton  Körperatomen  giebt,  einigennaassen 
wahrscheinlich.  Geht  man  von  dieser  gewiss  prüfenswerthen  Hypothese 
aus,  so  ist  durch  das  Atomgewicht  die  Anzahl  der  Atome  bestimmt,  welehe 
ein  Gasmolecttl  zusammensetzen.  Das  Spectrum  gestattet  einen  Schlnss 
auf  die  Gruppirung  und  einen  ähnlichen  die  Krystallforra.  Die  ünter- 
snehung  des  Zusammenhanges  von  Atomgewicht,  Spectrum  nnd  Krjrstall- 
form  chemisch  einfacher  Körper  scheint  sehr  viel  zu  versprechen. 

Chemisch  verschiedene  Gase  würden  sich  dem  Gesagten  nach  nni 
durch  die  Zahl  und  Gruppirung  der  Körperatome  eines  Oasmoleeflls  unter- 
scheiden. Ein  ehemisch  einfacher  Körper  würde  dann  definirt  als  ein 
Aggregat  von  Molecülen,  deren  Atome  so  stabil  gruppirt  sind,  dass  die 
Form  der  Gruppen  aus  jeder  Verbindung  wieder  unverändert  hervorgeht. 

In  der  weiteren  Verfolgung  dieser  Ideen  dämmert  wenigstens  die  Hoff- 
nung auf  I  die  Chemie  in  angewandte  Mechanik  verwandelt  zu  sehen« 
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(Zeitschrift  für  Mathematik  und  PhyaÜL  YH ,  2.) 

Seite  68  Zeile  6  y.  u.  statt  angewende/en  lese  man  angewende/«, 
„68      „7  T.  o.  sind  die  (Frenzen  der  Integration  sn  vertausehen, 
„    69     „    6  y.  o.  sUtt  log  150000  lese  man  hg  1500000, 

„    69     „    4y.u..Uttgji-jle.emanjji5g, 

*  .^'o^ÖOO'OOOOOO,               to^OOO'OOOOOO 
„    70     „    5  V.  o.  sUtt  t:3L__ lese  man    ^    ^^ , 


if 

»t 

>» 

»» 

9f 
II 


71  „    6  y.  n.  statt  gleich  nach  dem  Radios  lese  man  gleich  dem  Radios, 

72  „    8  y.  o.  ist  aof  der  rechten  Seite  der  Gleichong  8)  das  Zeichen  «f  • . 

hinaosofügen, 

72  sind  die  beiden  mit  *  ond  **  bezeichneten  Anmerkongen  so  vertaoschen, 

73  Zeile  5  y.  o.  statt  leicht  gefanden  lese  man  berechnet, 
IZ     „    8  y.  o.  statt  nor  lese  man  nm, 

73      „  10  y.  o.  statt  omschrieben  lese  man  beschrieben, 
73     „  25  y.  0.  statt  wecbselniftfii  lese  man  wecbselncfe, 
73     „  28  y.  o.  statt  Hjpothe««ii  lese  man  Hjpothefe, 

73  „11  y.  o.  statt  welche  lese  man  welchen, 

74  „     1  y.  o.  statt  Erscheinongen  lese  man  Einwlrkongen. 

Eldeaa,  den  14.  April  1862. 

E*  SEaviTS« 


X. 

Zur  analytischeii  Behandlung  der  Oberflächen  zweiter  Ord- 
nung; insbesondere  über  homofocale  und  conjugirte 

Oberflächen. 

Von  Dr.  Wilh.  Fiedler, 

Lehrer  der  darstellenden  Geometrie  an  der  Gewerbeschale  in  Chemnitz. 


IL  iawendimg  auf  die  Theorie  der  homofooalen  und  coiyugirten  Flächen 
nach  den  Arbeiten  von  Chatles  und  Cremona. 

19.    Ueberall  im  Folgenden  soll  durch  Ä  =  0  der  imaginäre  Kreis 
der  anendlich  entfernten  Ebene,  d.  i. 

K=  tf  sin*q>  +  ß* sip?i^  +  y*  sin^K  —  Zßy  {costp  —  cos^  cosk) 
—  2ya  {cos'ilf  —  cosx  costp)  —  2a/3  {cosk  —  costp  cos^) 
vnd  durch 

K  =  0 
der  über  diesem  imaginären  Kreise  stehende  Kegel  vom  Scheitel  (or,  y,  z), 
der  Asymptotenkegel  einer  aus  jenem  Punkte  beschriebenen  Kugel,  d.  i. 

es  sollen  ferner  dnrch  die  Sjmbole 

S:sO,  S,=Oetc.  2;=0,  2;|=0etc.  i7=0,  l^,=0  etc.  Ä=0,  Ä,=0  etc., 
fiberhanpt  Oberflächen  des  zweiten  Grades  ausgedrückt  werden,  und  zwar 
m&gen  die  Symbole  £y  Sl^  K  insbesondere  für  Tangentialcoordinaten ,  also 
l^i  homofocalen  Flächen,  die  Symbole  5,  (/,  K  aber  bei  Punktcoordinaten, 
^  bei  conjugirten  Flächen  gebraucht  werden ;  endlich  mögen  k^  k\  ,  ,^ 
^ '' . . . ,  fn^m,*,^  X ,  Xi .  • . ,  X ,  Xi . . . ,  fi ,  ^1 .  • .  Constanten  sein ,  wie  sie 
in  den  Formeln  als  individualisirende  Parameter  auftreten.  Dann  ist  es 
dvieh  das  Vorhergehende  begründet,  dass  durch 

2;+Äi[  =  0,  2;+^,ü[  =  0 
Oberflächen   sweiten  Grades  repräsentirt  werden,  welche  mit  der  Ober- 
fllche  £z=0  homofocal  sind,  während  durch 

5  +  XÄ  =  0,   5+X,X  =  0 
Oberflächen  zweiten  Grades  dargestellt  sind,  welche  mit  der  Fläche  5=0 
®<^JQgirt  genannt  wurden.    Aus  dieser  Bezeichnungswe\B^  ^^V^tl  <^\^  iaN^X- 

2äiHhrin  f.  MMlbtwMtik  u.  Phytik.   VU,  4.  Vb 
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reichen  Ergebnisse,  welche  die  Theorie  dieser  beiden  Flftchenfamil  m 
schon  jetzt  umfasst,  mit  Leichtigkeit  hervor.  Sie  sollen  in  den  na-^^li 
folgenden  Entwickelungen  in  der  Art  zusammen  gestellt  werden,  dass  »  m<:!i 
jedem  der  drei  Hauptsätze  über  die  homofocalen  Flächen  der  entsf»  rä- 
chende über  die  conjugirten  Flächen  anschliesst  und  dass  die  daraus  in 
beiden  Theorien  entspringenden  specielleren  Sätze  darauf  folgen;  schli^^^s- 
lich  mag  überall  auf  die  Form  der  entsprechenden  Sätze  in  der  Theo-z-ie 
der  sphärischen  Kegelschnitte  kurz  hingewiesep  werden.  Weil  hier  Übe  ar  all 
nur  von  Oberflächen  zweiten  Grades,  ihren  gemeinschaftlichen  Developf»  m- 
beln  und  ihren  Dnrchschuittscurven  die  Rede  sein  soll,  so  mag  die  nälm^  xe 
Bezeichnung  der  Flächen  als  solche  im  Folgenden  zur  Kürzung  des  A.'Wjm.B- 
drucks  weggelassen  werden. 

20.  Erster  Hanptsatz:  Wenn  zwei  homofocale  Oberfläch  ^^n 
A^  Ai  und  eine  beliebige  andere  Oberfläche  B  gegeben  siacsd 
und  den  beiden  respective  A  und  J?,  ^,  und  B  gemeinschaf^^t- 
lichen  developpabeln  Flächen  die  Oberflächen  C,  C,  respe  ^- 
tive  eingeschrieben  werden,  so  ist  die  diesen  letxter^s^n 
beiden  Oberflächen  gemeinsam  umschriebene  Developp  •^- 
ble  zugleich  zwei  Oberflächen  umschrieben,  von  denen  d  2^ 
eine  zu  den  beiden  ersten  Oberflächen  A^  A^  die  anderes 
aber  zur  dritten  Oberfläche  B  homofocal  ist. 

Die  homofocalen  Oberflächen  A^  A^  können  durch  die  Gleichungen 
A)  =  E+kK  =  0,     A,)  =  £+kiK  =  0, 
die  Oberfläche  B  durch 

dargestellt  werden.    Dann  ist 

C)  =  ii^  +  {£+kK)  =  0,     Ci)  =  n,Sl+{Z  +  k,K)=0 
die  Form,  welche  den  Gleichungen  der  Flächen  C  und  C,  zukommt,  nm 
man  erhält 

(l^C—^lC,  =  tl,{2+kK)  —  (i{S+k,K)={fi,••|i)£+{(l,k—|lk,)K, 
C—C,  =  {,i  —  li,)Sl  +  {k—k,)K, 
Formeln,  welche  den  Beweis  des  obigen  Satzes  geben. 
Auf  Grund  der  Relation 

k^C-~kC\  =  (kifi^knt)Sl+{k^—k)2 
darf  man  hinzufügen,  dass  jene  den  Oberflächen  C,  Cj  gemeinschaftliche 
developpable  Fläche  auch  einer  dritten  Fläche  noch  umschrieben  ist,  deren 
mit  der  Fläche  B  gemeinschaftlicher  Developpabeln  zugleich  eine  dem 
homofocalen  Flächensystem  A,  A^  angehörige  Fläche  eingeschrieben  ist; 
oder,  wie  M.  Chasles  den  Satz  ausdrückt,  den  er  als  seinen  dritten 
Hauptsatz  bezeichnet:  Wenn  drei  homofocale  Oberflächen  A^ 
Ai^  Af  und  eine  beliebige  Oberfläche  j?  gegeben  sind  un-d  in 
die  durch  B  und  Ay  B  und  Ai  respective  bestimmten  deve- 
Joppabeln  Flächen  die  Oberflächen  C,  C,  respective  einge- 
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tehrieben  werden,  so  umhüllen  die  von  den  Flftchen  ^  und 
^t«  C  und  C,  respective  bestimmten  developpabeln  Flächen 
«ine  und  dieselbe  Oberfläche  C,. 

Wird  derselbe  Beweis  in  Punktcoordinaten  interpretirt ,  so  stellen  die 
Gleiehnngen 

eonJQgirte  Oberflächen  dar,  die  beliebige  B)  wird  durch 

repräsentirt ;  es  ist 

die  Form,  welche  den  Gleichungen  von  solchen  Oberflächen  C  und  C^  zu- 
kommt, die  respective  die  Durchdringungscurven  von  A  und  B^  von  ^i 
Qod  B  in  sich  enthalten ,  und  man  erhält 
v.C— vC,=v,(S  +  AJS^)— v(S  +  X^Ä')  =  (v|— v)S  +  (v,i— i,v)J5r, 

c—c,  =  (v— V,)  i^+  (X— A|)  Jsr, 

Formeln,   in  denen   der  Satz  enthalten  ist:    Wenn  zwei  bezüglich 
Dilles   Punktes  a  conjugirte  Oberflächen  Ä^  Ax  und  eine  be- 
liebige   dritte    Oberfläche   B   gegeben   sind,    und  durch  die 
I)ti  rchschnittscurven  der  letzteren  mit  den  beiden  ersteren 
reapective  zwei  Oberflächen  C,  C,  gelegt  werden,  so  lassen 
Bic  li  durch   die   Durchdringungscurve    dieser  beiden  neuen 
Ob  erflächen  zwei  Oberflächen  legen,  von  denen  die  eine  zu 
de  n  Flächen  A^A^^  die  andere  zu  der  Fläche  B^  immer  rück- 
'iditlich  des  Punktes  a,  conjugirt  ist. 
Die  Relation 

^S^&ndet  ferner  den  Zusatz,  dass  durch  jene  Durchdringungscurve  der 

^H.o.hen  C,  C|  sich  eine  dritte  Oberfläche  legen  lässt,  deren  Durchschnitts- 

cnr-ve  mit  der  Fläche  B  zugleich  auf  einer  zu  dem  conjugirten  Flächen- 

'T^^em  A^  A^  gehörigen  Fläche  enthalten  ist.     Oder  analog  der  Fassung 

^^*^   M.  Chasles  aasgesprochen:    Wenn  durch  die  Schnittcurven 

eiK^  ^r   Oberfläche    B    mit   zweien    von    drei  bezüglich    eines 

^^nktes  a  conjugirten  Oberflächen  A  und  A^  respective  die 

0^  Qrflächen  CundC,  gelegt  werden,  so  sind  die  Durchdrin- 

S^Ogscurve    dieser    letzteren    Flächen    und  die  der  Fläche 

^    mit  der   dritten  conjugirten   A^  auf  einer  und   derselben 

Oberfläche. 

21.  Folgerungen.  Die  in  diesen  Sätzen  enthaltenen  Beziehungen 
*^^d  so  allgemein,  dass  eine  Fülle  der  Specialitäten  sich  aus  denselben 
^lebt.  Es  mag  nützlich  sein,  sich  in  einem  Ueberblick  zuerst  ihre  Man- 
^chfalUgkeit  zu  vergegenwärtigen,  um  dann  erst  die  einzelnen  daraus 
■priogenden  Ergebnisse  darzulegen.* 

In  äerFsmilie  Jer  homofocalen  FUcVi^u^  ik\ao  >a^\  ^^x  \\ÄÄt- 
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pretation  nach  Tangentialcoordinaten ,  ist  es  statthaft,  daas  die  Flüche  l 
in  einen  Kegelschnitt  degenerire  und  es  können  femer  zwei  Punkte  ode 
auch  ein  Punkt  als  specielle  Fälle  der  Kegelschnittsgestalt  anfgefaas 
werden;  dabei  kann  endlich  dieser  Kegelschnitt  als  auf  der  Oberfläche 
A  selbst  liegend  gedacht  werden.  Man  kann  voraussetzen,  dass  die  homo 
focalen  Oberflächen  A^A^  oder  eine  von  beiden  sich  auf  Kegelschnitte  redu 
ciren  und  sie  können  insbesondere  die  Focalcurven  der  nämlichen  OberflXchi 
sein;  man  kann  die  Oberflächen  (7,  C,  als  die  Berührungscurven  zweier  auj 
demselben  Centrum  den  Flächen  A^  A^  umschriebenen  Kegel,  oder  di< 
Fläche  C  als  redncirt  auf  den  Scheitel  eines  Kegels  ansehen,  der  dei 
Fläche  A  und  der  Fläche  B^  die  als  sich  berührend  gesetzt  sind,  nach  dem 
selben  Kegelschnitt  umschrieben  ist;  in  diesem  Falle  kann  jene  Spitze  all 
der  Pol  der  Bcrührungscurvo  der  Flächen  A  und  B  benannt  werden.  Ein« 
dieser  Flächen  C,  C|  oder  beide  können  sodann  als  mit  Kegelschnittscurvei 
der  gemeinschaftlichen  developpabeln  Fläche  von  B  und  A^  zusammen- 
fallend gedacht  werden;  wenn  dann  die  Fläche  B  zugleich  eine  Kugel  nnc 
somit  dem  imaginären  unendlich  entfernten  Kreise  umschrieben  ist,  sc 
kann  die  FlächQ  C  zu  einer  mit  B  concentrischen  Kugel  werden,  und  man 
kann  noch  specieller  voraussetzen,  dass  sie  sich  auf  das  Centrum  dei 
Kugel  ß  reducirt.  Endlich  können  mehrere  dieser  Voraussetzungen  zu- 
gleich  stattfinden. 

Dagegen  ist  es  in  der  Familie  der  in  Bezug  auf  einen  Punkt 
a  conjugirten  Flächen,  d.  h.  bei  der  Interpretation  nach  Punkt* 
coordinaten,  statthaft,  die  nachfolgenden  Voraussetzungen  zu  machen. 
Die  Fläche  B  kann  eine  Kegelfläche  und  noch  specieller  eine  der  Fläche  A 
umschriebene  Kegelfläche  sein ;  sie  kann  sich  auf  zwei  Ebenen  reduciren, 
welche  speciell  die  Fläche  A  berühren  und  endlich  auch  in  eine  einsige  zu- 
sammenfallen können;  man  darf  hinzufügen,  dass  diese  mit  der  Ebene  des 
Unendlichen  zusammenfallen  und  dass  sie  speciell  den  Punkt  a  in  sich 
enthalten  kann,  rücksichtlich  dessen  die  Flächen  einander  conjugirt  sind, 
oder  endlich,  dass  dieser  Punkt  der  Durchschnittslinie  beider  Ebenen  an- 
gehört. Wird  dieser  Punkt  a  als  das  gemeinschaftliche  Centrum  der  Flä- 
chenfamilie angenommen,  so  ergeben  sich  noch  andere  Specialitäten.  Es 
können  ferner  die  Flächen  A^  A^  entweder  beide  zugleich  oder  einzeln 
zu  Kegelflächen  degoneriren ,  und  insbesondere  als  die  conjugirten  Cjlin- 
der  einer  Fläche  oder  als  conjugirte  Kegelflächen  derselben  überhaupt  er- 
scheinen. Die  Flächen  (7,  C^  können  die  den  Schnittcurven  derselben 
Ebene  mit  den  Flächen  A^  A^  entsprechenden  Berührungskegel  sein,  oder 
die  Flächen  B  und  A  können  als  sich  berührend  und  die  Fläche  C  als  die 
Ebene  ihrer  Berührung  angesehen  werden.  Man  kann  ferner  die  Ober- 
fläche C  als  einen  der  vier  Kegel  zweiten  Grades  setzen,  welche  durch  die 
Durchschnittscurve  der  Flächen  B  und*^  gelegt  werden  können;  alsdann 
wird,  wenn  B  eine  Kugel  und  A  der  Asymptotenkegel  derselben  ist,  C  eine 
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mit  If  concentrische  Kngel  sein ,  die  man  specioll  als  auf  ihren  Mittelpunkt 
redocirt,  d.  i.  vom  Radius  Null,  voraussetzen  darf.  Die  Gestalt  der  Sätze, 
wdche  aus  diesen  specielleu  Voraussetzungen  hervorgehen,  kann  unter 
Beachtung  der  im  Artikel  10  gegebenen  Specialbedeutungen  der  allge- 
meinen Symbolformelu  leicht  gewonnen  werden. 

22.     Sei,  um  mit  den  speciellcn  Folgerungen  des  Satzes  Über  homo* 
foctie  Flächen  zu  beginnen,  zuerst  die  Fläche  B  ein  Kegelschnitt,  den 
min  sich  auch  auf  einer  der  Flächen  A^  A^  denken  darf,   so  hat  man  den 
Sttt:  1)  Sind  den   durch  einen   Kegelschnitt  B  mit  je   einer 
der  homofocalen  Flächen  A^  A^    bestimmten   developpabeln 
Flächen    die    Oberflächen  C,   C^    eingeschrieben,    so    ist   die 
diesen    letzteren   beiden    gemeinschaftliche    developpable 
Fläche  zugleich   einer  mit  A^  A^   homofocalen  und  einer  an- 
deren Fläche  umschrieben,   welche  den  Kegelschnitt  B  zur 
Focalenrve  hat*). 

Sei  sodann  die  Oberfläche  B  in  zwei  Punkte  p,p,  degenerirt,  so  folgt: 
l)  Wenn  zweiien  homofocalen  Oberflächen  A^  A^  von  den 
Punkten  p,  p,  respective  Kegelflächen  umschrieben  sind 
Bnd  diesen  letzteren  je  eine  einem  die  Oberflächen  C,  C^  ein- 
geschrieben werden,  so  ist  die  den  Flächen  6*,  6\  gemein- 
■cbtftliche  Developpable  auch  einer  zu  A^  A^  homofocalen 
Fliehe  und  einer  Kotationsfläche  umschrieben,  welche  die 
Punkte /»,P|  zu  Brennpunkten  hat. 

Hierbei  kann  man  ferner  als  die  Flächen  Ay  A^  die  Focalcurven  einer 
ud  derselben  Oberfläche  denken. 

Fallen  beide  Punkte  p ,  Pi  zusammen ,  so  folgt :  3)  Wenn  die  Flä- 
ehenC,  C^  den  homofocalen  Flächen  A^  A^  eine  einer  nach  den 
Bertthrnngscurven  eingeschrieben  sind,  welche  zwei  nm- 
■ckriebene  concentrische  Kegel  auf  diesen  bestimmen,  so 
iit  die  denselben  gemeinsam  umschriebene  developpable 
Fliehe  zugleich  einer  mit  A^  A^  homofocalen  Fläche  und 
^iner  mit  jenen  Kegelflächen  concentrischen  Kugel  um- 
schrieben. 

Die  Flächen  C,  C,  werden  als  die  Bcrührungscurven  zweier  concen- 
^nteher  Kegel  mit  den  Flächen  A^  At  gedacht  und  man  hat:  4)  Die  de- 
veloppable   Fläche,     welche    von     den    BerUhrungscnrven ^ 
zweier  concentrischer  Kegel  mit  den  homofocalen  Flächen 
^1^1  bestimmt  wird,  ist  zugleich  einer  der  homofocalen  Fa- 


*)  Die  Folgerungen ,  welcho  sich  aus  den  beiden  ZusUtsen  der  Hanpttheoreme 
|>  Art.  20  ergeben,  sind  leicht  hinsuzufügcu ,  sollen  aber  der  Kurse  wegen  fortge- 
*^*^n  werden ;  ich  komme  für  einige  besonders  bcachteuswecUic  ReBMAisAA  ^«t^^«i^ 
«hierhin  darauf  xarück  (Art.  26). 
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milie  angehörigen  Fläche  nnd  einer  Kugel  umschrieben,   i 
mit  den  beiden  Kegelflächen  concentrisch  ist. 

Wenn  die  Fläcbeu  B  und  A  einander  nach  einem  Kegelschnitt 
rühren  und  die  Fläche  C  auf  den  Pol  dieser  Berührung  reducirt  ist,  so 
hält  man:  5)  Sind  zwei  homofocaleFlächen  A^  Af  und  eine  d 
ersteren  nach  einer  Ebene  vom  Pol  c  eingeschriebene  Fläc! 
B  gegeben,  wird  sodann  der  von  B  mit  ^,  bestimmten  der 
loppabeln  Fläche  die  Fläche  Ci  eingeschrieben  undansde 
Pol  c  an  dieselbe  ein  Berührungskegel  gelegt,  so  gehe 
durch  die  entsprechende  Berührnngscurve  zwei  die  Fläcl 
C|  in  ihr  berührende  Oberflächen,  deren  eine  mit  A,Ag^  di 
andere  mit  B  homofocal  ist. 

Ist  die  Fläche  B  zu  einem  auf  A  gelegenen  Kegelschnitt  degenerl 
so  gilt  der  Satz:  0)  Sind  zwei  homofocale  Flächen  A^  ^j,  uz 
ein  ebener  Schnitt  der  ersten  B  mit  seinem  Pol  c  gegebe 
wird  sodann  der  von  B  mit  ^,  bestimmten  developpabe 
Fläche  die  Fläche  (7|  eingeschrieben  und  dieser  von  de 
genannton  Pol  c  aus  ein  Kegel  umschrieben,  so  ist  die  B 
rührungscurve  desselben  überdies  seine  Berührungscuri 
mit  zwei  anderen  Oberflächen,  deren  eine  mit  A^  Af  hom 
focal  ist,  während  die  andere  den  Kegelschnitt  ^  zur  Foca 
curve  hat. 

Ist  dagegen  A  selbst  einer  der  Focalkegelschnitte  von  ^,  nnd  sind  c 
Punkte  p ,  /?,  zwei  Punkte  desselben ,  die  Fläche  C  aber  in  den  Pol  ihi 
Sehne  degenerirt,  so  folgt:  7)  Wenn  einer  Oberfläche  A  aus  «w 
Punkten  p,  p,  ihrer  Focalcurve  A^  Kegel  umschrieben  we 
den,  so  umhüllen  diese  eine  Oberfläche  C, ,  welche  mit  de 
Pol  c  der  Sehne  ppt  der  Focalcurve  A  einen  Berührungskeg 
bestimmt,  der  zweien  Flächen  mit  Ci  nach  derselben  Cor* 
umschrieben  ist,  von  denen  die  erste  mit  A^  homofocal  ii 
während  die  zweite  die  Punkte  J9,j9,  zu  Brennpunkten  hat. 

Sei  ferner  die  Fläche  C,  einer  der  vier  Kegelschnitte,  welche  d 
von  B  mit  A^  bestimmten  developpabeli:\  Fläche  angehören  —  eine  VoraB 
Setzung,  die  auch  in  6)  statthaft  ist — ,  so  entspringt  daraus:  8)  Jed 
Kegelschnitt  der  developpabeln  Oberfläche,  die  durch  eil 
Fläche  A^  und  eine  Fläche  ^  bestimmt  ist,  welche  der  su 
homofocalen  Fläche  A  eingeschrieben  wird,  liegt  zugleii 
auf  einermitv^und^i  und  aufeiner  mit  ^homofocalen  Obe 
fläche;  und  beide  homofocalen  Oberflächen  sind  in  denKeg 
eingeschrieben,  der  den  gedachten  Kegelschnitt  der  dev 
loppabeln  Fläche  zur  Basis  hat  und  mit  dem  den  Flächen 
und^nach  ihrer  Berührnngscurve  umschriebenen  Kegel  coi 
centrisch  ist. 
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23.  Man  nehme  an,  dass  die  Oberfläche  B  in  zwei  auf  der  Ober- 
fläche A  gelegene  Punkte  p ,  Pi  übergeht ,  dass  somit  die  durch  A  und  B 
bestimmte  developpable  Fläche  sich  auf  die  beiden  Tangentialebenen  von 
^in  diesen  Punkten  reducirt;  und  setze  überdies  voraus,  dass  die  FlAche 
C in  die Durchschnittlinie  dieser  Ebenen  degenerire,  so  hat  man:  9)  Wenn 
«BS  iwei  Punkten/»,  pi  einer  Oberfläche^  einer  homofocalen 
Fliehe  A^  Xegelflächen*)  umschrieben  sind  und  in  diese 
eine  beliebige  Oberfläche  C^  eingeschrieben' wird,  so  liegen 
die  Berührungspunkte  der  Tangentialebenen  der  letzteren 
Fliehe,  welche  zugleich  die  Durchschnittslinie  der  in  den 
Punkten  p,  Pi  an  die  Oberfläche  A  gelegten  Tangential- 
ebenen enthalten,  auf  zwei  Oberflächen,  welche  in  diesen 
Punkten  von  denselben  Ebenen  berührt  werden  und  deren 
erste  zur  Familie  der  homofocalen  Flächen  A^  A^  gehört, 
während  die  zweite  die  Punkte  p,  p,  zu  Brennpunkten  hat. 

Sei  endlich  vorausgesetzt,  dass  die  Fläche  B  eine  Kugel  ist,  so  kann 
dieselbe  als  dem  unendlich  entfernten  imaginären  Kreise  umschrieben  und 
dieser  selbst  daher  als  die  Fläche  A  betrachtet  werden;  jede  Oberfläche  C, 
welche  der  durch  A  und  B  bestimmten  developpabeln  Fläche  eingeschrie- 
ben ist,  ist  eine  mit  B  concentrische  Kugel.  Man  hat  zunächst:  10)  Wenn 
<ler  durch  eine  Kugel   B  und  die  Oberfläche  A^  bestimmten 
developpabeln   Fläche  eine  Fläche  Cj   eingeschrieben  wird, 
>o    ist  die  durch  sie  und  eine  mit  B  concentrische  Kugel  C 
bestimmte    developpable   Fläche    auch   einer   mit   A^    homo- 
focalen Fläche  umschrieben. 

Lässt  man  die  Kugel  C  auf  das  Centrum  von  B  sich  reduciren,  so 
fo^Igt:  11)  Der  einer  Fläche  Ci,  welche  mit  der  Kugel  B  und 
^iuer  beliebigen  Oberfläche  A^  einer  und  derselben  deve- 
loppabeln Fläche  eingeschrieben  ist,  aus  dem  Centrum  die- 
*^r  Kugel  umschriebene  Kegel  berührt  längs  derselben  Be- 
rUbrungscnrve  ausser  der  Fläche  Cj  auch  eine  zu  A^  homo- 
focale  Fläche. 

Ist  endlich  in  diesem  Fafte  die  Fläche  C,  ein  Kegelschnitt  in  der 
^ttrch  B  und  A^  bestimmten,  developpabeln  Fläche,  so  schliesst  man: 
1^)  Jeder  der  Kegelschnitte  einer  developpabeln  Fläche, 
^ieiugleich  einer  Kugel  und  einer  Oberfläche  A^  umschrie- 
ben ist,  liegt  auf  einer  zu  A^  homofocalen  Fläche  und  der 
Aach  ihm  dieser  letzteren  umschriebene  Kegel  ist  mit  der 
Kugel  concentrisch. 

24.  Eben  so  reiche  und  eigcnthümliche  Folgerungen  gestattet  der  auf 


*)  Dieso  Kegel  schneiden  sich  in  Kegelschnitten ,  und  man  kann  einen  derselben 
^  Fl&cbe  d  nehmen. 
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die  conjugirten  Fläch enfatnilien  bezügliche  allgemeine  Sats* 
sollen  zunächst  nur  einige  von  denen  hier  aufgeführt  werden ,  bei  welcfa^ 
über  die  Lage  des  Punktes  a,  bezüglich  dessen  die  Flächen  conjngirt  sIks 
keinerlei  specielle  Voraussetzung  gemacht  wird.     Die  Oberfläche  B     i 
zuerst  auf  das  System  zweier  Ebenen  E^  Ei  reducirt:  1)  Wenn  dar  « 
die  respectiven  Schnittlinien  zweier  bezüglich  eines  Pni 
tes  a  conjugirten  Oberflächen  A^  A^   die  Flächen  C,  (7|   ei  ziv.  « 
durch    eine    gelegt  werden,    so    ist    die    gemeinschaftliclv.    ^ 
Durchschnittscurve  dieser  letzteren  zueleich  auf  einer  sik-     ' 
Familie    der  conjugirten  Flächen    A^  A^    gehörigen  und   ai^ 
einer  anderen  Fläche  enthalten,  welche  a  zum  Brennpunk 
und  die  Ebenen  E^E^    zu  bezüglichen  Directionsebenen  hat^  ^ 

In  dem  speciellen  Falle,  wo  die  beiden  Ebenen  E^  Ei  zusammenfallen 
ist  die  Fläche,   welche  a  zum  Brennpunkt  und  diese  Ebene  zor  beztig 
liehen  Directionsebene  hat,  eine  Rotationsfläche.     Wird   endlieh  in 
demselben  Falle   diese  Ebene  E  als  mit  der  unendlich  entfernten  Ebene 
zusammenfallend  vorausgesetzt,  so  hat  man  den  Satz:   2)  Die  Durch- 
dringungscurve  zw  eier  Flächen  C,  C, ,  welche  zweien  besttg« 
lieh  des  Punktes  a  conjugirten  Flächen  A^Ai  ähnlich  und  ähn- 
lich gelegen  sind,    gehört   zugleich   einer  Fläche    der    con- 
jugirten Familie  y^,  ^,  und  einer  Kugel  an,  welche  den  Punkt 
a  zum  Oentrum  hat. 

Sodann  gehöre  der  Funkt  a ,  rücksichtlich  dessen  die  Flächen  con- 
jngirt sind,  der  Durchschnittslinie  der  beiden  Ebenen  E^  Ei  oder  der  ein- 
zigen Ebene,  in  welche  beide  zusammenfielen,  selbst  an.  Man  hat: 
3)  Wenn  man  durch  die  respectiven  Durchschnittscurven 
zweier  bezüglich  des  Punktes  a  conjugirten  Flächen  A^  A^ 
mit  den  durch  diesen  Punkt  gehenden  Ebenen  £,  Ei  die  Ober- 
flächen 6\  Ci  legt,  so  gehört  deren  Durchdringungscurye  su- 
gleich  einer  Fläche  der  conjugirten  Familie  A^  Ai  und  einem 
Kegel  zweiten  Grades  an,  der  den  Punkt  a  zum  Scheitel  und 
die  Ebenen  E^  Ei  zu  cyclischen  Ebenen  hat. 

In  dem  speciellen  Falle ,  wo  die  Ebenen  E^  Ei  in  eine  einzige  Ebene 
übergehen,  wird  diese  Kegolfläche  zum  Rotationskegel  vom  Scheitel 
a,  und  seine  Achse  ist  normal  zur  Ebene  E. 

Sei  ferner  A  ein  zu  ^,  conjugirter  Kegel ,  B  das  System  zweier  Tan- 
gentialebenen desselben,  und  C  die  Ebene  ihrer  Berührungsseiten,  so  hat 
man:  4)  Ist  eine  Oberfläche  Ai  und  ein  ihr  bezüglich  des 
Punktes  a  conjugirter  Kegel  gegeben,  so  schneiden  zwei 
Tangentialebenen  dieses  letzteren  dieselbe  in  zwei  Kegel- 
schnitten, durch  welche  eine  Fläche  C,  gelegt  werden  kann, 
welche  längs  eines  und  desselben  Kegelschnittes  eine  sur 
conjugirten  Familie  A^  Ai  gehörige  Fläche  berührt  nnd  eine 
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tndere  Fläcbe  überdies,  welche  den  Punkt  a  zum  Focal- 
pnnkt  und  das  System  der  Berührungsebenen  von  A  zu  be- 
ittgliehen  Directionsebenen  hat;  die  Ebene  jenes  Kegel- 
schnittes ist  aber  die  Ebene  der  Berührungsseiten  des  Ke- 
gels A. 

Sei  endlich  B  eine  Kugelfläche  vom  Centrum  a,  und  A  ihr  Asjmptoten- 
kegel,  so  ist  C  eine  mit  B  concentrische  Kugel  und  es  folgt:  5)  Wenn 
svei  concentrische  Kugeln  B^  C  und  eine  Oberfläche  A^  ge- 
geben sind,  und  durch  die  Durchschnittscurve  von  B  und  A^ 
eine  Oberfläche  C|  gelegt  wird,  so  gehört  die  Dnrchschnitts- 
esrve  der  Flächen  C  und  0^  zugleich  einer  bezüglich  des 
Gentrums  jener  Kugeln  mit  A^  conjugirten  Fläche  an. 

Bedncirt  sich  aber  endlich  dib  zweite  Kugel  C  auf  das  Centram  der 
ersten,  so  hat  man:  6)  Wenn  durch  die  Durchschnittscurve 
einer  Kugel  B  mit  einer  Oberfläche  A^  eine  Oberfläche  C| 
gelegt  ist,  so  lässt  sich  eine  andere  Oberfläche  bestimmen, 
welehemit^i  concentrisch,  ähnlich  und  ähnlich  gelegen  und 
überdies  der  Fläche  Q  bezüglich  des  Centrums  der  Kugel 
^  conjugirt  ist. 

25.  Es  scheint  überflüssig,  den  Ergebnissen  beider  Theorien  mit 
gleiehmässiger  Aufmerksamkeit  auf  das  sphärische  Feld  oder  das 
^^r  Kegelflächen  zweiten  Grades  nachzugehen;  es  mag  genügen, 
Ai&Bufiihren ,  dass  die  Hauptsätze  sich  direct  auf  sphärische  Kegelschnitte 
^1>ertragen  lassen,  und  dazu  einige  der  speciellen  ans  der  Theorie  der 
'^  otnofocalen  sphärischen  Kegelschnitte  nach  M.  Chasles  zu 
«teilen. 

Der  sphärische  Kegelschnitt  B  sei  in  ein  Punktpaar  degenorirt  und 
^och  specieller,  in  einen  Punkt;  dem  entspricht  der  Satz:  1)  Wennvon 
Einern  Punkte  der  Kugclfläche  an   zwei  homofocale  Kegel- 
schnitte ^,  ^,  auf  derselben  die  Tangenten  gelegt  sind  (natür- 
lich Bögen  grüsster  Kreise)   und   für  die  Berührungspunkte   der- 
selben den  ersteren  einer  einem  zwei  neue  sphärische  Kegel- 
schnitte C,  (7,  eingeschrieben  werden,  so  ist  das  diesen  letz- 
teren   gemeinschaftlich     umschriebene    Vierseit     zugleich 
einem  Kegelschnitt  der  homofocalen  Familie  ^,^i  und  einem 
'Preise  umschrieben,  der  in  jenem  Puckte  sein  sphärisches 
^entruin  hat.  Ueberdies  liegen  je  zwei  Gegenecken  des  frag- 
lichen Vierseits  auf  einem  mit  dem  gegebenen  homofocalen 
-Kegelschnitt  und  die  entsprechende  Diagonale  des  Vierseits 
^'t  die  Polare  desselben  Punktes  in  Bezug  auf  diesen. 

Oder  der  Kegelschnitt  B  sei  mit  A  in  doppelter  Berührung  und  C  der 
*^el  derselben ;  dann  gilt  der  Satz:  2)  Wenn  zwei  homofo^«.\«^  ^'^V^- 
'^•ehe  Kegelsebnitte  A,  A^  und  ein  Kege\Bc\iii\U  B  ^^^Oa^^i. 
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sind,  welcher  A  doppelt  berührt,  so  liegen  die  Bertthmngft« 
punkte  der  Tangenten,  welche  man  rom  PoJ  jener  Berüh- 
rung aus  an  einen  mit  B  und  A^  demselben  Vierseit  einge- 
schriebenen Kegelschnitt  Cj  zieht,  auf  zwei  in  denselben 
Punkten  von  ihnen  berührten  Kegelschnitten,  von  denen 
der  eine  mit  ^,^i,  der  andere  mit  B  homofocal  ist. 

Reducirt  sich  in  diesem  Falle  der  Kegelschnitt  B  auf  zwei  dem  Kegel- 
schnitt A  angehörige  Punkte ,  und  C|  auf  eine  Diagonale  des  von  ihnen  an« 
dem  Kegelschnitt  A^  umschriebenen  Vierseits,  so  findet  man  3),  das 8  zwei 
Gegenecken  dieses  Vierseits  auf  zwei  Kegelschnitten  lie- 
gen, welche  in  ihnen  selbst  die  Bögen  grösster  Kreise  be- 
rühren, die  von  da  nach  dem  Pol  der  jenen  beiden  Punkten 
auf  A  entsprechenden  Sehne  gelegen  sind;  zwei  Kegel- 
schnitten, von  den  der  eine  mit  A^A^  homofocal  ist  und  der 
andere  die  gedachten  Punkte  zu  Brennpunkten  hat. 

Ist  der  Kegelschnitt  B  ein  Kreis,  so  dass  er  eine  doppelte  Berührung 
mit  dem  unendlich  entfernten  imaginären  Kreise  hat,  so  kann  dieser  letz- 
tere als  der  Kegelschnitt  A  betrachtet  werden ,  und  man  erhält  den  Satz : 
4)  Sind  zwei  Kugelkreise  P,  C  von  demselben  sphärischen 
Centrum  und  ein  Kegelschnitt  A^  gegeben,  und  beschreibt 
man  in  das  den  Curven  By  A^  gemeinsam  umschriebene  Vier- 
seit einen  Kegelschnitt  C| ,  so  ist  das  dem  Kreise  C  und  dem 
Kegelschnitt  C,  umschriebene  Vierseit  auch  zugleich  einem 
zu  Ax  homofocalen  Kegelschnitt  umschrieben.  Dabei  darf  der 
Kreis  C  als  vom  Radius  Null  oder  auf  das  Centrum  von  B  reducirt  ge- 
nommen werden. 

Ist  endlich  C^  ein  Gegeneckenpaar  des  den  Curven  B  und  A^  um- 
schriebenen Vierseits,  so  entspringt  der  Satz:  5)  Wenn  ein  sphäri- 
sches Vierseit  einem  Kegelschnitt  A^  und  einem  Kreise  B 
umschrieben  ist,  so  sind  zwei  seiner  Gegeneckeu  auf  einem 
zu  A^  homofocalen  Kegelschnitt  und  die  entsrechenden  Tan- 
genten dieses  letzteren  gehen  durch  das  sphärische  Cen- 
trum des  Kreises. 

M.  Chasles  macht  zu  diesem  Satze  die  schöne  Bemerkung :  Wenn 
der  Kreis  B  und  der  Kegelschnitt  A^  einander  im  Punkte  d  berühren ,  so 
wird  das  umschriebene  Vierseit  zu  einem  Dreiseit;  die  der  Tangente  in  <f 
angehörigen  Ecken  desselben  liegen  als  Gegenecken  des  Vierseits  auf 
einem  mit  A^  homofocalen  Kegelschnitt  und  die  entsprechenden  Tangenten 
verbinden  sie  mit  dem  Centrum  des  Kreises;  die  dritte  Ecke  des  Dreiseits 
und  der  Berührungspunkt  d  als  die  anderen  Gegenecken  liegen  nicht  min- 
der auf  einem  homofocalen  Kegelschnitt ,  dessen  entsprechende  Tangenten 
nach  demselben  Centrum  gehen.  Dieser  Kegelschnitt  ist  durch  den  Punkt 
d  allein  bestimwi^   bo^  dass  für  unendUcVi  v\e\e  d^ii  IL^^^U^^bultt  i^^  in  d 
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berQbrende  Kreise  der  Ort  der  Scheitel  sphärischer  Winkel ,  die  je  einem 
▼on  ihnen  und  deio  Kegelschnitt  umschrieben  sind ,  ein  mit  Ai  homofocaler 
Kegelschnitt  ist.  Der  Umstand ,  dass  die  der  Tangente  in  d  entsprechen- 
den Ecken  des  umschriebenen  Dreiseits  auf  einem  mit  At  homofocalen 
Kegelschnitt  liegen,  führt  zur  Kenntniss  einer  schönen  Eigenschaft 
des  Polygons  ron  kleinstem  Umfang  bei  gegebener  Seiten- 
zahl, welches  einem  sphärischen  Kegelschnitt  umschrieben 
werden  kann:  Seine  Ecken  liegen  auf  einem  Kegelschnitt, 
welcher  xu  dem  gegebenen  homofocal  ist. 

26.    Endlich  können  aus  den  im  Art.  20  aus  den  Gleichungen 
kiC—kCi  =  {ki(i—kti^)Sl  +  {ki—k)£, 
ktC^lC,  =  (A,  V  —  Avj  U  +  (X,  —X)S 
abgeleiteten  Zusätzen  des  ersten  Hauptsatzes  einige  speciell^  Folgerungen 
€retogen  werden.     Zuerst  für  die  Theorie  der  homofocalen  Ober- 
^Jüehen  beispielsweise  die  folgenden. 

Die  Fläche  B  sei  auf  einen  Punkt  reducirt.     Wenn  dreien  homo« 

^ocalen   Flächen  A^A^^At  ^^^  demselben  Punkte   aus  Kegel 

^abschrieben   und   den   beiden  ersten  nach  den  bezüglichen 

^6  rfihrungscurven    die    Oberflächen    C,    C^     eingeschrieben 

"<^  d,  so  umhüllt  die  durch  diese  letzteren  bestimmte  deve- 

'^ppable    Fläche    zugleich    eine  Oberfläche  C,,    welche  der 

^^^  tten  homofocalen  Fläche  A^  nach  ihrer  Berührungscurve 

®i  x^  geschrieben  ist. 

Dabei  können  die  Flächen  (7,  Cj  als  auf  die  Berührungscurven  der  be- 
'^S^lichen  umschriebenen  Kegel  reducirt  gedacht  werden;  man  kann  über- 
^'^9  die  Fläche  B  als  einen  Punkt  der  Oberfläche  A  voraussetzen,  so  dass 
"^li  die  eine  Berührungscurve  auf  einen  Punkt  reducirt,  welchem  als  Be- 
'^Ifcirungskegel  die  Tangentialebene  entspricht. 

Sodann  für  die  Theorie  der  conjugirten  Oberflächen. 

Die  Fläche  B  sei  eine  Ebene.   Wenn  zweien  von  drei  in  Bezug 

•^*  f  denselben  Punkt  conjugirten  Oberflächen  A^  A^  nach  den 

'^iteiner    Ebene    B    bestimmten    Schnittcurven    die    Ober- 

^^^chen    C,   C^    eingeschrieben   werden,    so    kann    durch    die 

^  ^rchschnittscurve    derselben    eine   Oberfläche   C,    gelegt 

^  ^  rden,  welche  der  dritten  conjugirten  Fläche  A^  nach  ihrer 

odiQittcnrve  mit  jener  Ebene  eingeschrieben  ist. 

Nimmt  man  an ,  dass  die  conjugirten  Flächen  A,  A^,  A^  speciell  con- 

J^girte  Kegel ,  die  Ebene  B  die  Ebene  ihrer  Mittelpunkte,  die  Flächen  C 

^^d  Cj  aber  die  Systeme  je  zweier  an  die  Kegel  A^  A^  gelegten  Tangential- 

cV>enen  sind;  so  erkennt  man,   dass  diese  Tangentialebenen  sich  überdies 

• 

IQ  vier  geraden  Linien  schneiden,  welche  Erzeugende  einer  und  derselben 
^^elfläobe  zweiten  Grades  C^  sind,  die  überdies  die  dritte  Ke^<&\^^^\!L^ 
4r  läx^^  der  von  der  Ebene  B  in  ihr  bestimmten  ^^Tzeu^endi^ii  \^qx*>^\V« 
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Endlich  für  die  Theorie  der  homofocalen  sphärischen 
Kegelschnitte.  * 

Der  Kegelschnitt  B  sei  ein  Punkt.  Wenn  man  durch  die  Be- 
rtthrungspunkto  der  von  einem  Punkte  der  Kugelfläche  an 
zwei  von  dreien  homofocalen  Kegelschnitten  A^  A^  Tangen- 
ten zieht  und  denselben  nach  diesen  Tangenten  zwei  andere 
Kegelschnitte  C,  C,  einschreibt,  so  umhüllt  das  den  beiden 
letzteren  gemeinschaftlich  umschriebene  Vierseit  zugleich 
einen  Kegelschnitt  Ct,  der  dem  dritten  homofocalen  Kegel- 
schnitt At  nach  den  Berührungspunkten  der  ihm  entspre- 
chenden Tangenten  eingeschrieben  ist.  Hierbei  dürfen  die  ein- 
geschriebenen Kegelschnitte  C,  C^  als  in  die  Paare  der  Berührungspunkte 
auf  den  homofocalen  Kegelschnitten  A^  A^  degenerirend  gedacht  werden. 

27.  Zweiter  Hauptsatz.  Wenn  in  die  eine  der  von  zwei  homo- 
focalen Oberflächen  A^  A^  respective  mit  einer  beliebigen 
dritten  Oberfläche  B  bestimmten  developpabeln  Flächen 
eine  Oberfläche  C  eingeschrieben  wurde,  so  kann  in  die  an- 
dere stets  eine  zu  C  homofocale  Fläche  C^  eingeschrieben 
werden. 

Die  homofocalen  Flächen  A ,  A^  repräsentiren  die  Oleichungen 

die  Oberfläche  B  sei 

^)  =  Ä  =  0. 
Dann  ist  die  Form  der  Gleichung  der  Fläche  C,  welche  mit  A  und  B  der- 
selben developpabeln  Fläche  eingeschrieben  ist,  noth wendig 

Durch  Multiplication  der  Gleichung  B  mit  ^  und  Addition  des  Products  za 
^i)  findet  man  aber 

d.  i. 

=  C,)  =  C'{^(k-k,)K, 
d.  h.  eine  der  durch  B  und  A^  bestimmten  developpabeln  Fläche  ernge-^ 
schriebene  Oberfläche  ist  mit  C  homofocal,  was  zu  beweisen  war. 

Wenn  die  Interpretation   in   Punktcoordinaten  an   Stelle   der  Inter-» 
pretation  in  Tangentialcoordinaten  tritt,  so  leiten  die  Gleichungen 

A)=:S+IK  =  Q,     ^,)  =  5-1-  i,  AT  =  0, 
welche  zwei  conjugirte  Oberflächen  repräsentiren,  mit  der  einen  beliebigei» 
Oberfläche 

zu  der  Formel 

als   Gleichung  einer   Fläche  C,    welche   die  Durchdringungscurven    de^ 
Flächen  A  and  B  enthält ,  und  man  eikenivt  d\^  ld«\iW\)ii\. 
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v^  +  ^,)  =  v^+(5  +  A,Ä) 
=  (7,)  =  C+(i-A,)Ä, 
d.L  eine  durch  die  Schnittcurve  der  Flächen  A^  und  ^  gelegte  Fläche 
C,  ist  mit  C  conjngirt.  Man  hat  somit  den  Satz:  Wenn  durch  die 
Darehdringungscurve,  welche  von  einer  beliebigen  Ober- 
fliehe  B  mit  der  ersten  von  zwei  bezüglich  eines  Punktes 
<  eonjngirten  Flächen  A^Ä^  gebildet  wird,  eine  Oberfläche 
C  gelegt  ist,  so  kann  durch  die  Durchdringungscurve  der- 
selben Oberfläche  B  mit  der  anderen  conjugirten  Fläche  Ä^ 
eine  Oberfläche  C,  gelegt  werden,  welche  bezüglich  des- 
selben Punktes  a  mit  der  Fläche  C  conjugirt  ist 

28.  Von  den  Folgerungen  dieser  Sätze  mögen  die  nach- 
stehenden hier  Platz  finden,  zunächst  die  auf  homofocale  Ober- 
fUchen  bezüglichen. 

Die  Oberfläche  B  sei  auf  einen  Kegelschnitt  reducirt,  oder  eine  ihrer 
Htnpttchsen  verschwindend  klein ;  man  erhält :  1)  We nn  in  die  eine  von 
ivei  dcveloppabeln  Flächen,  welche  durch  einen  Kegel- 
schnitt B  und  je  eine  der  homofocalen  Flächen  A^  Aj  be- 
stimmt werden,  eine  Oberfläche  C  eingeschrieben  ist,  so 
kann  in  die  andere  eine  zu  C  homofocale  Oberfläche  C^  ein« 
gesehrieben  werden. 

Dieser  Kegelschnitt  kann  ferner  als  ein  auf  der  Fläche  A  oder  auf  ^| 
gelegener,  oder  als  die  Vereinigung  von  zwei  Punkten,  oder  endlich  als 
einPnnkt,  in  welchem  zwei  Punkte  zusammenfallen,  gedacht  werden  — 
annale  speciell  auf  der  Oberfläche  selbst  — ;  die  letztere  Voraussetzung 
Ihfert  den  Satz:  2)  Wenn  zwei  homofocalen  Oberflächen  A^  A^ 
▼on  demselben  Punkte  p  ans  Kegelflächen  umschrieben 
sind  und  der  ersten  von  ihnen  nach  der  betreffenden  Bc- 
rQhrnngscurve  eine  Oberfläche  C  eingeschrieben  wird,  so 
kann  der  zweiten  nach  ihrer  Berührungscurve  eine  mit  C 
komofocale  Oberfläche  C,  eingeschrieben  werden. 

Man  kann  überdies  die  Fläche  A  als  eine  der  Focalcurven  von  Ä^  und 
^^  Punkt  p  als  einen  Punkt  in  ihrer  Ebene  voraussetzen;  dies  giebt: 
')  Wenn  der  Focalcurve  A  der  Fläche  A^  ein  Kegelschnitt 
^  eingeschrieben  ist,  so  kann  dieser  Oberfläche  A^  eine 
fliehe  C|  eingeschrieben  werden,  für  welche  derselbe  eine 
f^etlcarve  ist;  der  beiden  Flächen  nach  ihrer  gemeinschaft- 
'lehen  Berührungscurve  umschriebene  Kegel  hat  den  Pol 
der  Berührungssehne  der  beiden  Focalcurven  zum  Mittel- 
punkt. 

Kndlich  kann  auf  demselben*  Wege  fortschreitend  der  Kegelschnitt  C 
^  <wei  Punkte  des  Kegelschnitts  A  degeneriren  und  man  findet  sodann : 
^)   Wenn   eine  Fläche  A^   und    eine  ihrer  Focalcurveix  X  %^- 
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geben  sind,  so  sind  irgend  zwei  Punkte  dieser  Gurre  Brenn- 
punkte einer  in  ^,  eingeschriebenen  RotationsflXche  und 
der  Scheitel  des  diesen  Flächen  nach  ihrer  Bertthrungs* 
curve  umschriebenen  Kegels  ist  der  Pol  der  jene  beiden 
Punkte  der  Focalcurve  A  verbindenden  Sehne.  Dies  ist  ein 
schon  in  den  Comptes  rendus  vom  Jahre  1843,  Bd.  XVI  veröffentlichter  Sats. 

Andererseits  kann  im  Satz  2)  die  Voraussetzung  gemacht  werden,  dati 
die  eingeschriebene  Oberfläche  C  auf  die  Berührnngscurve  der  Fläche  A 
mit  dem  umschriebenen  Kegel  s^ch  reducire;  alsdann  entsteht  der  Sats: 
5)  Wonn  zweien  homofocalen  Oberflächen  A^  A^  von  dem- 
selben Punkte  ans  Kegelflächen  umschrieben  werden,  so 
ist  die  auf  der  ersten  Oberfläche  entstehende  Bertthrungs- 
curve  Focalcurve  einer  der  zweiten  nach  ihrer  Berührnngs- 
curve. eingeschriebenen  Oberfläche. 

In  der  Voraussetzung,  dass  die  FllCche  B  der  Fläche  ^  umschrieben 
und  dass  die  FlHche  C  auf  dem  Pol  der  Ebene  der  Berührnngscurve  redu- 
cirt  sei,  ergiebt  sich:  6)  Die  developpable  Fläche,  welche  von 
einer  Oberfläche  Ä^  und  von  einer  Fläche  B  bestimmt  wird, 
die  einer  zu  A^  homofocalen  Fläche  A  eingeschrieben  ist, 
umhüllt  zugleich  eine  Kugel,  die  ihr  Centrum  im  Pol  der 
Berührung  der  Flächen  B  und  A  hat 

Wenn  in  diesem  Falle  die  Fläche  B  in  einen  auf  der  Oberfläche  A  ge- 
legenen Kegelschnitt  degenerirt,  so  hat  man:  7)  Die  developpable 
Fläche,  welche  durch  eine  Oberfläche  A^  und  einen  auf  dei 
zu  ihr  homofocalen  Fläche  A  gelegenen  Kegelschnitt  he« 
stimmt  ist,  umhüllt  zugleich  eine  Kugel,  welche  den  Pol 
derEbene  von^  iuBezng  aufdieFläche^zumCentrumhat 

29.  In  der  Theorie  der  conjngirten  Oberflächen  schliesten 
sich  folgende  besondere  Fälle  an. 

Die  Fläche  A  sei  ein  Kegel ,  welcher  der  Fläche  A  conjugirt  ist  und 
die  Flftche  B  degenerire  in  eine  durch  den  Scheitel  desselben  gehende 
Ebene;  man  hat  den  Satz:  1)  Wenn  zu  einer  Oberfläche  A^  und 
einer  ihr  bezüglich  des  Punktes  a  conjngirten  Kegelfläche 
A  eine  zweite  Kegelfläche  C  beschrieben  wird,  die  die  erste 
längs  zweien  Erzeugenden  berührt,  so  kann  in  die  Ober* 
fläche  A^  eine  zu  dieser  Kegelfläche  C  bezüglich  des  Punk- 
tes a  conjugirte  Fläche  C^  eingeschrieben  werden,  und  die 
Berührnngscurve,  nach  welcher  dies  geschieht,  liegtin  der 
Ebene  der  Erzeugenden,  längs  welcher  die  Berührung  der 
Kegelflächen  A  und  C  stattfindet. 

Keducirt  sich  dabei  die  Fläche  C  auf  das  System  zweier  Tangential- 
ebenen der  Kegelfläche  A^  so  entspricht  dem  der  Satz:  2)  Wenn  eine 
Oberfläche   A^    und    eine    ihr  bezüglich   des  Punktes  a  con- 
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JBgirte  Kegelflftche  A  gegeben  sind,   so   sind  zwei  Tangen- 
tialebenen dieser  letzteren  die  dem  Punkt  a  als  Focalpunkt 
entsprechenden   Directionsebenen    einer    in    die   Fläche   A^ 
eingeschriebenen  Oberfläche  C},    nnd   die  Bcrührungscurve 
dieser  letzteren  Flächen   liegt   in  der  Ebene  der  Erzeagen- 
den, längs  welcher  die  Kegel  fläche«^  dnrch  die  beiden  Tan- 
gentialebenen berührt  wird. 

Die  Fläche  B  sei  der  Fläche  A  nach  einem  Kegelschnitt  umschrieben 
Qnddie  Fläche  C  sei  auf  die  Ebene  dieses  letzteren  reducirt;  man  erhält: 
I)  "Wenn  zwei  bezüglich  eines  Punktes  a  einander  conjugirte 
Oberflächen  A^A^  und  eine  der  Flächet  längs  eines  Kegel- 
Bclinittes  eingeschriebene  Fläche  B  gegeben  sind,  so  kann 
durch  die  Durchdringungscurve  der  Flächen  B  und  A^  eine 
It  otttionsfläche  gelegt  werden,  welche  die  Berührungs- 
abene  der  Flächen  B  und  A  zur  Directionsebene  und  den 
Pankt  a   zum  bezüglichen  Brennpunkt  hat. 

Aus  der  Voraussetzung,  dass  A  eine  zur  Fläche  A^  conjugirte  Kegel- 
ilücbe,  B  das  System  zweier  Tangentialebenen  derselben  und  C  die  durch 
die  entsprechenden  Berührungsseiten  bestimmte  Ebene  sei,  erhält  man 
den  Satz:  4)  Ist  eine  Fläche  A^  und  eine  ihr  bezüglich  des 
I^nnktes  a  conjugirte  Kegelfläche  A  gegeben,  so  wird  A^  von 
>wei  Tangentialebenen  dieser  letzteren  in  zwei  Kegel- 
*chnittslinien  geschnitten,  durch  welche  eine  Rotations- 
fliehe  gelegt  worden  kann,  der  der  Punkt  a  als  ein  Brenn- 
punkt und  die  Ebene  der  Berühruhgs  selten  der  Kegel  fläche 
*I^  sagehörige  Directionsebene  angehört. 

Und  den  anderen :  5)  Ist  eine  Fläche  A^  und  eine  ihr  bezüg- 
lich des  Punktes  a  conjugirte  Kegelfläche  A  gegeben,  wel- 
^^^  letztere  von  einer  den  Punkt  a  enthaltenden  Ebene 
^^  swei  Erzeugenden  geschnitten  wird,  so  schneiden  die 
dieaen  Erzeugenden  entsprechenden  Tangentialebenen  die 
^iHche  Ai  in  zwei  Kegelschnitten,  durch  welche  ein  Kota- 
tiaoskegel  vom  Scheitel  a  und  einer  zur  Ebene  dieser  Er- 
saugenden  senkrechten  Achse  gelegt  werden  kann. 

30.  In  ähnlicher  Weise  entspringen  eine  Reihe  specieller  Sätze  aus 
v^Ui  analogen  gleichlautenden  Hauptsatze  in  der  Theorie  der  homo- 
'^Oalen  sphärischen  Kegelschnitte;  ich  will  sie  nur  andeuten. 

Wenn  z.  B.  der  Kegelschnitt  B  auf  einen  Punkt  reducirt  ist,  von  wel- 
^■Qtn  ans  Tangenten  an  zwei  homofocale  Kegelschnitte  gelegt  werden ,  so 
^^Hn  in  jedem  dem  ersten  derselben  nach  diesen  Tangenten  eingeschrie- 
benen Kegelschnitt  C  ein  dem  zweiten  nach  seinen  Tangenten  eingeschrie- 
bener Kegelschnitt  C^  gegeben  werden ,  welcher  mit  jenem  homofocal  ist. 
^^nkt  man  dabei  ferner  den  eingeschriebenen  Kegelschnitt  C  «aC  d\^  ^^- 
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rührangspankte  reducirt,  so  werden  diese  nothwendig  zn  Brennpunkten 
für  den  Kegelschnitt  C,. 

Wenn  der  Kegelschnitt  B  mit  A  eine  doppelte  Berührung  hat  und  au- 
gleich  der  Kegelschnitt  C  als  der  Fol  derselben  gedacht  ist,  so  ist  das  dem 
Kegelschnitt  B  und  einem  zn  A  homofocalen  Kegelschnitt  Ä^  gemeinsam 
umschriebene  Yierseit  zugleich  einem  Kreis  umschrieben,  der  den  Be- 
rUhrungspol  der  Kegelschnitte  B  und  Ä  zum  Centrum  hat;  dabei  kann  fer- 
ner vorausgesetzt  werden,  dass  der  Kegelschnitt  B  sich  auf  zwei  Punkte 
des  Kegelschnitts  Ä  reducirt.  Man  kann  aber  auch  den  Kegelschnitt  C 
als  das  System  der  Berührungspunkte  der  Kegelschnitte  Ä  und  B  setsen 
und  erkennt  sodann,  dass  in  das  dem  Kegelschnitt  B  und  einem  zn  A 
homofocalen  Kegelschnitt  A^  umschriebene  Yierseit  ein  Kegelschnitt  ein- 
geschrieben werden  kann,  der  jene  Berührungspunkte  zu  Brenn- 
punkten hat. 

3t.  Dritter  Hauptsatz:  Wenn  drei  beliebige  Oberflächen 
A^  P,  C  einer  und  derselben  developpabeln  Fläche  einge- 
schrieben sind,  so  umhüllt  die  durch  zwei  den  Flächen  A 
und  B  respective  homofocale  Flächen  i4,  und  B^  bestimmte 
developpable  Fläche  zugleich  eine  dritte  der  Fläche  C 
homocale  Fläche  C^. 

Die  durch  die  Gleichungen 

repräsentirten  Flächen  sind  derselben  durch  die  Flächen  27=0  und  A=0 
bestimmten  developpabeln  Fläche  eingeschrieben;  die  Flächen 

^,)  =  (X  +  ^  Ä)  -h  Ä  X  =  0,     P, )  =  (2;  +  fi,  Ä)  +  A,  Ä  =  0 
sind  den  Flächen   A)  und  B)  respective  homofocal  und   die  daraus  ent- 
springenden Relationen 

+  ^(2:+^|ß)  +  f»^i  Ä— fi.(-S  +  f*iÄ)— ^,A,  Ä 

k^A^  —  kB,=k,{Z+yiSl)  +  kk,K  —  k{i:+ii,,Sl)—kk^K 
=  k,A—kB 
beweisen  den  Satz,  denn  sie  zeigen  die  durch  die  Flächen  A^  und  B^  be- 
stimmte developpable  Fläche  gleichzeitig  einer  zu  C  homofocalen  Fläche 
umschrieben.  Die  letztere  von  ihnen  spricht  aber  zugleich  aus,  dass  die 
den  Flächen  A^y  B^^  also  auch  C, ,  und  die  den  Flächen  Ä^  B^ 
also  auch  C  entsprechenden  developpabeln  Oberflächen 
eine  und  dieselbe  Fläche  zweiter  Ordnung  umhüllen. 

Es  erscheint  überflüssig,  die  analoge  Fntwickelung  in  Pnnktcoordi- 

naten  herzusetzen,  da  sie  durch  blose  Zeicheuübertragung  erhalten  werden 

kann;  der  daraus  entspringende  allgemeine  Satz  für  die  Theorie  der  con- 

jogiTten  Oberflächen  lautet:  Wenn  drei  Oberflächen  A^  B^  C  durch 

e/ae    uud    dieaelbe    Curve    geben,    so  \\Sift&\.  ^\<&Vi  durch    die 
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Dnrchschnittucurve    zweier,    den    ersten    beiden    bezüglich 

eines  Punktes  a  conjugirten  Oberflächen  ^| ,  B^  eine  Ober- 

flftche  C|    legen,    welche   der  Fläche  C  bezüglich  desselben 

Panktes  conjugirt  ist.    Ueberdies  liegen  die  beiden  Durch- 

dringungscurven  respective  der  Flächen  A^  B;  also  auch  C^ 

aodder  Flächen^!,  ^,,  also  auch  Cj,  aufeiner  undderselben 

Oberfläche  zweiter  Ordnung. 

Es  mag  bemerkt  werden,  dass  diese  Zusätze  den  bei  dem  ersten 
Hauptsätze  gegebenen,  deren  einen  M.  Chasles  als  seinen  dritten  Haupt- 
smti  bezeichnete ,  völlig  entsprechen. 

32.   In  der  Theorie  der  homofocalen  Oberflächen  schlicssen 
sich  daran  folgende  Specialitäten. 

Man  betrachte  zwei  Focalcurven  der  Flächen  ^ ,  ^  als  Oberflächen 
-^1  f  -^19  nnd  man  hat  den  Satz:  1)  Wenn  drei  Oberflächen  A^  B y  C 
in    dieselbe    developpable   Fläche    eingeschrieben    sind,    so 
ttnihttllt   die   durch  zwei  Focalcurven   der  ersten  beiden  be- 
stimmte   developpable  Fläche   auch    eine    zur  dritten  homo- 
^ocale  und  eine  in  die  den  Flächen  A,  B,  C  gemeinschaftlich 
mnschriebeue  developpable  Fläche  eingeschriebene  Fläche. 
Ist  die  Fläche  C  eine  Kugel,  d.  h.  dem  unendlich  entfernten  imagi- 
nären Kreise  umschrieben,   so   erhält   man   den   Satz:    2)   Wenn  zwei 
Oberflächen  -4,  B  in  eine  der  Kugel   C  umschriebene  deve- 
^<>ppable  Fläche  eingeschrieben  sind,   so  ist  die  zweien  re- 
*pective  zu  A,B  homofocalen  Flächen  >4j,^,  umschriebene  de- 
veloppable Fläche  auch    einer   mit  C  concentrischen  Kugel 
^löBchrieben;    ferner   ist    von    den   beiden    von   den  Flächen 
-^»Ännd  A^y  B^  respective  bestimmte  developpablen  Flächen 
«ine  und  dieselbe  Oberfläche  umhüllt. 

Die  Verbindung  beider  vorigen  Voraussetzungen  liefert  ferner  den 
8aU:  3)  Wenn  zwei  Oberflächen  A^  B  ihit  einer  Kugel  C  zu- 
gleich einer  developpablen  Fläche  eingeschrieben  sind,  so 
'"'öhüllt  eine  durch  zwei  Focalcurven  dieser  Oberflächen 
bestimmte  developpable  Fläche  eine  mit  C  concentrische 
^^gel;  nnd  beide  bezeichnete  developpable  Flächen  sind 
derselben  Oberfläche  umschrieben. 

Sei, die  Oberfläche  B  der  A  umschrieben  und  die  Oberfläche  C  auf  den 
^^1  der  Berührungsebene  oder  auf  diese  selbst  reducirt:  4)  Wenn  zwei 
^l>Qrflächen  A^  B  einander  nach  einem  Kegelschnitt  um- 
schrieben sind  und  zwei  ihnen  respective  homofocale  Flä- 
^^Qn  ^1,  J9|  beschrieben  werden,  so  ist  die  durch  diese  letz- 
^^^en  bestimmte  developpable  Fläche  dreien  Flächen  zn- 
S^Qich  umschrieben,  nämlich  einer  Kugel,  die  ihr  Centrum 
im  Pol  der  Berührungsebene  der  Flächen  A  und  B  >\^\.^  ^\w^x 

2wit»chrin  f.  Mathematik  u.  Physik.  VII,  4.  VVi 
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Oberflftche,  für  welche  die  entsprechende  BerührungscarTC 
eine  Focalcurve  ist,  und  einer  dritten  den  Oberflächen  A 
und  B  nach  ihrer  Berührungscurve  gemeinschaftlich  um- 
schriebenen Oberfläche. 

5)  Redncirt  sich  die  Oberfläche  B  überdies  auf  einen 
Kegelschnitt  in  der  Fläche  A^  so  wird  derselbe  zur  Focal- 
curve der  Oberfläche  J?i ,  und  die  durch  die  Oberflächen  A^ 
und  Bi  bestimmte  developpable  Fläche  ist  zugleich  einer 
aus  dem  Pol  der  Ebene  B  beschriebenen  Kugel  und  einer 
Oberfläche  umschrieben,  welche  die  Oberfläche  A  nach 
der  Curve  B  berührt. 

Fällt  endlich  die  Oberfläche  At  mit  A  selbst  zusammen,  so  entsteht 
der  Satz:  6)  Wenn  ein  auf  der  Oberfläche  >4  gelegener  Kegel- 
schnitt B  zur  Focalcurve  eine  Oberfläche  B^  genommen  ist, 
so  ist  die  von  den  Oberflächen  A  und  B^  bestimmte  deve- 
loppable Fläche  zugleich  einer  Kugel  umschrieben,  deren 
Centrum  der  Pol  der  Ebene  des  Kegelschnitts  B  ist. 

33.  Von  den  speciellen  Folgerungen  in  der  Theorie  der  con- 
jugirten  Oberflächen  mögen  gleichfalls  einige  angeführt  werden. 

Wenn  die  Oberflächen  A  und  B  einander  umschrieben  sind  und  die 
Fläche  C  als  der  Pol  der  Ebene  der  Berührungscurve  oder  als  diese  selbst 
genommen  wird,  so  gilt  der  Satz:  l)  Die  Durchschnittscurve 
zweier  Oberflächen  A^  und^j,  welche  bezüglich  eines  Punk- 
tes a  den  einander  in  einem  Kegelschnitt  berührenden  Ober- 
flächen A^B  conjugirt  sind,  liegt  zugleich  auf  drei  anderen 
Oberflächen,  nämlich  auf  einer  Rotations  fläche,  die  den 
Punkt  a  zum  Brennpunkt  und  die  Ebene  jener  Berührung 
zur  bezüglichen  Directionsebene  hat,  auf  einer  Oberfläche, 
welche  bezüglich  desselben  Punktes  der  nach  jener  Be- 
rührungscurve der  Oberflächen  A  und  B  umschriebenen 
Kegelfläche  conjugirt  ist,  und  auf  einer  jenen  Oberflächen 
A  und  ^  längs  ihrer  Berührungscurve  umschriebenen  Ober- 
fläche. 

Die  Oberfläche  B  sei  der  der  Oberfläche  A  nach  dem  ebenen  Schnitte 
C"  umschriebene  Kegel :  2)  Wenn  zu  zwei  bezüglich  eines  Punk- 
tes a  conjugirten  Oberflächen  A,  A^  ein  der  ersten  um- 
schriebener Kegel  B  und  eine  demselben  bezüglich  des 
Punktes  a  conjngirte  Oberfläche  B^  bestimmt  werden,  so 
liegt  die  Dnrchdringungscurve  der  Flächen  A^  und  B^  tu- 
gleich  aufeinerRotations  fläche,  die  den  Punkta  zum  Brenn- 
punkt  und  die  Ebene' der  Berührungscurve  der  Oberflächen 
j4   and   B   zur    bezüglichen    DirectVonft^X^c^ii«  V^X.^  \x\üd   auf 
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einer   Oberfläche,    die   längs  eben   dieser  Berührnngscurve 
den  Oberflächen  A  und  B  eingeschrieben  ist. 

Unter  der  combinirten  Voraussetzung,  dass  A  eine  Kegelfläche,  B  das 
Sjrstem  zweier  Bertihrungsebonen  derselben  und  C  die  Ebene  der  Berüh- 
mngsseiten  repräsentire ,  entspringt  der^Satz:  3)  Wenn  zu  einer  Ober- 
flXehe  ^1,  einer  ihr  bezüglich  des  Punktes  a  conjugirten 
Kegelfläche  und  zweien  Tangentialebenen  derselben  eine 
Oberfläche  J^i  so  beschrieben  wird,  dass  a  zu  ihrem  Brenn- 
pmiktand  das  Paar  der  bezeichneten  Tangentialebenen  zu 
ihren  bezüglichen  Directionsebenen  wird,  so  ist  die  Dur ch- 
lebnittsourve  derselben  mit  der  Oberfläche  ^j  zugleich 
auf  einer  Rotationsfläche,  für  die  der  Punkt  a  ein  Brenn- 
punkt und  die  Ebene  der  Berührungsseiten  jener  Tangen- 
timlebenen  die  bezügliche  Directionsebene  ist,  und  auf 
einer  Regelfläche  enthalten,  welche  längs  dieser  Berüh- 
riingsseiten  die  Kegelfläche  A  berührt. 

Jene  Rotationsfläche  wird  zur  Kegclfläche,  sobald  der  Punkt  a  der 
Bbene  den  Berührnngsseiten  angehört. 

34.  Endlich  entsprechen  in  der  Theorie  der  sphärischen  homo- 
focalen  Kegelschnitte  beispielsweise  den  folgenden  besonderen  Vor- 
^^tetzungen  die  beigefügten  Sätze. 

Die  Kegelschnitte  Ay  B^  sind  Brennpunktenpaare  der  Kegelschnitte 
-^»^i:  1)  Wenn  drei  Kegelschnitte  -4,  Ä,  C  demselben  Vierseit 
eingeschrieben  sind,  so  bestimmen  die  je  ein  Brennpunkten- 
pAar  der  beiden  ersten  unter  ihnen  verbindenden  Bögen  die 
Ecken  eines  Vierseits,  welches  zugleich  einem  dem  dritten 
^  homofocalen  Kegelschnitt  umschrieben  ist;  und  dieses 
Vierseit  amhüllt  mit  dem  ersten,  welches  den  Kegelschnit- 
ten i4,  B^  C  gemeinsam  umschrieben  ist,  einen  und  densel- 
ben Kegelschnitt. 

Der  Kegelschnitt  C  sei  insbesondere  ein  Kreis:  2)  Wenn  zwei 
Kegelschnitte  >4,  B  mit  einem  Kreise  C  demselben  Vierseit 
eingeschrieben  sind  und  zwei  ihnen  respective  homofocale 
Kegelschnitte  ^i,  ^i  beschrieben  werden,  so  ist  das  von 
«lesen  letzteren  bestimmte  umschriebene  Vierseit  zu- 
gleich einem  mit  dem  ersten  concentrischen  Kreise  um- 
eekrieben;  beiden  Vierseiten  ist  aber  überdies  ein  und  der- 
selbe Kegelschnitt  eingeschrieben. 

Die  Kegelschnitte  Ai  und  i?,  können  als  zu  Brennpunkten  der  Kegel- 
•ehnitte  -4  und  B  reducirt  gedacht  werden:  3)  Wenn  zwei  Kegel- 
■eknltte  A  und  B  zugleich  mit  einem  Kreise  demselben  Vier- 
eeit eingeschrieben  sind,  so  bestimmen  d\e"BnÄiiTL'^>x\\V\.^^'i^>i^ 


236   Zur  analytischen  Behandlung  der  Oberflächen  zweiter  Ordnang« 

einen  mit  denen  dos  anderen  ein  Vierseit,  welches  einem  mit 
dem  ersten  concentrischen  Kreise  nnd  überdies  mit  dem 
erst  bezeichneten  Vierseit  einem  und  demselben  Kegel- 
schnitt umschrieben  ist. 

Die  Kegelschnitte  A  und  B  haben  eine  doppelte  Berührung,  Cisi  der 
Pol  derselben  oder  das  Paar  der  Berührungspunkte:  4)  Wenn  zu  zwei 
sich  doppelt  berührenden  Kegelschnitten  Ä^  B  die  respec- 
tive  homofocalen  Kegelschnitte  ^i,  B^  construirt  werden, 
80  kann  man  dem  durch  diese  letzteren  bestimmten  nm- 
schriebenen  Vierseit  einen  Kreis  und  zwei  Kegelschnitte 
einschreiben;  der  erste  hat  sein  Centrum  im  Pol  der  Berüh- 
rung von  A  und  B^  der  eine  der  Kegelschnitte  hat  die  ent- 
sprechenden Berührungspunkte  zu  Brennpunkten  und  der 
andere  von  ihnen  ist  in  denselben  mit  den  Kegelschnitten 
A  und  B  in  doppelter  Berührung. 

Dabei  können  ferner  die  Kegelschnitte  A^  und  B^  auf  die  Paare  der 
Brennpunkte  von  A  und  B  reducirt  gedacht  werden. 

Der  Kegelschnitt  B  sei  in  zwei  Punkte  des  Kegelschnittes  A  degenerirt: 
5)  Wenn  zwei  homofocale  Kegelschnitte  J,  A^  und  ein  Kegel- 
schnitt B^  gegeben  sind,  der  zwei  Punkte  des  Kegelschnittes 
A  zu  Brennpunkten  hat,  so  kann  man  dem  Vierseit,  welches 
diesem  und  dem  Kegelschnitt  A^  zugleich  umschrieben  ist, 
einen  Kreis  und  einen  Kegelschnitt  einschreiben,  von  de- 
nen der  erstere  sein  Centrum  im  Pol  der  Sehne  hat,  welche 
jene  beiden  Punkte  des  Kegelschnittes  verbindet,  während 
der  zweite  den  Kegelschnitt  A  in  denselben  Punkten  dop- 
pelt berührt. 

Die  Kegelschnitte  A  und  A^  fallen  zusammen:  6)  Wenn  ein  Kegel- 
schnitt B^  seine  Brennpunkte  auf  den  Kegelschnitt  A  hat, 
so  ist  das  beiden  Curven  umschriebene  Vierseit  zugleich 
einem  Kreise  umschrieben,  der  den  Pol  der  jene  Brenn- 
punkte verbindenden  Sehne  zum  Centrum  hat. 

35.  Der  Theorie  der  homofocalen  entspricht  die  der  homocyclischen 
Kegelschnitte;  sie  sind ,  wie  früher  ausgeführt  ist,  mit  dem  unendlich 
entfernten  imaginären  Kreise  einem  und  demselben  Viereck  umschrieben, 
während  die  homofocalen  Kegelschnitte  mit  ihm  ein  und  demselben  Vier- 
seit eingeschrieben  sind.  Alle  Sätze  jener  Theorie  haben  ihre 
entsprechenden  in  dieser.  Wenn  durch  x:^:z  die  Coordinaten  eines 
Punktes  der  Kugelfläche  in  Bezug  auf  rechtwinklige  Achsen  bezeichnet 
werden,  so  drücken  Gleichungen  von  der  Form 

aa^  +  h^  +  cz^  +  l  (x«  +  y^  +  z")  =  0, 

aa:^  +  by'  +  cz*  +  k'lx^  +  y'+z^)  =  0 

homofocale  Kegelachnitte  aus;  denn  x*  -\- 1^  -V-  c*^  =  ö  Va\.  ^v^^  Gl^v^ibung  des 
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•^f^*^^^^^^^ 


inendlich  entfernten  imaginären  Kreises.     Dann  repräsentiren   die  Glei- 
ehaogen 

'  S  =  0,     S,  =  0 

swei  homocjclische  Kegelschnitte  >4 ,  >4i ,  die  Gleichung 

einen  beliebigen  dritten  Kegelschnitt  B ;  es  sind 

twei  mit  B  und  A ,  B  und  >4|  respective  denselben  Vierecken  umschriebene 
Kegelschnitte  C,  C^ ,  und  man  findet 

d.  h.  es  gilt  der  Satz:  Wenn  den  voji  einem  Kegelschnitt  B  mit 
sweien    homocyclischen    Kegelschnitten    A^    A^    gebildeten 
Vierecken    awei   Kegelschnitte   C,   C,    umschrieben   werden, 
80  ist  das  von  ihnen  bestimmte  Viereck  gleichzeitig  einem 
SV  Ay  Äx   homocyclischen  A^  und   einem  anderen  zu  B  homo- 
cyclischen Kegelschnitt  ^j  umschrieben.  Die  von  den  Kegel- 
schnitten   B  und   ^,,    C  und  C^   respective   bestimmten  Vier- 
ecke sind  überdies  demselben  Kegelschnitt  C^  umschrieben. 
Eben  so  in  einer  den  früheren  Entwickelungen  völlig  analogen  Weise 
^f^eben  sich  die  beiden  anderen  Hauptsätze  der  Theorie  und  aus  ihnen 
fliessen  dann  wieder  durch  passende  Specialisirnngen  eine  grosse  Menge 
£inzelfolgerungen.     Aber  nur  die  beiden  Hauptsätze  sollen  hier  genannt 
lind   eine  einfache  Betrachtung  an  sie  zusammenschliessend  geknüpft  wer- 
uco.  Die  beiden  Sätze  lauten :  Wenn  dem  yon  einem  Kegelschnitt 
^    xnit  dem   einen  von  zwei  homocyclischen  Kegelschnitten 
^%    Ax   gebildeten   Viereck    ein  Kegelschnitt   C  umschrieben 
'*^9    SO   kann   dem  von  jenem    mit    dem    anderen    homocycli- 
•^hen  Kegelschnitt  gebildeten  Viereck  ein  zu  Chomocycli- 
»cher  Kegelschnitt  C,  umschrieben  worden. 

Und:  Wenn  drei  Kegelschnitte  -4,  B^  C  demselben  Vier- 
eck umschrieben  sind,  so  kann  dem  von  zwei  zu  den  beiden 
•»"aten  respective  homocyclischen  Kegelschnitten  -4,,  B^  ge- 
^^Ideten  Viereck  ein  Kegelschnitt  C^  umschrieben  werden) 
"^r  dem  dritten  homocyclisch  ist.  Die  Ecken  beider  Vier- 
ecke liegen  auf  demselben  Kegelschnitt. 

Man  kann  endlich  diese  Sätze  als  auf  Kegelschnitte  bezüglich ,  die 
einem  und  demselben  Kegelschnitt  umschrieben  sind,  in  einen  einzigen 
xusammenfassen ,  welcher  so  lautet :  Wenn  zu  mehreren  demselben 
Vierseit  umschriebenen  Kegelschnitten  ^,-4,,^,...  ein  be- 
liebiger Kegelschnitt  B  gegeben  ist  und  den  von  ihm  mit 
zweien  von  jenen  bestimmten  Vierecken  respective  die 
'^-egelschnitte  C,  C,  umschrieben  sind,  bo  k^üxif^Tx  d.^m  M\^x« 
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eck  dieser  letzteren  Kegelschnitte  umschrieben  werden, 
welche  respective  auch  den  vom  Kegelschnitt  B  mit  einem 
der  Keihe  A^^  ^s . . .  angehörigen  Kegelschftitt  gebildeten 
Vierecken  umschrieben  sind.  Ueberdies  liegen  die  Ecken 
der  von  Ä  mit  A^  und  der  von  C  mit  C|  gebildeten  Vierecke 
auf  demselben  Kegelschnitt. 

Man  schliesst  daraus,  dass  die  Durchschnittspunkte  der  AJ^- 
sprechenden  Kegelschnitte  zweier  Büschel,  deren  vierpunKtige 
Basen  auf  einem  und  demselben  Kegelschnitt  liegen,  sich  immer  in  einem 
Kegelschnitt  finden.  (Vergl.  Nouvetles  Annales,  de  Mathemaiiques  ^  t  JCIXy 
p.  278.) 

In  einen  Ähnlichen  Satz  vereinigt  M.  Chasles  die  Theorie  der  homo- 
focalen  Oberflächen  zweiten  Grades;  es  genügt,  darauf  hinzudeuten. 
(Vergl.  Liouville's  Journal  de  Mathematiques  pures  et  appliquees,  ^  F.  1860. 
p.  444.) 

Aber  eine  andere  Seite  der  Betrachtung  muss  nunmehr  die  Aufmerk- 
samkeit anziehen.  Indem  ich  mich  ihr  zuwende,  verweile  ich  noch  emen 
Augenblick  bei  der  gleichzeitigen  Betrachtung  von  Curven  und  Ober- 
flächen zweiten  Grades,  um  nachher  von  den  letzteren  allein  wieder  in 
sprechen. 

(Schluss  im  nächsten  Hefte.) 


XI. 

Vervielfitchnng  und  Theilnng  der   elliptischen   Integrale 
und  damit  in  Zusammenhang  stehende  Eigenschaften 

confocaler  Kegelschnitte. 

Von  C,  Küpper, 


I. 

Jedem  bestimmten  Winkel  (p  sind  unendlich  viele  Paare  von  Winkeln 
f »  ^'  durch  die  Gleichung : 

1)  Fik,^')  =  F{k,<p)+.F{k,'^),   (&=^^) 

^^geordnet.  J  a  c  o  b  i  hat  zuerst  eine  Methode  angegeben ,  diese  Winkel 
SU  construiren  und  dadurch  das  Problem  der  Addition  und  Multiplication 
der  elliptischen  Integrale  erster  Art  gelöst.  Eine  andere,  nicht  minder 
einfache  Lösung  besteht  in  Folgendem : 

Man  zeichne  eine  Ellipse  E^  deren  Halbachsen  a,  b  sind,  ziehe  in  dem 
^dpunkt  B  der  kleinen  Achse ,  von  welcher  aus  die  Complemente  der  ex- 
zentrischen Anomalien  als  Bestimmungswinkel  der  Punkte  von  E  gerech- 
net werden  sollen ,   eine  Tangente ,  ebenso  in  dem  Punkte ,  zu  dem  der 
Winkel  (p  (als  Complement  seiner  excentrischen  Anomalie)  gehört.    Durch 
^^n  Darchschnittspuukt  Jf  beider  Tangenten  lege   man  eine  mit  E  con- 
focale  Ellipse  tf;  dann  genügen  die  Bestimmungswinkel  irgend 
zweier  Punkte  von  £,  deren  Tangenten  sich  auf  tf  schneiden, 
der  Gleichung  1). 

Man  kann  auch  eine  mit  E  confocale  Hyperbel  $  anwenden:  Den 
Punkt  S, ,  durch  welchen  ^  bestimmt  wird,  erhält  man  auf  derselben  Tan- 
gente in  By  als  Durchschnitt  dieser  mit  einer  anderen  Tangente  von  E^ 
deren  Berührungspunkt  n  —  (p  zum  Bestimmungswinkel  hat.  Zieht  man 
nun  von  irgend  einem  Punkte  auf  Q  zwei  Tangenten  an  E^ 
und  nimmt  von  dem  einen  Berührungspunkt  den  Bestim- 
ninngswinkel  selbst,  vom  anderen  das  Supplement  des  ent- 
sprechenden Winkels,  so  hat  man  in  diesen  ein  Paar  die 
Gleichung  1)  befriedigende  Wertho. 
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f.^^  -^-s*»-^  ■* 


Beweis.  JjP,  TP  seien  zwei  Tangenten  an  jE,  die  sich  in  P  auf  C 
schneiden;  t^,t(;'  die  Bestimmungswinkel  von  J,  T\  Wenn  /^um  ein  un- 
endlich kleines  Stück  auf  C  fortrückt,  durchlaufen  die  Punkte  J,  T  auf  E 
die  Elemente  ds^  ds  und  wachsen  t^,  i\f  um  (ftf;,  ^tf;'.  2d,  2b'  seien  die  zu 
TjP,  T'P  parallelen  Durchmesser  von  £;  ^i  ^'  die  Krümmungshalbmesser 
für  r,  r';  CD,  oo'  die  Winkel ,  welche  zwei  auf  einander  folgende  Tangenten 
bezielilich  in  J,  T'  mit  einander  bilden.     Dann  ist: 

ds=:=QO},   ds'  =  q'<o\ 

Weil  nun  PT,  PT  mit  der  Tangente  in  P  an  «  gleiche  Winkel  bilden, 
so  hat  man: 

folglich:  dsids=^:^ry  aber  ^:^'=d»:«'», />r:Pr  =«:«';  mithin: 

ds ds' 

¥~¥^' 
Und  weil  8^:=aJ  (i/;),  ds^zdrj;  J  (tp), 

Durch  Integration  dieser  Gleichung,  indem  man  beachtet,  dass  ^  =  0, 
t^'=g)  entsprechende  Grenzen  sind,  erhält  man  unsere  Construction. 
Wenn  q>^=amu  gesetzt  wird,  so  ist  klar,  wie  man  durch  successives  Tan- 
gentenziehen am2M,  am3u  u.  8.  w.,  ebenso  am  (/+m),  am  (<+2ti)  ...  er- 
langen kann. 

« 

Die  anzubringende  Modiücation  für  den  Fall ,  dass  P  auf  ^  liegt,  wird 
dem  aufmerksamen  Leser  nicht  entgangen  sein. 

n. 

Es  hat  keinerlei  Schwierigkeit,  analytisch  nachzuweisen,  dass,  wenn 
an  eine  Ellipse  E  von  irgend  einem  Punkte  einer  Confocalen  tf  zwei  Tan- 
genten gezogen  werden,  zwischen  den  Bestimmungswinkeln  ^,  ^'  der  Be* 
rührungspunkte  die  Relation  besteht : 

3)  cos  ^  .  cos  1^'  +  p  .  sin  '^; .  sin  i\}'  =  q. 

DieConstante  q  findet  sich  durch  die  Annahme  if;s=0,  a/;s=<p,  q^=iCosq>. 
Sodann  ergiebt  sich  p  =  z/((p).  Auf  diese  Weise  kann  man  entweder  ge- 
mäss I  die  Formeln  für  die  Addition  der  elliptischen  Functionen  erster  Art 
beweisen,  oder,  indem  man  sich  auf  diese  stützt,  die  Construction  I  ab- 
leiten.   Sind  j/a*-f- jl,  ^6*  +  it  die  Halbachsen  von  Ä,  so  hat  man  zugleich 

l  +  costp  cosq>  +  J{q>) 

Wir  setzen  cosw  =  c ,  ?  =  s. 

s(l  +  c)  cV,V-V«^ 
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5)  ^  =  rt,:tj_o.T7-r-rt>  * 


Liegt  aber  P  aaf  der  confocalen  Hyperbel  ^  mit  den  Halbachsen 

y'^+Tf ,  J^ft*+A| ,  und  heissen  if; ,  iff'  wieder  die  Bestimmungswinkel  der 
fierfihmngspunkte  zweier  Tangenten  aus  P  an  E,  so  kommt: 

—  cos  ilf  cos  -^^  +  p  .  sin  ^  sin  ^'  =  f|. 

Wie  eben,  wenn  ^  =  0,  ^*=ip  zusammengehören,  i|  =  —  cos(p\  so- 

XDaher: 

cos  (w  —  0/;)  C05 1^'  +  sin  (n — ip)  sin  f^'  A{^  —  9?')  =  cos (n  —  <p') . 

JDie  Hyperbel  ^  werde  der  Ellipse  tf  «o  zugeordnet,  dass  jc — 9^=9. 
Dann  ist: 

cos^~  ^,^,  ^  2aU  +  A«  ~  _rt«6«  +  2aU,-A,*' 

a«fe«  +  2&n  +  X«  _  —  aVy«-26U, +  A,« 

W        at^t^2aU  +  X«  -  — fl«fr«+2a«Ai— V' 

Das  Bechteck  aus  den  Hauptachsen  der  ^  und  tf  ist  unveränderlich. 

IIL 

Geometrisch  aufgefasst,  besteht  das  Additionstheorem  für  die  ellipti- 
•^o^xi  Integrale  zweiter  Art  darin,  dass,  wenn  die  Gleichung  l)  oder  3)  be- 
*^Qtit,  zwei  elliptische  Bögen,  deren  Endpunkten  beziehlich  die  Bestim- 
^i^gswinkel  ^,  ^'\  0,  tp  zukommen ,  eine  rectificable  Differenz  haben : 
aJF(Ar,g))  —  a  \E{k^f^') — E{k^f^)\^=- ak^ sin^p sini^ sini^\ 
Diesem  Ausdrucke  entspricht  folgender  Beweis: 

ds=saJ  (ij;)  d'tffy   ds=ajd  (i(;')  rf-^'. 
'^'»«  1)  oder  3)  folgt  wie  bekannt : 

sinq>  J  {ij/)  =  —  sin  tf;  cos  tj/  +  cosiff  sin  t^*  A  (t^), 
sintp  A  (^  =  cos  -^  sin  t^*  —  sin  ^  cos  1/;'  A  (g?). 
Also: 

ds — ds'         1      .,  .         .      ,.    ,   AUp)  .,  ,. 

=-: — dysxnibsxn'tb)  H — r^ —  dicos'^  cos'^X 

a  stnff     ^      ^        ^  *       stnq>      ^       ^        ^ ' 

Da  nun  cosi^  cosfjf'  bei  Tf;  =  0  zu  cosq>  wird,  so  liefert  die  Integra* 
tion  m  den  Grenzen  0, xf;  für  ds  und  g),tf;'  für  ds: 
VfL  ,\        ^/f     »x    .    ^/.     N       sinilf  simb'   ,   cos^cos^' — coscp 

Hit  Hilfe  von  3) : 

^(^i9>)  —  [^(*,  V)  — ^(Ä,  ^)]  =  ^  stnq)  sin^  stn^*  • 
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Es  dürfte  von  Interesse  sein ,  dass  die  Jacobi^sche  Constmction  sich 
auch  zum  Beweise  des  Additionstheorems  für  das  zweite  Integral  eignet. 

In  Fig.  2  Taf.  I  seien  r,  E  die  Radien  der  um  tn^M  beschriebenen 
Kreise,  die  Centrale  Mms=e.  Die  Sehnen  AQ,  PP'  sind  Tangenten  am 
kleinen  Kreise,  zu  den  Bögen  AQ,  AP^  AP'  gehören  die  Peripheriewinkel 

9>»  *i  ^'* 

/>r=^(i/;)/(Ä  +  c)«—r*,    P'T  =  J{^')j/{R  +  ey—r'. 

Ferner : 

PT+P'T=  2R  sin  (r/;'— if;),   PT—P'T=  2e  sin  (^  +  ^'), 

also: 

PT=^{R  +  e)  cosfif  Sinti/ —  (-R— -^)  sin^  cosi^\ 
P'T^=>  (R — e)  cosfj/  sin^' —  {R  +  e)  sip^  cosiff. 

Folglich : 

Durch  Integration  wie  oben  und  unter  Benutzung  von : 

cos  ff  =  cos  ^  cos  Ht'  +•  sin  ^  sin  xl/  J  (9),   z/  (9)  =  , 

R  "^  6 


AT^       y{R  +  ey  —  f' 
^      R+e  R+e        ' 


entsteht : 


£{^^<P)  —  [E{ky^')  —  E{k,^)]  =  -;=-— 4 i  simp  sin  iff  sin  ^' 

y{R  +  ey — r* 

=  Ä:*  sin  (p  sin  r/;  5t/i  ^'. 

Für  viele  Betrachtungen  ist  es  von  Wichtigkeit,  denjenigen  Punkt  C 

ins  Auge  zu  fassen ,  der  für  die  von  {M)  umschlossene  Schaar  von  Kreisenf 

welche  paarweise  dieselbe  Chordale  haben ,  die  Grenze  bildet    Bezeichnet 

man  mit  a,  h  die  Abschnitte,  in  welche  er  den  Durchmesser  AB  theilt,  so 

•  ARe  a* — &• 

ist  in  den  aufgeführten  Formeln  Ar*  =    , = i — . 

^  ^(Ä  +  e)«  — r*  «' 

Ferner   sind    PCA  =  ß,  P'CA  —  ß,  QCA  =  a   die  Winkel,    durch 

welche  if;,  V»  9  ^^^  Anwendung  der  Landen^schen  Substitution  ersetzt  wer- 

den:  dabei  tritt  an  die  Stelle  von  k  das  Verbal tniss  — —r  =  MC :  MB. 

Jacobi  hat  z.  B.  gezeigt,  dass  bei  einem  2nEck  PP'P'\  ..,  welches 
um  den  kleineren  und  in  den  grösseren  Kreis  beschrieben  ist,  die  Verbin- 
dungslinien gegenüberstehender  Ecken  sich  in  C  schneiden.  Lässt  man. 
nun  den  Kreis  M  in  einem  doppelt  so  grossen  mit  dem  Mittelpunkt  B 
rollen ,  so  beschreibt  C  eine  Ellipse  E.  Zieht  man  in  den  Lagen  von  C, 
bei  welchen  die  Punkte  P,  P\  P". . .  in  Berührung  mit  dem  festen  Kreise 
sind,  Tangenten  an  E,  so  erhält  man  ein  geschlossenes,  der  E  umschriebe- 
nes  4/iEckf   Jas  zugleich  einer  mit  E  con£ocaV^\x  "EAVvg^^  ^\\i\^^«^\\Tleben 


Von  C.  Küpper.  243 

ist  Durch  den  Satz  von  Jacobi  wird  diese  Eigenschaft  bedingt:  Die 
4«  Berührungspunkte  auf  E  sind  zu  je  vieren  die  Ecken  von  n  Parallelo- 
grtfflmen,  nnd  vi^  solche  Ecken  sind  Punkte,  für  welche  die  von  Fagnani 
entdeckte  Eigenschaft  stattfindet. 

IV. 

Aus  der  in  I  bewiesenen  Gleichung  2)  ergiebt  sich  in  bekannter  Weise 
tlf  Bedingung  dafür,  dass  ein  nEck  P,  welches  der  Ellipse  E  umschrieben, 
der  C  einbeschrieben  ist ,  und  als  dessen  erste  Seite  irgend  eine  durch  den 
Winkel  ^  ihres  Berührungspunktes  charakterisirte  Tangente  von  E  ge- 
oommen  wird,  sich  nach  einer  bestimmten  Anzahl  i  von  Umläufen  schliesst: 

m=zam .     (i,  n  sind  relative  Primzahlen.) 

;i 

Die  Unabhängigkeit  dieser  Bedingung  von  i/; ,  also  von  der  Lage  der 
Tangente  von  E,  welche  zur  ersten  Seite  gewählt  ist,  lässt  erkennen,  dass, 
wenn  irgend  eins  diesem  Ecke  sich  schliesst,  dasjenige  etwa,  dessen  erste 
Seite  im  Scheitel  B  berührt,  dann  auch  ein  Gleiches  von  jedem  Polygone 
^gilt,  dem  irgend  eine  Tangente  von  B  als  erste  Seite  dient,  und  dass  ein 
solches  stets  n  Seiten  bekommt  und  i  Umläufe  macht. 

Nennt  man  zwei  elliptische  Bögen  gleich ,  wenn  ihre  Differenz  rectifi- 
cabel  ist,  so  kann  man  sich  ohne  Zweideutigkeit  also  ausdrücken: 

^)  Jedem  bestimmten  Bogen  von  E  [etwa  aE  (Ar,  <p)]  sind 
Uüxählige  gleich.  Die  beiden  Tangenten  in  den  beiden  End- 
punkten eiAies  solchen  Bogens  schneiden  sich  auf  einer  mit 
£  confocalen  Ellipse  tf,  und  die  Berührungspunkte  je  zweier 
Tangenten  voni?,  die  von  dem  nämlichen  Punkte  auf  tf  aus- 
gehen, begrenzen  einen  solchen  Bogen.  Die  Ellipse  C 
Iteisit  der  gegebenen  durch  den  Winkel  9  oder  durch  amu 
SQgeordnet. 

jl)  Wenn  dadurch,  dass  von  irgend  einem  Anfangs- 
punkte auf  Ef  n  gleiche  Bögen  aneinander  gelegt  werden, 
iie  Peripherie  von  E  gerade  imal  durchmessen  wird,  so  ge- 
*ehieht  dies  gleicherweise,  wenn  man  von  einem  anderen 
Punkte  ausgehend,  n  den  ersten  gleiche  Bögen  auf  E  ab- 
^fftgt.  In  dem  angenommenen  Sinne  erscheint  das  t  fache 
^^tPeripherie  von  jedem  d«r  beiden  Punkte  aus  in  n  gleiche 
Theile  getheilt. 

C)  Jedes  der  j&  umschriebene  n  Eck,  dessen  aufeinander- 
folgende Seiten  die  E  der  Reihe  nach  in  den  Punkten  einer 

*.<^lchen  iiTheilung  berühren,  ist  einer,  der  E  durch  am 

n 

'^geordneten    Confocalen    tf    einbeschrieben.      Und    wählt 

■•n  irgend  eine  Tangente  von  E  aU  eTBle  Sft\\.^  ^\\i^%  X5i\si  ¥» 
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und  zugleich  in  ^  beschriebenen  Polygons,  so  wird  dies 
stets  ein  geschlossenes  fiEck  von  t  Umläufen,  zwischen  des- 
sen Seiten  gleiche  elliptische  Bögen  begriffen  sind.  Der- 
artige Polygone  können  elliptisch  reguläre  heissen. 

|l)   Halbirung  und  Verdoppelung   des   elliptischen  Inte- 
grals u  (Fig.  l,Taf.  I). 

Durch  den  Winkel  q>  =  amu  seiit  der  gegebenen  E zugeordnet ;  B^ ft 

seien  die  Endpunkte  der  Halbachsen  b ,  "/b*  -f-  X,  Von  p  aus  werde  an  E 
eine  Tangente  gelegt  und  mit  q>Q  der  Bestimmungswinkel  des  Berührungs- 
punktes bezeichnet.     Dann  folgt  nach  ^) : 

Die  dem  Winkel  q>Q  entsprechende  Ellipse  Co  habe  zu  Halbachsen 

j/a*  -f  Ao ,  f/b*  +  Ao,  so  sind  diese  mittelst  der  Formeln  4)  aus  Cq,  s^  zn  be- 
rechnen. Aber  diese  Functionen  lassen  sich  sehr  leicht  durch  die  zu  tp 
gehörigen  c,  s  ausdrücken.     Die  Figur  ergiebt  sogleich : 

b 


cosq>Q 


=  Vb*  +  X, 


daher 


und 

6)  Co  =     - — - ,      ^0  = 


7)  -o'  =  ^-^^,      ^0 


Substituirt  man  aus  4)  die  Werthe  von  ö*  + A,  b*  +  l: 

c  +  s  '       •  ~    c  +  s   ' 

Somit  die  Verdoppelungsformeln : 

^,  _  — I  +  Cq'  +  V       ^_  — l  +  Cp'-fV 

»)  ^-    l-Co'  +  V   '  l  +  Co«-V    * 

Weil  nach  4) : 

so  folgt  ans  G) : 

b  +  j/b*  +  l  a  +  j/^^ 

Nach  5),  6) : 

Hiermit  ist  zugleich  die  Aufgabe  erledigt,   die  dem  Winkel  am2u  su-^ 

geordnete  Ellipse  Ä'  zu  construiren.     Man  findet  ihre  Halbachse  J'V+l', 
Indem  man  die  Tangente  im  Punkte  «p  Via  i\x\iv\>\ixOÄÄ^s\i\\v\X.%'  t^\\8CB 
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TerlSngert;  ^a*+A',  j/b^+l  sind  ebenso  durch  j/a^  +  l^  ]/^'  +  i  auszu- 
drttcken»  wie  diese  durch  ^a*  +  Ao,  j/b'^  +  X^» 

Das  Voranstehende  liefert  auch  die  Multiplication  und  Division  eines 
elliptischen  Integrals  durch  irgend  eine  Potenz  von  2  auf  eine  anschauliche 
Weise. 

Bezeichnet  man  noch  das  Segment  BTi  mit  r,  so  ist,  weil  Ti(p  eine 

Berfthrende  von  E: 

b  b 

—  b  : b  .  cosfp  =  r  :  fl  sin  <p,  also  r  =  a  lang  1 9 ; 


cos  q>  cos  (f 

dies  führt  zu  einer  neuen  Construction   der   zum    Winkel  q>   gehörigen 
Ellipse  tf. 

Da  weiter: 


80  kommt  mittelst  6) : 

iangffQ  J  {(p^)  =  (ang  \  <p, 
die  bekannte  Folge  von  q>Q  =  afn  ^u. 

V. 

^)  Die  Bedingung  q>  =  am —  liefert  ein  der  E  umschriebenes  ellip- 
tisch reguläres  n  Eck  Pi  von  einem  Umlauf.     Es  sei  der  tf  einbeschrieben, 

Acoren  Halbachsen  j/a*  +  X,  j/6*+A.     Das   der  E  umschriebene  reguläre 
2iiEck  Pi   von  einem  Umlauf  ist  in  die  Ellipse  ito  von  den  Halbachsen 

J^o'+Äg,  yb*  +  ko  beschrieben.     Wenn  /^,  vorliegt,  so  hat  man  P|  sofort, 

und  umgekehrt  (IV).  p,  wird  aber  bestimmt  durch  die  Relation  ip^=am — . 

n 

Aus  dieser  folgt  eine  algebraische  Gleichung  zwischen  Cq,  Sq  :  f{Co^  s^) = 0, 

«08  welcher  mittelst  4) : 


Cn  —  -m— :     ■     TT      :    r-, ,        ^o 


a»^»  +  2aUo  +  V  a«6«  +  2^«ilo+V 

2»  a 


^  erhalten  wird.   Ersetzt  man  dagegen  nach  6)  c^,  ^o  durch  - ,     ., 

yb^+x  l/a*+l 

•0  findet  man  X. 

Herr  Richelot  hat  in  einer  ausgezeichneten  Arbeit  (Grelle,  Bd.  38) 
^  Fortsetzung  der  von  Jacobi  begonnenen  Untersuchung  (Grelle,  Bd.  3) 

•^  jener  transcendenten  Bedingungsgleichung  q>Q  =  am —  die  algebraische 

geleitet  und  sie  in  ihrer  einfachsten  Form  aufgestellt. 

Der  kürzeste  Weg,  sich  diese  zu  verschaffen,  ist  wohl  folgender: 

2Ä' 

Sei —  =  t^o)  ^  61^6  ungerade  Zahl  2m +  1*     Theilt  man  die  Ualb^ 
n 
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Peripherie  yon  ^  von  B  aus  in  2m  +  l  gleiche  Thcile  (im  erklärten  Sinne), 
80  liegen  je  m  Theilpunktc  symmetrisch  gegen  die  grosse  Achse ,  und  nach 
unseren  Sätzen  muss  die  Tangente  im  mten  Theilpunkte  die  grosse  Achse 
in  einem  Hanptscheitel  der  Confocalen  tf^,  schneiden,  woraus  denn  geo- 
metrisch folgt: 

s%n*an%  mxu'==. —;r— — — ,    nach  4):  =       -.    -     . 

Ist  nun  erstens  die  Zahl  2m  +  1  von  der  Form  4A  +  1,  so  gehen  nach 
Bichelot^s  Bezeichnung  die  Multiplicationsformeln  der  elliptischen  Func- 
tionen : 

^0 


sin  am  Uq  Au 

mit  Hilfe  von  9)  die  Gleichung : 

«)  Nu*—So{l—Co)  {co  +  80)  ^•=0. 

Ist  zweitens  2m  + 1  von  der  Form  4Ä-f-  3,  so  kommt: 

sin  am  {2h +  l)  u^ 'S^aA+i. 

sina'muQ  -^2^+1' 

folglich : 

ß)  (1  — ^o)(^o  +  *o)5'2Ä+i»  — *oA^2Ä+i*  =  Ö. 

Wie  die  der  Null  gleichzusetzenden  Ausdrücke  von  einem  darin  ent- 
haltenen üherflUssigen  Factor  hofreit  werden ,  ist  hei  Kichelot  nachzusehen. 

Beispiel.  Für  ein  der  Ellipse  umschriebenes  Sechseck  ist  2  m  -{- 1  =  3 
muQ^=^u^]  daher  0) : 


.      t       t         t      '0(1  +  ^0) 


sin 

also: 

f{c^,  So)  =  Co+  s^  —  l  =  0. 
Der  Uebergang  zum  Dreieck  einerseits ,  zum  Zwölfeck  andererseits  bleibe 
dem  Leser  überlassen. 

Eigenschaften  der  einer  Ellipse  ^umschriebenen  elliptisch 

regulären  Polygone  P. 

§))  Ist  Pein  2nEck,  so  sind  seine  Ecken  paarweise  Endpunkte  von 
Durchmessern  der  Confocalen  C  Die  Berührungspunkte  der  Seiten  auf 
E  sind  paarweise  Endpunkte  von  Durchmessern  dieser  Ellipse. 

Ist  P  ein  4nEck  und  liegt  der  Punkt  T  als  Berührungspunkt  einer 
Seite  von  P  in  irgend  einem  Quadranten  von  E^  so  treten  noth wendigerweise 
in  den  beiden  Nebenquadranten  die  beiden  Punkte  als  Berührungspunkte 
von  Seiten  des  P  auf,  welche  T  als  Faguanische  Punkte  zugeordnet  sind.  — 
In  jedem  Ellipsenquadranten  befinden  sich  also  stets  gleichviele  Berüh- 
rungspunkte. Errichtet  man  in  den  auf  einen  Quadranten  kommenden 
Punkten  Normalen  auf  E  und  nimmt  deren  Abst?inde  vom  Mittelpunkte  von 
Jf,  ao  geben  diese  eine  constante  Summe.    W\\del  wva^w  für  die  Punkte, 
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welche  in  iwei  Nebenquadranten  liegen,  die  Saramen  ihrer  Bogenabstände 
TOBimgleichnamigen  Scheiteln,  so  ist  die  Differenz  dieser  Snmmen  der  con- 
atuiten  Summe  der  Normalen-Abstände  gleich. 

C)  Die  in  Rede  stehenden  Polygone  sind  mit  denen  identisch,  auf 
welche  Herr  Steiner  durch  anderweitige  Untersuchungen  geführt  wurde. 
Dieser  berühmte  Geometer  scheint  die  vorstehenden  Beziehungen  zur  ein- 
geschriebenen Ellipse  nicht  bemerkt  zu  haben;  aber  er  theilt  ohne  Beweis 
feilende  schöne  Sätze  mit. 

Erster  Satz.  Das  der  Ellipse  E  umschriebene,  einer 
Confocalen  C  einbeschriebene  itEck  Pi  von  t  Umläufen  hat 
anter  allen  übrigen  gleichartigen  (convexen  nEcken  von 
lUmläufen),  welche  der  E  umschrieben  sein  können,  einen 
kleinsten   Umfang. 

Ein  der^  umschriebenes  nEck  kann  nämlich  nur  dann  eines  vom  klein- 
sten Umfang  sein,  wenn  es  die  Eigenschaft  besitzt ,  dass  die  Normale  auf 
Ein  dem  Berührungspunkte  T  irgend  einer  Seite  v  desselben  sich  mit  den 
Halhiningslinien  der  an  dieser  Seite  liegenden  Ausenwinkel  von  Pi  in 
einem  Punkte  schneidet.  Beschreibt  man  in  das  von  3  auf  einander  fol- 
genden Seiten  u,  v,  n^  gebildete  Dreiseit  einen  Kreis,  so  lässt  sich  leicht  zei- 
gen, dtss,  wenn  der  Berührungspunkt  dieses  Kreises  und  der  Seite  v  nicht 
mit  T  zusammenliegt,  durch  eine  blose  Veränderung  der  Lage  von  v,  durch 
welche  der  Abstand  jener  Berührungspunkte  abnimmt,  der  Umfang  von  Pi 
▼erkleinert  wird.  Fallen  aber  diese  beiden  Berührungspunkte  zusammen, 
*o  liegen  die  Ecken  von  Pi  auch  in  einer  mit  E  confocalen  Ellipse : 

Denn  27,  W  seien  die  Eckpunkte ,  in  welchen  w ,  v  und  v ,  u  zusam« 
x^nstossen,  Z  der  Mittelpunkt  des  in  das  Dreiseit  uvtv  beschriebenen 
Kreises.  Denkt  man  durch  U  eine  mit  ^  confocale  Ellipse  gelegt,  so  hat 
^icse  erstens  die  Gerade  ZU  zur  Tangente,  weil  diese  den  Winkel  vw  hal- 
hirt.  Zn  beweisen  bleibt  zweitens,  dass  die  Confocale  auch  den  Punkt  fV 
tofnimmt.  Da  die  Gerade  ZT  normal  auf  t;  steht,  so  ist  nach  einem  be- 
kannten Satze  Z  der  Pol  von  v  in  Bezug  auf  die  gedachte  Confocale. 
Würde  diese  demnach  die  v  statt  in  W  in  einem  anderen  Punkte  X  schnei- 
den, 80  müsste  XZ  Tangente  der  Confocalen  sein,  und  ferner  müsste  ZX^ 
wenn  von  X  noch  eine  Tangente  an  E  gedacht  wird,  gegen  v  und  diese  letz- 
^^re  gleiche  Neigung  haben,  was  offenbar  dem  widersreitet,  dass  Z  W  gegen 
snnd  II  gleich  geneigt  ist.  Daher  liegt  Win  der  Confocalen,  ebenso  die 
'olgenden  Ecken  von  i\. 

Zweiter  Satz.  Das  der  Ellipse  £  eingeschrieben  e,  einer 
Confocalen  umschriebene  nEck  Pi  hat  unter  den  gleiohar- 
^^(en  der  E  eingeschriebenen  nEcken  einen  grössten  Um- 
fang. 

Ein  der  E  eingeschriebenes  nEck  kann  nämlich  nur  dann  eins  vom 
r^^Mten  Umfang  sein,  wenn  ihm  die  Eigenschaft  zukommt^  dL^%«  %t^vQk^\^\:ck- 
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kel  durch  die  in  ihren  Scheiteln  stehenden  Normalen  von  E  gehälftet  wer- 
den. Denn  halbirt  etwa  die  Normale  in  der  Ecke  V  den  von  den  Seiten 
üVy  VW  gebildeten  Winkel  nicht,  so  lässt  sich  leicht  darthun,  dass  man 
ein  grösseres  mit  dem  vorliegenden  gleichartiges  n£ck  bildet,  wenn  man 
ohne  an  dem  einen ,  in  den  Ecken  27,  W  begrenzten  T^eile  des  Polygons 
etwas  zu  ändern,  die  Ecke  V  an  die  Stelle  des  Bogens  l^ brückt,  wo  die 
Normale  den  Winkel  ÜVW  halbirt.  Hat  aber  das  Polygon  die  erforder- 
liche Eigenschaft,  so  ist  es  auch  einer  mit  E  confocalen  Ellipse  umschrie- 
ben. Davon  endlich,  dass  diese  letztere  eine  völlig  bestimmte  E  ist,  und 
dass  es  nicht  eine  zweite  Confocale  giebt,  der  ein  mit  Pi  gleichartiges  der 
E  eingeschriebenes  nEck  umschrieben  werden  kann,  überzeugt  man  sich 
am  besten  an  einer  Figur:  Man  stelle  sich  eine  von  ^  umschlossene  Confocale 
E!  vor,  ziehe  als  erste  Seite  von  Pi  eine  Tangente  im  Endpunkte  der  kleinen 
Achse  von  E  bis  zur  Ellipse  tf  in  «S;  zugleich  ziehe  man  im  Endpunkt  der 
kleinen  Achse  von  Bf  eine  Tangente  bis  ^'  auf  tf;  von  ^  aus  lege  man  die 
zweite  Seite  <^p  von  Pi  tangirend  an  E^  zugleich  von  «91'  die  ^'^'  tangirend 
an  Bf  u.  s.  f.  Dann  gewahrt  man  sogleich,  dass  die  Punkte  ^',  9',  C  •  • 
noth wendig  den  Punkten  ^ ,  p ,  C  . .  .  stets  auf  tf  voraus  sein  müssen. 
Schliessen  sich  daher  die  beiden  Polygone  gleichzeitig  zum  ersten  Male, 
80  muss  das  zweite  wenigstens  einen  Umlauf  mehr  haben ;  d.  h.  es  ist  ihm 
nicht  mehr  gleichartig. 

Man  darf  hiernach  von  einem,  einer  Ellipse  einge- 
schriebenen elliptisch  regulären  »Eck  sprechen.  Damit 
ist  dann  ein  nEck  von  tUmläufen  (;<,  t  natürlich  relative 
Primzahlen)  zu  verstehen,  welches  einer  völlig  bestimmten 
mit  jener  confocalen  Ellipse  als  elliptisch  reguläres  Po- 
lygon  umschrieben   ist. 

Dritter  Satz.  Der  Umfang  aller  n  Ecke  Pi^  welche 
zwischen  zwei  confocalen  Ellipsen,  der  einen  E  umschrie- 
ben, der  andern  tf  eingeschrieben  sind,  ist  conatant.  Oder: 
Alle  elliptisch  regulären  nEcke  Pi  haben  einerlei  Umfangf 
und  zwar  gilt  dies  für  die  umschriebenen  sowohl,  wie  für 
die  eingeschriebenen  fi  Ecke  (natürlich  ist  der  Umfang  ver- 
schieden bei  zwei  n  Ecken,  die  bei  derselben  Ellipse  zu  der 
einen  und  andern  Kathegorie  gehören). 

In  der  That,  wenn  man  beachtet,  dass  je  zwei  in  einer  Ecke  A  von  Pi 
zusammenstossende  Seiten  mit  dem  Element  der  Curve  tf  gleiche  Winkel 
bilden,  so  begreift  man,  dass  durch  Uebergang  von  einem  Polygone  zu 
dem  unendlich  nahen,  der  Umfang  keine  Aenderung  erleidet. 

Nach  Steiner  soll  dieser  constante  Umfang  sein:  üiZ{cosx  +  cos^)^ 
a  ist  die  grosse  Halbachse  j/a*  +  k  von  tf,  ;r,  ^  bedeuten  die  Winkel,  in 
welche  der  von  einem  bestimmten  Brennpunkte  F  von  <S  nach  der  Ecke  A 
gezogene  LeitBtrabl  den  Polygonwmkel  TAT*  tlieilt. 
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00i^^m0i^^i^i^>t^>,^*^t^^^,^^ 


Beweis.  Der  zweite  Brennpunkt  sei  G,  AT^  AT'  sind  zwei  Tangenten 
an  £;  J,  7'  ihre  Bertihrnngspunkte.  Die  nach  F,  G  gezogenen  Leitstrah- 
leoieien  für^:  p.q-,  für  T:  i.w,  für  T':  (*,  u.  Der  Winkel,  den  t,  u  mit 
TA  bilden  sei  w,  der  Winkel  von  t,  u  mit  T'A  sei  w\ 

Die  gewöhnliche  Construction  der  Tangenten  von  einem  Pnnkte 
luiserhalb  der  Ellipse  gicbt : 

JTs:zp  cosx  —  tcoswj  A  T  =.  u  cosrv  ^  gcosy^  AT*  =zq  cosx  —  u  cosw\ 

AT=  f  cosw' +  p  cosy. 

^Iso  durch  Addition 

AT'{'  A  r'=  j cosfv    +  o  {C08X  +  cosy)  +    cosw    . 

In  der  Summe  der  ähnlichen  Ausdrücke  erscheint  das  eingeklammerte 
Endglied  als  Anfangsglied  mit  entgegengesetztem  Vorzeichen  bei  jedem 
'olgenden  Summanden,  und  hebt  sich  fort. 

Schliesst  sich  daher  das  Polygon,  ist  T  wieder  zuletzt  Berührungs- 
punkt, so  hebt  sich  dann  auch  das  Anfangsglied  und  man  hat  die  Steiner^- 
»che  Formel. 

Ein  anderer,  bemerkenswerther  Ausdruck  für  dieselbe  constante 
Samme  ist : 

Die  ^  sind  die  Complemente  der  excentrischen  Anomalien  für  die  Bo- 
^hrungspunkte  der  Seiten. 

P)  Aus   einem   der  E  umschriebenen   elliptisch  regulären  ;<  Eck  P^ 

▼on  einem  Umlauf  kann  man  ein  wEck  von  i  Umläufen  (i,  n  relative  Prim- 

>&hlen)  ableiten.'     Man  findet  nämlich  einen  Punkt  der  confocalen  Ellipse, 

^welcher  das  sternförmige  Polygon  Pi  eingeschrieben  ist,  wenn  man  die 

^te  und  (^  +  i)te  Seite  von  /*,  bis  zu  ihrem  Durchschnitt  verlängert.    Mau 

•AäU  es  direct,  weun  man  fortfährt  und  die  (^/  +  l)te  Seite  bis  zum  Durch- 

•thnitt  mit  der  (5^  +  1  +  l)ten  verlängert  u.  s.  w.     Umgekehrt,  wenn  ein 

>i£ck  von  t  Umläufen  vorliegt,  so  ist  damit  ein  itEck  von  einem  Umlauf  ge- 

S^ben. 

Wenn  aber  ein  Polygon  Pi  betrachtet  wird  als  regulär  elliptisches,  das 
dsr  £  einbesclirieben  ist,  so  kann  man  nach  dem  Bisherigen  nicht  das  ein- 
S^sehriebene  reguläre  nEck  von  einem  Umlauf  construiren ,  noch  lim- 
S^ehrt  von  diesem  zu  jenen  gelangen. 

tf)  Hat  man  das  Integral  2K  in  /t,  und  in  v  gleiche  Theile  getheilt 
(voii,v  relative  Primzahlen),  so  kann  man  es  durch  eine  geometrische  Con- 
"^ction  in  nv  gleiche  Theile  theilen: 

2K  2K 

cpf.  =  am ,  cp  =  am . 

n  V 

1)  Ziehe  in  den  Punkton  ^0,   q>  von  A' zwei  Tangeuleu^  d^x^Vk  \^\x^Tw 

UUuhrm  f.Afalhemalik  u.  Physik.    V/i ,   4.  V; 
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Darchschnitt  eine  mit  S  confocale  Ellipse:  bestimme  den  Winkel  amt^ 
welchen  die  Confocale  der  E  sogeordnet  ist«    Dann  ist 

nv  2nv 

Wenn  nnn  n — v  eine  nngerade  Zahl  ist,  so  ist  nach  P)  die  Anfg 
zn  lösen;  wenn  aber  n  —  v  die  pte  Potenz  von  2  nnd  keine  höhere  als  I 

tor  enthält,  so  constrnire  man  nach  IV  am  —-,  nnd  yerfahre  dann  nach 

2)  Es  reichen  hiezn  anch  die  beiden,  der^durch  die  Winkel  ^y  p 

■ 

geordneten  confocalen  Ellipsen  ans.  Die  ganze  Peripherie  von  S  de 
ich  in  aß  gleiche  Theile  getheilt.  Zieht  man  in  irgend  zwei  Theilpn 
ten,  die  dnrch  o  solcher  Theile  getrennt  sind,  zwei  Tangenten,  so  sehi 

den  sich  diese  auf  der  Confocalen  von  E,  die  znm  Winkel  am-^  geh 

P 

4E 
Theilt  man  daher  mit  Httlfe  der  zn  am —  gehörigen  Confocalen  die  S 

erst  in  a  gleiche  Theile,  dann  mit  Hülfe  der  andern  Confocalen  von  je< 
der  aTheilpunkte  aus  jedesmal  in  ß  gleiche  Theile,  so  erhält  man  th 
aß  gleiche  Theile  getheilt,  wenn  a,  ß  relative  Primzahlen  si 
Haben  a,  ß  den  grössten  Theiler  x  und  ist  a  =  T.a',  |5  =  t./?',  so  si 
man,  das  bei  den  ersten  o'Theilungen  von  je  /STheilen  jedesmal  ßm 
Theilpankte  erhalten  werden,  dass  aber  später  alle  früheren  der  Kc 
^nach  wiederkehren.  Mjlt  Hülfe  der  beiden  Confocalen  erh 
man  aß  Theilpunkte,  also  ebenso  viele,  als  das  klein 
Vielfache  von  a,  ß  angiebt.  Es  leuchtet  ein,  dass  sie  mit  denen 
sammenfallen ,  welche  die  E  in  a' ß  gleiche  Theile  theilen.  a  = 
ßz=z2v  giebt  a'ß  =  2nv,  wie  vorher  verlangt  wurde. 

/)  Zum  Schluss  möge  eine  Anwendung  auf  einen  besonderen  Fall  1 
Platz  finden  (Fig.  3 ,  Taf.  I) : 

Die  einer  Ellipse  E  umschriebenen  Vierecke  von  kl« 

stem   Umfang  sind   Parallelogramme  i(p  =  am  E=:—Y     J] 

Ecken  liegen  in  einer  mit  E  confocalen  Ellipse  tf  von  < 
Halbachsen  -/t^  +  ab,  yV+~äb.  Ihre  Seiten  berühren  die  i 
Fagnani'schen  Punkten.  Ihr  Umfang  ist  constant  =  4  (a-i 
Die  Normalen  von  E  in  den  Berührungspunkten  der  Ecl 
eines  solchen  Parallelogramms  haben  vom  Mittelpun 
der  E  gleichen  Abstand.  Die  Polarfiguren  dieser  Par 
lelogramme  in  Bezug  auf  tf  sind  dieser  umschriebene  Rec 
ecke,  deren  Ecken  auf  einem  Kreise  vom  Badius  a  +  b  1 
gen.  —  Analog:  Die  einer  Ellipse  eingeschriebenen  Vierecke  von  gr 
tem  Umfange  sind  Parallelogramme  u.  s.  w. 
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2)  In  1)  wurden  unter  Fagnanfschen  Punkten  swei  in  Nebenqna- 
^ranten  befindliche  Punkte  von  E  verstanden,  für  welche  die  Differenz 
ibrer  Bogenabstände  von  ungleichnamigen  Scheiteln  rcctificabel  ist.    Ord- 
net man  die    beiden,    in   demselben    Quadranten,     einander 
>u,    fo    wie    ihre   entsprechenden,    im    gegenüberliegenden 
Qoadranten,    und    beschreibt    das    Parallelogramm,   dessen 
Seiten    die   E   in    diesen    vier   Punkten    berühren,    so  liegen 
«eine  Ecken    auf   einer   mit  E  confocalen    Hyperbel  $.     Die 
Differenz  zweier   zusammenstossenden    Seiten  ist   2  (a  —  b). 

t>im^  Halbachsen  yon  |^  sind  ^a*  — ad,  yi^ — ah.  Die  Polar- 
^{go  ren  dieser  Parallelogramme  in  Bezug  auf  ^  sind  der  K 
Umschriebene   Rechtecke,    deren   Ecken   auf   einem   Kreise 

▼onn     Radius    a  —  b   liegen. 

Die   in   1)   und   2)   vorkommende    umhüllte    Ellipse  E  ist 

▼  ora     den  beiden  mit  ihr  concentrischen  Kreisen  (a  +  ^)i  (^'  — ^); 

die       Polarfignr;    von  jenem   in   Bezug   auf  tf,   von   diesem  in 

BesB  ug  auf  ^. 


VI 


XII. 

üeber  die  Abweichung  des  freien  Falles  der  Körper  Ton 

der  Verticalen. 

Von  Dr.  Ludw.  Matthiessen, 

Lehrer  der  Physik  am  Oymnasiam  in  Jever. 


In  einer  früheren  Mittheilnng  (Jahrg.  V  dieser  Zeitschrift)  von  B  a  c  a  - 
loglo  über  die  Richtangsänderung  der  Verticalen  in  der  äusseren  Ver- 
längerung der  Normalen  eines  Punktes  der  Erdoberfläche  hat  derselbe 
eine  Notiz  von  Puisenx  (Compt  rend.  1850,  Bd.  42,  S.  083)  über  die  Wir- 
kung der  Umdrehung  der  Erde  auf  die  Bewegung  irdischer  Körper  einer 
theilweisen  Prüfung  unterworfen,  wobei  er  auf  zum  Theil  entgegengesetzte 
Resultate  geführt  worden  ist.  Das  Interessante^  dieser  Frage  macht  es 
wünschenswerth ,  dieselbe  Bier  nochmals  zu  erörtern;  namentlich  da  in  der 
gedachten  Mittheilung  einige  nicht  unbedeutende  Irrthümer  enthalten  sind. 
Aus  der  Notiz  von  Puiseux  ist  dem  Verfasser  nur  das  Wenige  bekannt  ge- 
worden, was  Bacaloglo  in  der  Vergleichung  desselben  mit  seinen  Resul- 
taten erwähnt.  Da  die  Notiz  von  Puiseux  selbst  auch  nur  auf  die  Resultate 
hindeutet,  so  soll  im  Folgenden  die  Theorie  etwas  ausführlicher  entwickelt 
werden. 

Was  zunächst  die  von  Bacaloglo  aufgestellten  Formeln  anbelangt,  so 
ist  bekannt,  dass  (S.  00,  Z.  10  v.  o.)  „die  Gesammtwirkung  des  Erdellipsoi- 
des  auf  den  äusseren  Punkt  Mi  nicht  in  der  Richtung  der  Normalen 
Mi  iVf  an  dem  durch  ^,  gelegten  homofocalen  Ellipsoide  ^,  ^,  stattfindet,^^ 
dass  also  die  Formel  für  den  Winkel  Oi  (Z.  5  v.  u.)  unrichtig  ist.  Da  eben- 
dasselbe von  der  Massenattraction  des  Erdellipsoides  auf  den  Punkt  M  gilt, 
und  also  in  Formel  1)  die  Wirkung  der  Centrifugalkraft  schon  enthalten» 
ist,  so  ist  in  joner  Gesammtwirkung  auf  den  äusseren  Punkt  il/,  nach  Ein- 
führung der  Umdrehung  der  Erde  (S.  Ol,  Z.  14  u.  10)  nicht  auf  die  Differenz 

V  * 
Jy  sondern  auf  die  Wirkung  der  ganzen  Centrifugalkraft«—  Rücksicht  zu 

nehmen.     Auch  leuchtet  nicht  recht  ein,    wie  (S.  02,  Z.  8  v.  o.)   die  Be- 
trachtüüg  der  Hoinofocalität  vernachlässigt  w(irdeu  dürfe.    Bei  Vermeidung 
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dieser  Fehler   würde  sich   ergeben  haben,  dass  die  Kesultate,    zu  denen 
PnlseQX  dnrch  seine  Untersuchungen  gelangt  ist ,  richtig  sind ;  nämlich : 

1)  dass  ein  frei  hängender,  homogener  Faden  eine  parabolische 
Curve  bildet,  welche  ihre  concave  Seite  dem  nächsten  Erdpole 
zuwendet; 

2)  dass  ein  in  seinem  Schwerpunkte  aufgehängter,  in  der  Meridian- 
ebene liegender  Stab  sich  so  zu  stellen  strebt,  dass  sein  unteres 
Ende  ebenfalls  gegen  den  nächsten  Pol  sich  hinneigt,  also  auf 
der  nördlichen  Halbkugel  gegen  Norden  gerichtet  ist. 

Um  dieses  Problem  mit  genügender  Schärfe  zu  lösen,  ist  es  noth- 
wendig,  die  Richtung  der  Verticalen  in  allen  Punkten  ausserhalb  des  Erd- 
spbäroid  zu  bestimmen.  Diese  wird  gefunden  aus  den  Eigenschaften  der 
Niveauflächen,  indem  man  zu  diesen  die  Flächen  bestimmt,  welche  die- 
selben normal  durchschneiden.  Die  Methode  der  Bestimmung  der  Normal- 
flächen irgend  einer  gegebenen  Fläche  soll  liier  vorangehen  und  an  einigen 
verwandten  Beispielen  erläutert  werden. 

Bedeuten  o:,  y  die  Coordinaten  der  Niveaulinien ,  i},  £  die  der  Normal- 
cnrven,  so  ist  für  irgend  einen  Punkt  P  eines  Ebenenschnittes  parallel  der 
')  jf  Ebene  oder  für  ein  constantes  z 

r-.-7T  +  l  =  0,    oder    --  =  —  ----. 
dx   rf{  rf|  dy 

Um  die  Gleichung  der  gesuchten  Trajectorie  zu  finden,  hat  man  also 

iie  Gleichung  der  Curve  y  =  /*(x)  oder  9>(^,y)  =  0  nach  x  zu  differen- 

*iiren,  in  f(x)  oder  q>\x^y)  =~  statt  x  und  y  zu  setzen  |  und  ij  und  die 

dx 

coastanten  Grössen,  welche  beim  Uebergange  von  einer  Curve  ^{x^y)  zur 

i^^hstfolgenden ,  unendlich  nahe  liegenden  9(^,y  +  ^^)  variiren,  mittelst 

^^  Gleichung  fp(x^y)  =0  zu  eliminiren.    Auf  diese  Weise  erhält  man  die 

Differentialgleichung  der  Trajectorie 

Die   Schmiegung   der  Trajectorie   ergiebt  sich   alsdann   aus  der  Be- 

s^baffenheit  des  Werthes  -rrr ,  auf  dessen  Vorzeichen  man  ausser  der  Dif- 

«I 

^^rentiimng  obiger  Gleichung  auch  aus  demjenigen  von  d(;7-)  schliessen 

**Än.  Seien  -P,  ß,  R  drei  unendlich  nahe  liegende  Punkte  der  Trajectorie 
^  ^  (Pig«  4,  Taf.  I)  für  ein  constantes  Differential  von  | ,  ferner  dx  gleich 
H\  80  ergeben  sich  aus  der  Betrachtung  der  einander  unendlich  nahe  lie- 
genden Niveaulinien  AB  und  A^  B^  folgende  Gleichungen: 

PM  =  y',   Pm  =  dy',   M M^^m^i^^dx',   ^  =  5(J|), 

Pm^~Qm^  =  dl\    0^1=  dt|-,    RRv^=d*t\- 
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Nehmen  wir  weiter  an ,  dass  ( -~- )  ohne  Aenderang  der  Abscia^e 


va- 


TÜrt  werde  und,  wie  sich  aus  der  Betrachtung  der  Figur  ergiebt,   einen 
positiven  Werth  erhalte,  so  wird  diese  Variation  ausgedrückt: 

dA      \dx/  dA        \dx/  ' 

wenn  man  die  Achse  OA  kurz  mit  A  bezeichnet. 

Da  andererseits  -r:  = r"  = tt-t  ist,  so  differentiirt  diese  Glei- 

ä^  dy  /rfy\ 

chung  in 

\di)        di        /£yy 

und  weil  offenbar  f^i-r-j  niit  ^(;t^)  dasselbe  Vorzeichen  ist,  so  ist  auch. 

rf*w 

—j^  positiv,  d.  h.  die  Trajectorie  ist  gegen  die  7 Achse  convex  ge- 
krümmt. 

1.  Untersuchen  wir  zunächst  die  Trajectorie,  welche  alle  Ellipsen» 
die  unter  sich  ähnlich  und  um  ihren  Mittelpunkt  ähnlich  gelegen  sind» 
senkrecht  durchschneidet,  so  wird  dieselbe  die  Richtung  der  Verticalea 
innerhalb  der  Niveanflächen  eines  als  homogen  gedachten  Erdellipsoide» 
verfolgen.  Ziehen  wir  dabei  die  Niveaulinien  eines  Meridians  in  Betracht 
und  nehmen  in  Uebereinstimmung  mit  der  im  Attractionscalcül  allgemeia 
adoptirten  Bezeichnungsweise  die  OJl  zur  kürzereu  oder  Polarachse  and. 
OY  zur  Aequatorialachse  (Fig.  5,  Taf.  I),  so  ist  die  allgemeine  Gleichung 
derselben: 


und 


^  =  7«  ^"^  ~  ''*^  ==  ^' + **)  ^"'"'^ 


dy 


;2  =  -/.  +  i«. 


dX  r    -    .  ^„f_^I 

Wenn  man  nun  {  statt  x  setzt ,  so  wird 

die  Differentialgleichung  der  Trajectorie.     Eliminirt  man  a  vermittelst  de^ 
gegebenen  Gleichung  und  setzt  i}  statt  y ,  so  resultirt 

dri 1        fi 

dl~TTk''J' 
Mglich  ist  log  not  tf  =  log  «a/  CJ  :  (l  +  A*). 
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Geht  die  Trajectorie  durch  den  Pankt  (x^y),  so  ist  ebenfalls 

log  nat  y,  =  log  nat  C .  ar, :  (1  +  A'). 
Wird  diese  Gleichnng  yon  dem  nnbestimmten  Integrale  subtrahirt, 
so  erhftit  man: 

log  nal  3.  s  log  nal  —  :  (1  +  V) 
Vi  ^1 

oder 

Die  Trajectorie  ist  also  eine  parabolische  Gnrve,  so  lange  nicht  A' 
gleich  Nnll  ist.  Da  für  positive  Coordinaten  i  und  i}  das  zweite  Differen- 
tial negativ  ist,  nUmlich 

d'fy_  A'         fj^ 

to  Ist  die  Curve  gegen  die  Polarachse  concav.     Die  Schmiegnng  der- 
selben ergiebt  sich  aus  der  Gleichung  für  den  Krümmungsradius 


Fari}=:|:==0  erhttlt  man  ^:i=qo.  Für  die  Annahme  a=&  bilden 
iie  Niveaulinien  concentrische  Kreise  und  die  Gleichung  der  Trajectorie 
geht  über  in  die  einer  Geraden,  welche  durch  den  gemeinschaftlichen 
Mittelpunkt  geht,  nämlich 


*i 


Für  1  +  A«=2  sind  die  Trajectorien  Parabeln,  für  1+A«  =  8 
ITttirsche  Parabeln  u.  s.  w. 

2.  Es  soll  die  Gleichung  derjenigen  Trajectorien  bestimmt  werden, 
▼^Iche  alle  homofocalen  Ellipsen  unter  rechten  Winkeln  schneidet.  Be- 
liehnen wiederum  (  und  ij  die  Coordinaten  derselben ,  so  ist 


ö« 


~  b^"^^^  '    d^~  b'       I       ' 


wo  a  und  b  variabel ,  aber  durch  die  Gleichung 

^•-a«  =  V  — öo"  =  A'ao' 
'i'^in ander  gebunden  sind.    Eliminirt  man  a  zwischen  diesen  Gleichungen, 

■«  erhält  man 
^«r  aoeh 

(%V«)OS-')+''-\i=»- 

^*^    diese  Gleichung  zu  integriren,   multiplicire  man  sie  mit  4i}  und  setze 
^  ^^  2 ,  so  verwandelt  sich  dieselbe  in 
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(r;+'0(*'5i-")+"-- :-;=«• 

Differentiirt  man  diese  m-mal  nach  £,  so  ist 
worin  der  erste  Theil 

Setzt  man  nnn  in  der  Taylor'schen  Beihe  a  statt  x  und  g — a  statt  A, 
so  nimmt  sie  die  Form 

an,  welche  jedenfalls  ihre  Giltigkeit  haben  und  der  vorgelegten  Gleichung 

genügen  wird,  wenn  aus  dieser  folgt,  dass  von  einer  bestimmten  Stelle  an 

/(»)(!)  =  ^(»+i)(|) . . .  sämmtlich  Null  sind  für  ein  beliebiges  |,  Setsen  wir 

nun  I  i=  ö  =  0 ,  und  m  =  1 ,  2 ,  3  . . . ,  so  ist : 

-/  \  dz   ,   '       ^dz       ^      dz         .... 

/(0)  =  -2j-+A»«.«-=0;    -=/'(|)  =  0; 

da  ferner 

so  wird  für  4  =  0, 

^/  V  d*Z  ,         _      _rf*2         ^        flf*2  ^,,^^  2z  ' 

^//  N  d^z         dz         d*z   dz   ^      ..    .d^z  ^,,,^k 

r(0)  =  -2.^-4--2^.-  +  2AV;^.=0;    f    (J)=0; 

u.  8.  w.  allgemein  von  dieser  Stelle  an  /^"HD  =0. 

Wenn  man  nun  für  |=0  den  Werth  von  z  =  rt  setzt,  so  ist 

dies  ist  die  gesuchte  Gleichung.    Man  kann  dieselbe  auch  schreiben : 

und  es  folgt  daraus,  dass,  wenn  c  positiv  und  <CX*a*  ist,  man  Hyper* 
bcln  erhält,  welche  mit  den  gegebenen  Ellipsen  homofocal  sind  Qn<)  jede 
derselben  rechtwinklig  treffen.  Um  c  zu  bestimmen,  nehmen  wir  an,  dass 
die  Trajectorie  durch  den  Punkt  (x^y^  gehe;  dann  ist 
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S^mm^^^^^  ^  *-^ 


cx} 


«od 

woraus  folgt,  dass  c  stets  positiv  ist«  Aoch  ist  leicht  einzusehen,  dass 
wegen  der  nothwendigen  Bestimmung  c<A*ao*,  von  dem  doppelten  Vor- 
seichen  des  irrationalen  Theiles  von  c  nur  das  negative  zulässig  ist.  Für 
die  Annahme  c'^X^a^  würde  man  nämlich  die  gegebenen  homofocalen 
Ellipsen  wieder  erhalten.  Um  die  Grenzwerthe  von  c  zu  erhalten,  erwäge 
man,  dass  c  =  0  wird    für  yo  =  0  und  a:„  =  Ö5;   hingegen  c  =  A*aj,"  für 

jr,  ==  6,  ==  jf/jT-H? .  a^  und  Xq  ===  0.  Man  sieht,  dass  die  Trajectorien  Hy- 
peibeh  sind,  deren  grosse  Achsen  zwischen  Null  und  2k%  variiren.  (Vgl. 
Fig.  6,  Taf.  I.) 

3.  Wir  wollen  dies  Problem  mit  llücksicht  auf  die  äusseren  Niveau- 
flicben  des  Erdsphäroides  partiell  zu  lösen  versuchen.  Die  geringe  Ex* 
eentricität  des  als  homogen  betrachteten  Erdellipsoides  lässt  eine  Verein- 
fachung dieser  verhältnissmässig  schwierigen  Aufgabe  zu.  Bezeichnen  Ä 
uid  F  die  Componenten  der  gesammten  Massenanziehung  auf  den  äusseren 
Punkt  (d:,y),  so  ist  die  Differentialgleichung  der  Niveaulinie  in  einer  durch 
den  Punkt  und  die  Polarachse  gelegten  Ebene 

Ädx  +  {Y+n^y)dy  =  0 
oder  wenn   man   für  X  und   Y  ihre  exacten  Werthe  substituirt,   und  die 

Gleichung  mit     ---  ,—^-^^  multiplicirt 

A  A  w^l* 

+  2  }  nrctang  X  —  —  X--  \  xdx  ==  0, 

^oriQ  A  äie  halbe  kleine  Achse  des  gegebenen,  A^  die  des  homofocalen 
durch  den  Punkt  {x^y)  gehenden  Ellipsoides  bedeutet.  A  und  A^  sind 
•••^  durch  die  Gleichung 

M  einander  gelranden ,  mittelst  deren  zunächst  A^  aus  der  vorliegenden 
I^iferentialgleichung  eliminirt  werden  kann. 

Da  ea  dem  Zwecke  dieser  Abhandlung  fern  liegt ,  eine  vollständige 
^^^fi^  des  vorgestellten  Problems  zu  geben ,  so  möge  hier  zunächst  die 
Beitimmung  der  Gleichung  der  beträchtlich  entfernten  Niveauflächen  vor- 
*%eheQ,  darauf  die  Gleichung  der  Trajectorieu ,   vfe\c\i^  ^\^  ^^x  V>\^^\- 
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fläche  sehr  nahe  liegenden  Niveauflächen  normal  durchschneiden,  und  anf 
welche  es  hier  hauptsfichlich  ankommt,  folgen. 

Für  die  Punkte  der  von  der  Oberfläche  des  Erdsphäroides  betrSchUieh 

entfernten  Niveauflächen  wird  der  Quotient  -j-^  sehr  klein,  und  die  61ei- 

chung  für  Jf  reducirt  sich  auf  folgende : 

a^  +  y»  =  A,* 
und  mit  Rücksicht  darauf,  dass  A'  eine  sehr  kleine  Ordsse  ist,  nimmt  die 
Differentialgleichung  folgende  Form  an: 

wobei  das  Rotationsmoment  — j-  mit  V  bezeichnet  ist.     Die  Integration 

2nfQ 

ergiebt  als  Gleichung  der  Niveaufläche : 


^y^+?       2  (l  +  il«)~^  a~^  b   ^  2  (1  +  A«)- 

Die  Gleichung  der  Constanten ,  worin  A  die  halbe  Polarachse ,  des 

Erdellipsoids ,  a  und  b  die  halben  Achsen  der  Niveauflächen  bezeichnen, 

liefert  das  Verhältniss  a :  6.     Dividirt  man  nämlich  die  Gleichung  durch 

}i4',  nimmt  r  =  0,0023  und  die  Abplattung  su  0,00320  an,  so  erhält  man: 

oder  wenn  man  a  statt  --p ,  p  statt  -;-  setzt: 

A  A 

_     584,8  jg 
"~/5»  + 584,8* 
Die  Differentiale  sind 

da       _    ^584,8  — 2|5'         _  d*a  ISß^ 

r^=^'%i?'+ 564.8)'  ""^  5r«=-'«^'V+:5b?' 

Für  ein  Maximum  oder  Minimum  ist 

2/3'— 584,8  =  0;    /3  =  6,637 
oder  wenn  man  b  in  geographischen  Meilen  ausdrückt,  4847,8,  welch 
nach  Laplace  die  höchste  Höhe  der  Atmosphäre  ist. 

Da  der  zweite  Difi'erentialquotient  für  ein  positives  ß  negativ  bleift:''* 
so  erreicht  a  ein  Maximum  für  b  -^  6,637 .  A ,  für  welchen  Wer'"*^ 
a  =  16  =  4,425 .  ^  wird,  so  dass  also  über  diese  Grenze  der  Nive 
flächen  hinaus  kein  Gleichgewicht  der  Atmosphäre  mehr  i|^öglich  ist 
eine  Zerstreuung  derselben  stattfinden  muss.     Da  aus  der  Beschaffenb 

der  Gleichung  dieser  äussersten  Niveauflächen  folgt,  dass  -r-^  stets  p09 

o  sc 

d*fi 
tiv  bleibt,  so  gilt  dasselbe  von  -—]  mithin  ist  die  Trajectorie  gegen  &' 
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Bidisleii  Erdpol  concav  gekrümmt     Das  Weitere  ist  aus  Fig.  7,  Taf.  I 
eniehtlich« 

Um  endlich  die  Gleichung  der  Trajectorien  za  bestimmen ,  welche  die 
der  Erdoberfläche  sehr  naheliegenden  Niveaafläche  normal  durchschnei- 
den, kann  man  folgenden  Weg  einschlagen.  Der  Winkel  9^,  welchen  die 
Notmale  eines  Panktes  0  des  Meridians  mit  der  Aequatorialachse  MB 
(Flg.  8,  Taf.  I)  bildet,  wird  bestimmt  durch  die  Gleichung 

^^=  ^  »a-t>-+»x--..)       ■ 
.{♦-}i-+»»'— -,-(r+F)) 

hingegen  der  Winkel  <p  der  Normale  eines  homologen  äusseren  Punktes  fP, 

der  an  A-f  d  vom  Mittelpunkte  entfernt  ist,  wenn  man  z  für  _         setzt, 

/i -p  0 

doreh 


iangq>^= 


^'.\Z         5   *+  7    *        •••       2(1  +  *^ 
Verwandelt  man  diese  Function  von  z  nach  der  Reihe 

^w=^(i-|)=r(i)-^Ai>+niTÄ.^'w— •' 

M  erhilt  mitn 


'or  emen  homologen  Punkt  ist  —  gleich  —   und  für  einen  Ort  mittlerer 

yx  y 

^'^itt,  also  etwa  ^=y,  würde  aus  obigen  Formeln  der  Werth  q> — tp^ 

'^t  berechnet  werden  können.     Wegen  der  Kleinheit  dieses  Winkels 

^^%  kann  man  nämlich  setzen 

lang  (p  —  iang  gi^ 
V  — 9o  = ^ . 

also 


d 


^^rans  die   ausserordentliche  Kleinheit  des  gesuchten  Winkels  deutlich 
^'Jfd.    Nimmt  man 


F  =  0,0022097,    }/i+k*  =  {  ,00433441  (Newton), 
a  =  1000™,     Ä  =  6370000™, 
^  findet  man  nur  0**'%00292  Abweichung.     Wählt  mau  da^^^^w  ^V%\X  *^^\i^ 
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zuerst  von  Newton  für  ein  homogenes  Erdellipsoid  berechneten  Werthes 

des  AchsenverhältDisses  den  durch  Messung  bestimmten  j/l  -J-i*  =  1,003345, 
so  ergiebt  sich 

9  — 9o  =  0**^041. 
Dieser  letzte  Werth  weicht  indess  aller  Wahrscheinlichkeit  nach 
mehr  yon  dem  wirklichen  ab ,  als  der  erste ,  da  wegen  der  Heterogeneitftt 
des  Erdballs  die  Anziehung  eine  andere  Function  der  Abplattung  sein 
muss,  als  die  oben  angenommene.  So  viel  scheint  aber  klar  zu  sein,  dass 
dör  von  Puiseux  angegebene  Werth  O",!?  viel  zu  gross  ist  Aus  der  Natnr 
der  obigen  Gleichungen  folgt  zunächst,  dass  die  Trajectorie  nahe  an  der 
Erdoberfläche  keinen   Wendepunkt  hat.     Denn  differentiirt   man  lang  qf 

nach  z  und  setzt  —  gleich  Null ,  so  wird  « >  1 ,  was  gegen  die  Vor- 

dz 

aussetzung  ist.     Als  Gleichung  für  ein  Maximum  nämlich 

y 

TtfA  Z  — 5jA  Z  —  —  —  0. 

Da  femer  V=^gk* — ^gX\  so  ist  auch,  wenn  man  statt  2*  setz^ 
bd 


'-T^ 


$A'^  +  A^*  =  0, 


welcher  Gleichung  nicht  durch  ein  positives  d  Genüge  geschieht. 

Um  die  Gleichung  der  Curve  selbst  innerhalb  enger  Grenzen,  z.  B. 
zwischen  d^^O  und  d  =  1000"*,  zu  finden,  denke  man  sich  den  Horizont  von 
0  alä  Abscis^enachse,  die  Normale  ON'  als  Ordinatenachse.  Sei  femer 
}VMi  =  d  die  Ordinate ,  OM^=^s  die  Abscisse  des  Punktes  W  der  Tra- 
jectorie  OWP,  Die  Normale  ON'  bildet  mit  dem  Badiusvector  MOp  den- 
Winkel  N'Op'=  M,WM„.  Da  dieser  Winkel  aber  stets  sehr  klein  ist,  so 
ist  es  gestattet,  die  mit  d  bezeichnete  Ordinate  dem  Incremente  ^  des  £a* 
diusvector  MW  gleich  zu  setzen.  Innerhalb  der  angegebenen  Grenzen 
kann  man  sich  der  homologen  Punkte  bedienen ,  da  sich  die  Richtung  und 
Grösse  der  Kräfte  verhältnissmässig  wenig  ändert,  wenn  man  in  irgend 
einer  Niveaufläche  von  dem  Punkte  N  zu  dem  benachbarten  p  fortschreitet« 
Nun  ist  , 

äs         ]        ,     ,  (^-A^-  +  »V-) 

und  wenn  man   mit  Berücksichtigung  des  Newton'schen  Abplattungsquo- 
tienten substituirt: 

so  erhält  man 

d5~*^i?'     ^  -3i*^^' 
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worm  die  Eigenschaft  der  gesachten  Cnrve  als  einer  Parabel  ansge- 
drückt  ist  Für  6  =  lOOCP  findet  man  s  =  0'"°>,008.  Hiernach  würde  die 
Ablenkung  %  eines  in  seinem  Schwerpunkt  aufgehängten  Stabes  nur 

betragen. 

Die  Abweichung  des  freien  Falles  von  der  Verticalen,  wegen  der  Um- 
drehnng  der  Erde,    ist   viel    beträchtlicher.     Bezeichnet  nämlich  w  die 
Winkelgeschwindigkeit,  so  ist,  wenn  wieder  die  Verticale  als  Ordinaten- 
•ehse  angesehen  wird ,  nnd  h  die  Fallhöhe  nach  der  Zeit  /  bedeutet : 
«i s=  co*9  [w/  (Ä  +  d)  —  fvt{B  +  i  — Ä)]  =  wÄ/  cos g> , 

h^gi*   und    *,«  =  co5>^Ä»;   h^=z-j-l jV    (Neirs  Parabel). 

g  w  •  cos  cp 

Wählt  man ,  um  die  orthogonalen  Projectionen  der  Fallcurve  zu  er- 
balten, den  Horizont  zur  Orundebene,  den  Meridian  zur  Seitenebene,  die 
<]iirch  die  Verticale  senkrecht  zum  Meridian  gelegte  Ebene  zur  Vertical- 
®bene,    so   stellt  sich  die  Horizontalprojection   auf  der   nördlichen  Halb- 
kugel als  gegen  SW,  convex,  die  Verticalprojection  als  gegen  0.  con- 
^Av,  die  Seitenprojection  (Querriss)    als  gegen  N.  concav  dar.     Die 
Gleichung  der  Horizontalprojection  ist: 


Die  Grösse  der  Abweichung  eines  fallenden  Körpers  vom  Fusspunkte 
^•i"  Verticalen  beträgt  hiernach  für  die  Fallhöhe  von  1000™  beinahe  0% 4, 
^Ährend  die  von  der  Kichtungsänderung  der  Verticalen  herrührende  nur 
Wenige  über  0"*%008  beträgt,  da  aus  den  Eigenschaften  der  Parabel  folgt, 
^^te  dieselbe  innerhalb  der  Grenzen  O^'^sOOB  und  O^'^^yOlO  fällt. 
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TTT.    Heber  einige  Integralformeln.  —  Setzt  man  znr  Abkürzni 
j/^  -j-  j3«  s=  Q  und  arciang  -^  ==  6,  so  gelten  bei  positiven  a  die  bekannt« 

Formeln 

r^M-i  e-"' cos ßxdx^  mcos^^ 

deren  rechte  Seiten  aneh  dnrch 

I\l  +  I^)    cosiiS    ^^^    r(i  +  fi)    Sintis 

ersetzt  werden  können.  Ans  der  letzteren  Form  erkennt  man ,  dass  d 
erste  Integral  für  fi=0  unendlich  wird,  während  das  zweite  in  deuinelbi 
Falle  den  endlichen  Werth  S  erhält,  wie  auch  sonst  schon  bekannt  ii 
Es  scheint  unbemerkt  geblieben  zu  sein,  dass  die  Formeln,  welche  mi 
durch  Differentiation  in  Beziehung  auf  fi  erhält,  ein  ganz  ähnliches  Vc: 
halten  zeigen;  unter  Benutzung  der  zweiten  Form  ergiebt  sich  nämlich 


/ 


00 


*'*"•  Ix  e~''* cos  ßx  dx 
0 

r(i  +  ft)  \  ejtnjie  .  d»  /« + 1)  cos,ie  (     r (i  + ,.)  cosne 


tf" 


00 


I  xf^-  Wo:  ^  -«'  5f>i  ßx  rf.r 
0 


_r{l+fA)  i  (iScosfie-^siniiS  _  lg  *iw  fiS  l       J^(l  +  fi)  sin  nS 
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Für  fi=0  wird  der  erste  Integralwerth  unendlich,  der  zweite  aber 
endlich  =  [—  /^  +  T (1)]  6,  d.  i.  weil  T (1)  =  —  0,5772156 . , .  =  —  C 

1 )      A  ( J )  ^  "  "'  ^V^  rf  a:  =  [C  +  4  /  (o«  +  /J »)]  arctang  ^  . 
0 

Die  sweite  der  ursprünglichen  Formeln  gilt  übrigens  auch  für  a=0, 
veno  fi  swischen  — 1  und  + 1  ü^gt;  man  kann  daher  die  vorliegende  For- 
mel gleichfalls  für  o=0  in  Anspruch  nehmen,  wodurch  entsteht 

"    /(i)^.'.=(c+'flf  i»». 

0 
Hieraus  leitet  man  ohne  Mühe  die  folgenden  zwei  Integral  wert  he  ab 

'>  /(i)  -^If^^,.^  •- 1.+  s,(.--^)l,  ,>.. 

0 

0 
Die  letzte  Formel  lässt  sich  wieder  zur  Entwickelung  des  Integrals 


00 


r  / l\sin2ykX  —  2^sinx  sin{2n+l) 

*      J     \x  /  X  sinx 


0 
^nutzen.    Es  ist  nämlich 

00 


s,^  fi(L)  !^Llüf  'Jl^^n+Jllax 

J     \x  /        X  sin  X 


CO 


_2,/,(i)'^J)frf^ 


^nd  wenn  man 

$inl2n  +  l)x  ■.      ,  .  .         . 

^— ^ =  1  +  2  (cos  2a:  +  cos  4a:  +  ...  +  C05  2/ix) 

sinx  ^  ' 

*^tst,  80  giebt  die  Ausführung  aller  Integrationen  . 

5»=f  l(l~2^)^'+U^f*)-2f4/(2w+l) 

\1 — \k    2 — fi        n  —  f*/' 
^obei  fi  switehen  0  und  1  liegen  muss.    Aus  der  bekannten  Formel 

1.2.3...«.«''-*  ,  . 

n^)=^%(p+i)(p+2)...(p+„_,)'  ("=«>) 

'•V  weiter 
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» ^.^■-^•*'* 


■r{i  +  ,i)         J(i_p)(2_p)...(„_p)       i 

und  es  kann  daher 

(i4-fi)(2  +  >i)-..(>«+ft) _  ,^ rr(i-H)  ,   1 
(1-^)  (2-^) . . .  («-M)-"    Lr'd  +  K)  "*■  'J 

gesetzt  werden ,  wo  s  gegen  die  Null  convergirt ,  wenn  n  unendlich  w 
Hiernach  ist 

and  bei  unendlich  wachsenden  n 

Andererseits  lässt  sich  Lim  S^g  unmittelbar  nach  dem  Dirichlet^f 
Satze 


QO 


0 
bestimmen,  indem  man 

nimmt;  dies  giebt 

/2\(1— 2tt)7C       /2     .  ^4     .    ^  /6     . 

\  Ä  /  2  1  2  3 

Vergleicht  man  die  beiden  Werthe  von  Lim  S«  und  beachtet ,  dast 

r(i-^)  ^  r(^)r(i— p)  ^ « 

r(i  +  p)        p  [r(^)]»        ^  [r(,.)]«  m ,.  t, 

ist,  so  gelangt  man  zu  der  folgenden,  unter*  der  Bedingung  0  </i  <  1 
tigen  Reihenentwickelung 

iriii)  =  {l— (i)  l7t  +  {^-^  (i)C  ^  II sin  (in 

TC   M  2  3  ' 

Im  Wesentlichen  stimmt  dieses  Resultat  mit  demjenigen  Übercin , 
ches  Kummer  auf  ganz  anderem  Wege  gefunden  hat.  (Crelle*s  Jou 
Bd.  35.) 

XX.    Hote  über  die  Integration  der  Gleichung: 

1)      (a«  +  6^)y<")  +  (ai^i  +  Ä„-ia:)y<— »>  +  ...  +  («. +^ar)y 

Von  Simon  Spitzer  ,  Professor  des  Merkantilrechnens  an  der  Wiener  ] 
delsakaderoie. 
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^»»^»l^^^^%^#^^^^^»^»^^^^^^^^>^^^->. 


Wir  setzen,  geleitet  durch  die  Arbeiten  des  Herrn  Petzval,  das  In- 
tegnü  der  Gleichung  1)  in  folgender  Form  voraus : 

2)  y=^[«^n 

in  velcher  nach  vorgenommener  A  maliger  Differation  statt  u  die  constante 
Zah'  a gesetzt  werden  muss.  Die  Aufgabe  ist  nun,  für  ^'einc  solche  Func- 
tion von  u,  und  für  h  und  a  solche  constante  Zahlen  zu  finden,  dass  der 
Aoadrack  2)  der  Gleichung  1)  identisch  Genüge  leistet 

Schreiben  wir  vorerst  die  Gleichung  2)  folgendermnssen : 

dann  ist 

,  QDd  diese  Werthe  in  1)  substituirt  geben : 

3)  j^  [((«„  «"  +  ««-1  "»-*+..  + '/,  u  +  a,) 

+  X  (6,M» + 6«_i  M*-^ + . . + ^  w + bS)  c*"  jy\i  =  0. 

Setzen  wir  nun  der  Kürze  halber : 

a„M"  +  a,_iM"-^  +  . . .  +//,  u  +  «0=  Uq 
bn  M"  +  6«_i  M»-^  +...  +  b,u  +  b^^U,, 
•^  geht  3)  über  in 

^nd  diese  Gleichung  soll  nun  identisch  stattfinden. 
Damit  aber 

'^'^  K  =  a  identisch  werde,  ist  es,  wie  wir  bemerkt  Iiaben,  erroiderlich,  dass 

ff)  * 

^*«  Gleicbang  5)  in  die  Form 

S^bracht  werden  könne,  denn  führt  man  die  hier  vorkommende  A malige 
"^^fferentation  wirklich  aus ,  so  erhält  man 


7) 


d  u*+* 


du^ 


8  für  ti  =  a  in  der  That  identisch  wird ,  wenn  nur  v.   4. ,  für  t/  =  a  nicht 

MUekrift  f.  Mmtbtmäiik  u,  i'hysik.   VJI,  4.  \\^ 
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-*^'%'»   •• 'S -..^--«/^■' 


Wir  setzen  daher 

8)  iüo+U,x)e^'ff''={u  —  a)^^  —  hg>. 

Damit  diese  Gleichung  stattfinden  könne,  muss  ofifenhar  (p  die  Perm 
hahen  : 

woselbst  2  eine  Function  von  u  vorstellt,  und  setzt  man  (p  in  dieser  Form 
voraus ,  so  hat  man : 

d  " 

oder  beiderseits  durch  <;"*  dividirt 

9)  {ü,+  U,x)JF={u  —  a)^^—hz  +  {u-a)xz. 

Diese  eine  Gleichung  zerfallt  nun  in  folgende  zwei  Gleichungen: 

10)  Uw=iu-a)ll-H^^ 

I  U,W={u-a)z, 

und  diese  zwei  reichen  hin  zur  Bestimmung  von  z  und  fV.  Sucht  man  näm- 
lich aus  der  untern  Gleichung  z  und  setzt  dies  in  die  obere  Gleichung,  so 
erhält  man ,  da 

z  =  — - — 
u  —  a 

ist, 

C  ti  U  —  tt 

Hieraus  folgt : 
somit  ist 


>')     -iÄ[<=^'"*^^;'"]!. 


Das  eben  gefundene  y  ist,  wenn  h  Null  oder  eine  ganze  positive  Zahl 
bedeutet  (und  unter  dieser  einzigen  Voraussetzung  ist  die  ganze  bisher  ge- 
führte Analysis  tadellos)  und  a  ganz  willkürlich  ist,  im  allgemeinen  gleich 
Null,  denn  differenzirt  man  man  einen  Ausdruck  der  Form 

Amal,  so  erhält  man  einen  Werth,  der  für  »/  =  «  verschwindet,  wenn  näm- 
lich weder  tf;  (a) ,  noch  einer  der  folgenden  Dififereutialquotienten 

unendlich  gross  ist. 

Aber  anders  ist  es  in  dem  speciellen  Falle,  wo  a  eine  Wurael  der 
Gleichung  11^=^0  ist.   Setzen  wir  voraus,  dass  t/  =  oeine  einfache  Wurzel 
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der  Gleichung  ü^  =  0  ist,  und  dass  j^^  in  Partialbrüche  zerlegt,  unter  an- 

deren  den  Partialbruch gebe.     In  diesem  Falle  hat  sodann  u  die  Form 

u — o 

wo  F(u)  eine  Function  von  u  ist,  die  fttr  u=a  weder  Null  noch  unendlich 
wird ,  and  selbe  vereinfacht  sich  noch ,  wenn  man  die  willkürliche  Zahl  h 
gleich  — A  setzt,  denn  dann  ist: 

,, Sind  daher  u  —  a,  u  —  ß^u  —  y,  ...  einfache  Factoren  von  ITj,  und 
giebt  —  in  Partialbrüche  zerlegt,  unter  Anderem  die  Partialbrüche 

A  B  C 

SO  hat«  wenn  Ay  B^  C^  ..,  ganze  negative  Zahlen  bedeuten,  die  vorgelegte 
Gleichung  folgende  particuläre  Integrale : 


a 


ß 


i 
< 

y 

anter  C, ,  C,,  C,...  willkürliche  Constante  verstanden. 
So  bat  man  z.  13.  für  die  Gleichung 

in  welcher  n  eine  ganze  positive  Zahl  bedeutet, 

Uo  ,      n 

nnd  ein  particuläres  Integrale  obiger  Differential-Gleichung  ist  daher 


=i.^[«"-']i.- 


Die  eben  vorgetragene  Methode  setzt  voraus ,  dass  IT,  =  0  den  Factor 
«f  =  et  nur  einmal  habe,    kommt  aber  u  =  a  wiederholt  in  U^  vor,  so  gilt 

diese  Methode  nur  in  einem  sehr  speciellen  Falle,  nftmlich  dann,  wenn  jy 

in  Pariialbrüche  zerlegt  unter  anderen  den  Partialbruch  hat: 

A_  . A^ » ^t 

u  —  o      (w  —  o)*       (u  —  er)'"*' 

woselbst  A  ganz  und  negativ,   ^| ,  A^,,,  aber  bäniml\\c\i  ^\^\c\l^v)^\  «v\)l\« 
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Zum  Schlüsse  erlauben  wir  uns  noch  eine  Bemerkung.     Herr  I 
hat  zuerst  particuläre  Integrale  der  Gleichung  1)  in  der  Form 

dargestellt  (siehe  dessen  Werk  über  Integration  der  linearen  Differ 
glcichungen,  I.  Band,  2.  Abschnitt,  §  4,  und  II.  Band,  5.  Abschnit 
und  das  ist  gewiss  sehr  verdienstlich.  Aber  der  Weg,  den  er  eingescl 
um  zu  diesen  particulftren  Integralen  zu  gelangen,  ist  dunkel  und  ä 
beschwerlich ,  und  der  von  ihm  gegebenen  Methode  fehlt  die  nothw 
Strenge. 

Wir  glauben,  dass  die  von  uns  hier  gegebene  Methode  sowohl  d« 
Forderungen  der  Strenge  als  auch  denen  der  Kürze  genügt. 


XXL    TTeber  einra  geometriBohen  Sati  von  Mao  Lanrin. 

Sectio  III,  §.  98   des  Appendix  zu  seinem  Trealise  of  Algebra  stell 

Laurin  folgenden  Satz  auf: 

Wenn  durch  den  Schwerpunkt  S  eines  Dreiecki 
eine  Gerade  gezogen  wird,  welche  CB  in  {7,  BA  in  l 
die  Verlängerung  von  AC  in   F  schneidet,  so  ist  im 


US  ^  rs     WS' 

Am  einfachsten  dürfte  sich  dieses  Theorem  mittelst  der  Tra 
salentheorie  beweisen  lassen.  Bezeichnet  man  nHmlich  die  Mitte 
Seiten  BC,  CA,  AB  mit  ^,,  P, ,  C,  und  betrachtet  ^  Z?  als  Transv 
des  Dreiecks  A^  US,  so  hat  man 

AjB    UW    SA 
Tu  '  WS  '  AA^ 
d.i.  wegen  A^B=^BC,  SA^^AA^, 

UW_^  BU 

lrs~'^BC 

oder,  wenn  ÜWin  ÜS+  WS  zerlegt  wird, 

US         _    BU 

^^  'ws^^~^Fc' 

Sieht  man  zweitens  AC  als  Transversale  des  Dreiecks  BUS  t 

hat  man 

BC    UV    SB^ 

CU'  VS*  B^B 

d.  i.  wegen  5i?j  =  ^  J?,  5 

Uy_    CU 

VS~^BC 
oder,  wenn  UV  durch  FS —  US  ersetzt  wird, 


'=1 
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Die  Summe  der  Gleichungen  1)  und  2)  ist 

US       US_ 
WS      VS~^' 
und  hieraus  folgt  augenhlicklich  der  zu  beweisende  Satz. 

München.  E.  v.  Hunyadt  aus  Pesth. 


XXn.  Hotix  nach  M.  A.  Cayley.  Philosoph.  Magaz.  Vol.  XIII,  vierte 
Beihe.   Von  Dr.  Wilh.  Fiedler. 

In  den  Annalen  von  Gergonne  (T.  XI,  p.  205)  geben  Brianchon 
und  Poncelet  den  Satz,  nach  welchem  eine  gleichseitige  lly- 
perbel,  welche  durch  die  Eckpunkte  eines  Dreiecks  geht, 
inch  den  Durchschnittspunkt  seiner  Höhen  enthält;  (Man 
Tergleiche  Analyt.  Geom.  d.  Kegelschnitte,  Art.  230,  Aufg.  1.)  Derselbe 
Ifast  sich  als  ein  specieller  Fall  des  anderen  Satzes  betrachten,  nach 
welchem  die  Kegelschnitte,  welche  durch  dieselben  vier 
Pnnkte  gehen,  mit  einer  beliebigen  geraden  Transversale 
ein  System  involutorischer  Segmente  bestimmen. 

Denn  man  schliesst  daraus  zunächst  das  Folgende.  Ist  E  ein  Kegel- 
schnitt, welcher  von  einer  geraden  Linie  L  in  Punkten  geschnitten  wird, 
die  zn  jedem  der  beiden  Punktenpaare ,  in  welchen  dieselbe  gerade  Linie 
l  zwei  andere  Kegelschnitte  S  und  S^  schneidet,  conjugirt  harmonisch  sind, 
•0  hat  jeder  Kegelschnitt  5, ,  der  mit  S  und  S^  durch  die  nämlichen  vier 
Punkte  geht,  die  nämliche  Eigenschaft,  iif  L  ein  Punktpaar  zu  bestimmen, 
welches  durch  die  Punkte  des  Kegelschnittes  E  harmonisch  getrennt  wird. 

Als  ein  specieller  Fall  davon  ergiebt  sich  der  Satz:  Jeder  Kegel- 
schnitt, welcher  durch  die  vier  Schnittpunkte  zweier  rec- 
^^Qgnlären  Hyperbeln  geht,  ist  selbst  eine  rectanguläre 
Hyperbel. 

Und  daraus  entspringt  der  Brianchon  •  Poncelet'sche  Satz  ebensowohl, 
wie  der  ganz  elementare,  dass  in  einem  Dreiecke  das  dritte 
Höhenperpendikel  durch  den  Durchschnittspunkt  der  hei- 
^«ö  ersten  geht. 

Hau  sieht,  dass  dieser  Satz  sich  dem  über  Kreise  zur  Seite  stellt, 
'welcher  aussagt,  dass  jeder  Kegelschnitt  ein  Kreis  sei,  welcher 
^io  vier  Durchschnittspunkte  zweier  Kreise  enthält,  welcher 
»ko  durch  die  imaginären  unendlich  entfernten  Kreispunkte  geht. 

Analytisch  kann  dem  Beweis  des  Brianchon -Poncelet'schen  Satzes 
die  folgende  Gestalt  gegeben  werden.    Der  Kegelschnitt 

11t  dem  Fundamentaldreieck  umschrieben ,  wenn  man  hat 

a=-=0,     a'  =  0,     rt"  =  0 
Unalyt  Geom.  d.  Kegelschn.,  Art.  134,  271). 

Derselbe  ist  aber  eine  rectanguläre  Hyperbel,  ytqi^tv m%xv Vi^V. 
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»■.<^^w.rf^^w^*^^* 


a  +  a  +  a"  =  2  (b  cos  A  +  b'  cos  B  +  h"  cos  C) 
(vergl.  a.  a.  O.  Art.  64,  Anfg.  9  und  Zusatz  V,  p.  596);   somit  eine  dem 
Fundamentaldreieck  umschriebene  Hyperbel,  wenn 

bcosA  +  b'cos  B  +  b"  cos  C  =  0 
ist.    Eine  solche  enthält  somit  den  durch 

o  cos  A=^  ß  cos  B  =  y  cosC 
bestimmten  Punkt,  d.  h.  den  Durchschnittspunkt  der  Höhen  (Tergl.  a.  a.O. 
Art.  64,  Aufg.  3). 


ZXIIL  Eine  Ergänzung  dei  Satzei  über  die  Involntioii  «mei  Kegel- 
ichnittbfticheli.    Von  Dr.  Wilh.  Fiedleb. 

Jede  gerade  Transversale,  welche  durch  eine  der  Ecken 
des  sich  selbst  conjugirten  Dreiecks  eines  durch  dieselben 
vier  Punkte  gehenden  Büschels  von  Kegelschnitten  gezogen 
ist,  bestimmt  mit  den  Kegelschnitten  des  Büschels  und  den 
Gegenseitenpaaren  und  Diagonalen  seiner  viereckigen  Ba- 
sis eine  Involution,  welche  jene  Ecke  und  denDurchschnitts- 
punkt  mit  der  Gegenseite  des  sich  selbst  conjugirten  Drei- 
ecks zu  ihren  Doppelpunkten  hat.       • 

Diese  Punkte  bleiben  für  alle  diejenigen  Involutionen  Doppelpunkte, 
welche  durch  Kegelschnittbüschel  erzeugt  werden,  denen  das  nümliche 
Dreieck  als  das  sich  selbst  conjujgirte  entspricht. 

Den  dualistisch  entsprechenden  Satz  über  die  involutorischen  Strahl- 
büschel erhält  man  leicht. 

Es  ergiebt  sich  daraus  die  folgende  Construction ,  die  zugleich  auch 
den  Beweis  zu  fiihren  geeignet  ist. 

Sei  ABCD  das  Viereck,  0  der  Durchschnittspunkt  seiner  Diagonalen, 
JE,  F  die  Durchschnittspunkte  seiner  Gegenseitenpaare,  T  eine  beliebige 
durch  0  gehende  Transversale,  welche  die  Gegenseitenpaare  AB^  CD]  BC^ 
DAm  den  Punkten  a,  «';  6,  b'  respective,  die  Gerade  EF  aber  in  0'  schnei- 
det, so  sind  0,  0'  die  Doppelpunkte  der  Involution  aa\  bb\  Betrachtet 
man  nnn  die  in  F  sich  schneidenden  Vierecksseiten  als  fest,  die  Diagonale 
AC  als  sich  um  0  drehend,  so  dass  sie  in  ihren  aufeinander  folgenden 
Lagen  die  Punktereihen  A\  A'\  A"\  . .,  C,  C",  C" . .  .  in  den  festen  Sei- 
ten bestimmt,  so  liefern  die  Geraden  EA\  EC'\  EA'\  EC"-,  EA'*\  EC" 
etc.  in  der  Transversale  Tdie  Punktenpaare  und  Segmente  cc\  dd\  ee  etc., 
welche  sämmtlich  der  gegebenen  Involution  angehören. 


juULV.  lieber  den  Knbik-  nnd  Oberfläoheninhalt  sftmmtlicher  ein- 
ÜEichen  Formen  des  regelmässigen  Xrystallsystems.  Von  Dr.  F.  Dellmanh. 

Zum  Verständniss  dieser  Abhandlung  sind  krystallographische  Vor- 
kenutDisae  nicht  erforderlich.     Da  die  besprochenen  Formen  in  der  Natur 
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Torkommen,  so  liefert  das  Nachfolgende  einen  Beitrag  zu  der  auch  auf 
andern  Gebieten  der  Naturwissenschaften  vorkommenden  Einfachheit  der 
Ouetsmässigkeit  der  Erscheinungswelt. 

Denken  wir  uns  3  auf  einander  rechtwinklige ,  gleiche  Gerade  sich  im 
gemeinsamen  Kreuzungspunkte  halhirend  und  auch  um  jeden  ihrer  0  End- 
ponkte  8  Ebenen  gelegt  in  der  Weise,  dass  jede  Ebene  von  den  beiden  an- 
dern Oeraden  die  Stücke  m  und  n  abschneidet ,  welche  beide  grösser  sind 
als  jenes  sur  Einheit  angenommene,  und  m^/i.  Nach  den  Entdeckun- 
gen von  Weiss  sind  m  und  n  kleine  ganze  Zahlen  oder  Brüche,  welche  sich 
dnrch  kleine  ganze  Zahlen  darstellen  lassen. 

Der  Körper,  welcher  auf  diese  Weise  entsteht,  heisst  Hexakisoktaeder 
oder  Oktakishexaeder ,  wird  von  48  ungleichseitigen,  spitzwinkligen  Drei- 
ecken begrenzt ,  hat  also  72  Kanten  von  dreifacher  Art ,  lange,  mittlere  und 
knne;   ferner  26  Ecken  von  dreifacher  Art,  nämlich  6  achtseitige,  an  wel- 
elien  die  langen  und  mittleren ,  8  sechsseitigen ,  an  welchen  die  langen  und 
kurzen ,  und  12  vierseitige ,  an  denen  die  mittlem  und  kurzen  Kanten  ab- 
wechseln.  Die  6  Ecken  sollen  Oktaederecken,  die  8  Ecken  Hexaederecken 
und  die  12  Ecken  Dodekaederecken  heissen.     le  zwei  gegenüberliegende 
Ecken  werden  durch  eine  Gerade  verbunden,  welche  Achse  heisst;  der  Kör- 
per hat  also ,  wenn  wir  die  Achsen  nach  den  Ecken  benennen,  3  Oktaeder-, 
4  Hexaeder  -  und  0  Dodekaederachsen.     Durch  die  drei  Oktaederachsen 
wird  der  ganze  Kaum  der  Form  in  8  Octanten  getheilt;   die  Dodekaeder- 
Acbaen  halbiren  die  rechten  Winkel  der  Oktaederachsen,  gehen  also  mitten 
zwischen  2,  die  Hexaederachsen  aber  mitten   zwischen  3  Octaederachscn 
nindorch;    die  beiden  Perpendikel  ans   einem  Punkte  einer  Dodekaeder- 
*«hse  auf  die  beiden  Oktaederachsen  desselben  Quadranten ,  sowie  die  3 
'^^rpendikel  aus  einem  Punkte  einer  Hexaederachse  auf  die  3  Ebenen  dcs>- 
'^'beii  Oktanten  sind  einander  gleich. 

Das  Hexakisoktaeder  ist  der  Repräsentant  von  noch  6  anderen  For« 

^9^.      Nach  dem  Obigen   schneidet  jede  Ebene   oder  Krystallflftchc   des 

'''^^^kisoktaeders   von  den   drei  Oktaederachsen  die  Stücke  a,  ma  und  na 

*^>     \ifo  m  und  n    unveränderlich  sind.      Setzen  wir  m  =  i  und  n  =  l,  so 

bab^^  wir  das  Oktaeder,  blos  m  =  l  das  Triakisoktaeder,  tn  =  n  aber  <  1 

^^    Ikositetraeder ,  m  =  1  und  n  ==  oo  das  Rhombendodekaeder,  m  >  1  und 

''^^^^  oo  das  Tetrakishexaeder,  m  =  /i  =  QO   das  Hexaeder.  Man  sieht  also, 

das^    das  Verhältniss,  welches  die  3  von  den  Oktaederachsen  abgeschnit- 

^^^13  Stücke  bilden,  alle  möglichen  Fälle  erschöpft;    beim  Oktaeder  sind 

^^^   ^Ue  3  gleich;  beim  Triakisoktaeder  sind  2  gleich,  das  dritte  ist  kleiner; 

beixt^  Hexakisoktaeder  sind  sie  alle  ungleich;    beim   Rhombendodekaeder 

^^^^en  nur  zwei  gleiche  abgeschnitten ;    beim  Tetrakishexaeder  nur  2  un- 

S^^iche;   beim  Hexaeder  wird  nur  eine  Oktaederachse  geschnitten.     Durch 

^^^setsung  bestimmter  Wcrthe  in  die  Formeln   für  das  Hexakisoktaeder 

^^nen  also  alle  Formen  erhalten  werden. 
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'-^^  ^N*   «^  ^  ^-^ 


Es  kann  aucli  die  Hälfte  der  48  Flächen  den  Ranm  vollstündig  begre: 
zen.  Wenn  man  sich  die  an  den  mittleren  Kanten  liegenden  abwechael 
den  FlHchenpaare ,  oder  die  an  den  abwechselnden  Hexaederecken  liege 
den  Flächengrnppen  bis  zum  Verschwinden  der  andern  Flächen  erweit< 
denkt,  so  entstehen  2  Formen,  von  denen  G.  Kose  die  erste  Hemioktak 
hexaedcr,  die  andere  Hemihexakisoktaeder  nennt.  Im  Gegensatze  za  d 
sem  hemiedrischen  Formen  heisst  das  Hexakisoktaeder  eine  homoedriscl 

Wenn  man  die  soeben  ausgesprochenen  beiden  Ableitungsgesetze  i 
die  hemiedrischen  Formen  scharf  ins  Auge  fasst,  so  wird  man  leicht  erkc 
nen ,  dass  nach  der  Art  der  Erzeugung  des  Hemihexakisoktaeders  dieje 
gen  homoedrischen  Formen  mit  ihren  hemiedrischen  zusammenfallen  ml 
S€ta,  deren  Flächen  an  mehr  als  eine  Hexaederecke  stossen;  es  sind  d 
das  Rhombendodekaeder,  das  Tetrakishexaeder  und  das  Hexaeder,  welc 
also  ihre  eignen  hemiedrischen  Formen  sind  nach  dieser  Ableitung.  Ebei 
können  nach  der  Art  der  Ableitung  des  Hemioktakishexaeders  diejenig 
homoedrischen  Formen  keine  Extraformen  haben,  deren  Flächen  entwec 
an  mehr  als  eine  Oktaederecke  stossen,  wie  beim  Oktaeder,  Triakisc 
taeder  und  Rhombendodekaeder,  oder  an  mehr  als  eine  Dodekaederec) 
wie  beim  Iko»itetraeder  und  Hexaeder.  Ist  die  Erweiterung  eines  na 
dem  Ableitungsgesetze  in  Betracht  kommenden  Theils  einer  Fläche  c 
übrige  Theil  dieser  Fläche,  so  muss  die  homoedrische  Form  mit  der  hei 
edrischen  übereinstimmen.  Deshalb  giebt  es  nach  beiden  Ableitunj 
gesetzeu  im  Ganzen  nur  6  Exträformen,  nach  dem  ersten  Gesetze  das  fi 
mioktakishexaeder  und  Hemitetrakishexaeder ,  nach  dem  zweiten  das  I: 
mioktaeder,  Hemitriakisoktaeder ,  Hemiikositetraeder  und  Hemihexak 
Oktaeder.  Für  die  Praxis  ist  dies  besonders  wichtig,  weil  nur  diejenig 
homoedrischen  Formen  mit  hemiedrischen  in  Combination  vorkommen  kj 
nen ,  welche  nach  demselben  Ableitungsgesetze  ihre  eigenen  hemiedrisch 
sind.  Die  demselben  Ableitungdgesetze  unterworfenen  Formen  bilden  ei 
Gruppe,  welche  man  eine  Krystallreihe  nennt,  deren  es  also  im  nnreg 
massigen  System,  in  dem  System  mit  3  auf  einander  rechtwinkligen  n 
gleichen  Achsen,  drei  giebt,  die  Krystallreihe  des  Hexakisoktaeders  oc 
homoedrische,  die  des  Hemioktakishexaders  oder  parallelförmig ' hemied 
sehe ,  und  die  des  Hemihexakisoktaeders  oder  geneigtfiächig  -  hemiedrisc] 
Dies  dient  auch  zum  Verständniss  der  nachfolgenden  Uebersichten. 

Um  die  Formel  für  den  Kubikinhalt  dec  Hexakisoktaeders  zu  erhalt 
denke  man  sich  dasselbe  aus  48  gleichen  Pyramiden  bestehend ,  von  den 
je  6  mit  ihrer  Spi/ze  an  einer  Hexaederecke  zusammenstossen.  Die  Grui 
flächen  derselben  sind  also  von  einer  halben  Oktaederachse  (==  1) ,  eil 
halben  Dodekaederachse  und  einer  mittlem  Kante  umschrieben.  Die  ha] 
Oktaederachse  sei  die  Grundlinie,  ein  Perpendikel  aus  der  Dodekaed 
ecke  auf  die  Oktaederachse  die  Höhe  der  Grundfläche.  Dieses  Perpendil 
schneidet  ein  Stück  der  Grundlinie   (vom  Mittelpunkte  des  Krystalles 
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gerechnet)  ab,  welches  ihm  (dem  Perpendikel)  gleich  ist;  beide,  Perpen- 
dikel and  Segment  der  Grundlinie,  sind  die  Katheten,  die  halbe  Do- 
Mtederacbse  ist  die  Hypothenuse  eines  gleichschenkligen,  rechtwinkligen 
Dreiecks,  da  die  Dodekaederachse  den  rechten  Winkel  zweier  Oktaeder- 
ichieo  halbirt.  Die  mittlere  Kante  schneidet  Über  die  Dodekaderecke 
kisAHi  die  andere  Oktaederachse  in  der  Entfernung  m  vom  Mittelpunkte. 
h  der  Fig.  0,  Taf.  I  bezeichnet  a  die  Oktaederecke,  b  den  Fusspunkt  des 
Perpendikels,  c  den  Mittelpunkt  des  Krystalles,  e  die  Dodekaederecke 
ud  d  den  Punkt,  wo  die  verlängerte  mittlere  Kante  ae  die  andere  Ok- 
Uederachse  trifft.  Hier  ist  also  ac  =  1  und  cd=m]  ce  halbirt  den  rech- 
ten Winkel  acd.     Wir  haben  also  die  Proportion,  wenn  wir  bc=zbe  =  p 

•etxen:  1 :  m  =  1  — p  :p ,  also  m  +  l  :m  =  l  :p  und  p  =  — — -  .    Folglich 

i«t  der  Inhalt  der  GrundflÄche:    --^ — r- -r.     Dieser  ist  also  noch  mit  einem« 

2(m+l) 

Drittel  der  Höhe  zu   multipliciren ,   um  den  Inhalt  der  Pyramide  zu  er- 

btlten. 

Diese  Höhe  ist  das  Perpendikel  aus  einer  Hexaederecke  auf  eine  der 

3 Ebenen,  welche  den  zugehörigen  Oktanten  begrenzen;  es  heisse  p'  und 

Kg.  10,  Taf.  I  zeige  seine  Construction.     Hier  sei  h  die  Hexaedereckc, 

< der  Mittelpunkt ,  6  eine  Oktaederecke,   c  und  p  zwei  Dodekaederecken, 

Also  ch  und  hp  zwei  kurze  Kanten,  he  das  gesuchte  Perpendikel;   also 

«*  =  1,  ad  =  m  =  ar^  af=r^n\  cq  ein  Perpendikel  aus  der  Dodekaeder- 

€cke  auf  dieselbe  Ebene  daf.     Die  beiden  Ebenen,  welche  sich  in  der 

Kurten  Kante  ch  schneiden,    gehen    nach   der   Voraussetzung    durch   /*, 

Mhneiden  von  a/*ein  Stück  =/i  ab;  also  geht  ihre  Durchschnittslinie  auch 

durch/*;  folglich  auch  die  Ebene,  der  beiden  Perpendikel  he  und  cq,     Ist 

<)^ein  Perpendikel  von  e  Auf  af^  so  ist  oe  =  ?ie^  aa  auch  die  Projectionen 

der  3  Perpendikel   diesen  gleich   sind.     Wir  haben   nun  die  Proportion: 

^iaf=^oe:af — aOj   wo  ao  ebenfalls  =p'.     Setzen  wir  die  gleichen 

Werthe  ein : 

:n:=ip  :n  —  p  ,  oder   — — - :  — — -  +  w  =  P  :  « , 


m  +  1  '^  "  '  m  +  \    m  +  \ 

also 


mn 
P  = 


mn  +  m  +  w 
^<>Jglich  ist  der  Inhalt  einer  solchen  Pyramide : 


m  mn  m^n 


2(m  +  1)  '3(m/i  +  m  +  n)       0(m  +  1)  mn  +  »i  +  «)' 
tU  der  48  Pyramiden : 


Sm^n  2m  2mn 

=  2. 


(m  +  1)  {mn+m+n)         *m  +  l'mn  -\-  m-^  n' 
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und  setzen  wir  die  ganze  Oktaederaclise  =  1 ,  so  ist  der  Inhalt  des  Hex 
kisoktaeders : 

m'it 


(m  +  1)  {mn  +  m  +  ny 

Daraus  ergiebt  sicli  folgender  Satz: 

Der  Inhalt  des  Hexakisoktaeders  ist  ein  Product  ans  der  ganz 
Oktaederachse,  dem  doppelten  Perpendikel  ans  der  Dodekaederecke  i 
die  Oktaederachse  und  dem  doppelten  Perpendikel  ans  der  Hexaederec 
auf  die  Ebene  zweier  Oktaederachsen. 

Oder:  Der  Inhalt  des  Hexakisoktaeders  ist  das  Product  der  doppelt 
Perpendikel,  welche  ans  den  drei  derselben  Krystallfläche  angehörig 
Ecken  auf  die  Ebene  zweier  Oktaederachsen  gefällt  werden. 

Die  speciellen  Werthe  der  bekanntesten  Formen  sind,  wenn  die  gan 
Oktaederachse  =  1  gesetzt  wird : 

Hexaeder  a  :  oo  a  :  oo  a  ==  1. 

Oktaeder  a  :a  :  a:^==  ^, 

Dodekaeder  a:a:  ao  a  =  ^. 

Ikositetraeder  a:2a:2a  =  ^. 

Ikositetraeder  a:Za  :Za  =  J^f. 

Triakisoktaeder  a:a:2a  =  ^. 

Triakisoktaeder  a:a:^a  =  y'^. 

Tetrakishexaeder  a  :  ^a  :  ao  a  =  f^. 

Tetrakishexaeder  a  :  2«:  oo  a  ^=  -J. 

Tetrakishexaeder  a:  ^a:  (X>  az=  J^. 

Tetrahishexaeder  a:Za:  oo  a=i  ^, 

Hexakisoktaeder  a  :  |ä  :  da  =  ^^. 

Hexakisoktaeder  a  :  Ja  :  4a  =  |. 

Hexakisoktaeder  a  :  2a  :  4a  =:  ^*i . 

Hexakisoktaeder  a  :  J  a  :  7  a  =  j*,V 
Hexakisoktaeder  a  :  y  «  :  ^  a  =  ^  J^. 

Ist  blos  it  =  00 ,  so  kann  die  Formel  durch  diese  Grösse  aufgehobi 

werden;  dann  ist  sie:  ; — r— ^'   Darin  liegt  der  Grund,  warum  der  Kub 

(m  +  iy 

inhalt  der  Tetrakishexaeder  stets  ein  Quadrat  sein  muss.  Die  Anschaui^ 
der  Form  zeigt  Dasselbe,  da  die  Höhe  der  Grundfläche  sowohl,  als  ac: 
die  Höhe  der  Pyramide  selbst  die  halbe  Kante  des  Würfels  ist,  welcher" 
der  Form  steckt. 

Denken  wir,  um  den  Oberflächeninhalt  zu  bestimmen,  das  Hexaltf 
Oktaeder  aus  48  Pyramiden  bestehend,  deren  Grundflächen  Krystallfläcb" 
sind ,  welche  also  mit  ihren  Spitzen  im  Mittelpunkte  zusammenstossen , 

erhält  man  den  Oberflächeninhalt,  wenn  man  den  Kubikinhalt  durch 
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dividirt,  wo  also  p"  ein  'Perpendikel  vom  Mittelpunkte  auf  die  Krjstall- 
illcbe  bezeicbnct.    Dies  p"  ist  leicht  in  folgender  Weise  zu  finden. 

Man  verbinde  den  Fusspunkt  dieses  Perpendikels  mit  den  Punkten, 
wo  die  Elrjstallfläche  die  drei  Oktaederachsen  schneidet;   die  drei  abge- 


'/       ##       »t 


lehnittenen  Stücke  sind  1 ,  m  und  n.     Dann  sind  die  Brüche  ^ ,    — ,  ^ 

1      m       w 

die  Cosinus  der  Winkel,  welche  p"  mit  den  drei  Oktaederachsen  bildet; 

tlso  ist  nach  einem  bekannten  stereometrischen  Satze : 


f/r         IV  \         nv       ;r/ 


tlso 


m»w« 


P  = 


m*;j'  4-m*+  n* 


und 


""=""•  j^m'n'  +  m' 


Qnd  wenn  man  die  ganze  Oktaederachse  1  setzt : 

"  —  ^  7  /  ^ 

^    '^  1   V    m»n«  +  m«  +  n»' 

^'olglich  ist  der  OberflächeninhaU : 


(m  +  l)  (m;i  +  m  +  w)  (m  +  1)  (m;j  +  m  +  ;i) 

_   6 HI  (m«/i« +  //**  +  /!*)      ^/  1 

(m~+  1)  (w «  +  m  +  n)  '  A^   m*/j*  +  m*  +  n*' 
nier  sind  die  Werthe  der  obigen  Formen : 

Hexaeder  =         6. 

Oktaeder  =       y%. 

Dodekaeder  =    |  ^2. 

Ikositetraeder  a:2a;2rt=       Y^. 

Ikositetraeder  ö  :  3«  :  3^<  =  ^^  \\\, 

Triakisoktaeder  a  :  a  :  2«  =    J. 

Triakisoktaeder  a  :  a  :  3/<  =    \  Yv^, 

Tetrakishexaeder  a  :  |  a  :  oo  n  =:  ^ J  ^13. 
Tetrakishexaeder  ö  :  2«  :  oo  «  =  |  ^5« 
Tetrakishexaeder  a  :  J  ^/  :  oo  a  =  |J  ^29. 
Tetrakishexaeder  a  :  3«  :  oo  a  =  |  ^lö. 
Hcxakisoktaeder  a  :  |a  :  3a  =  J  j^U. 
Ilexakisoktaeder  a  :  |-a  :  4a  =  ^  ^2(5. 
llexakisoktacder  a  :  2a  :  4a  =^  ^  J/2l. 
Hexakisoktaeder  a  :  |^  a  :  7a  =  J  J  ^59, 
Hexakisoktaedcr  a  :  'j*  a  :  '^^  a  =  ^|  V  V^« 
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Der  OberfiHcheninhalt  ist  nar  dann  eine  rationale  Grösse,  wenn  der 
unter  dem  Wurzelzeichen  stehende  Factor,  oder  vielmehr  dessen  Nenner 
ein  Quadrat  ist.    Dies  ist  der  Fall : 

1)  wenn  m  und  n  unendlich  sind;  dann  verschwinden  m'  und  n* 
gegen  m*«*; 

2)  wenn  n  =  m +  1  ist;  dann  ist  m*n'  +  m*  +  n*=  (iw'  +  m  +  l)'; 

3)  wenn  blos  n  unendlich  und  m^-^l  ein  Quadrat  ist;  dann  ver- 
schwindet m'  aus  der  Summe  und  sie  wird  zu  (m*-t-l)n*.  Dieser 
Fall  kommt  bei  hemiedrischen  Formen  vor. 

Zur  Berechnung  der  hemiedrischen  Formen  wird  derselbe  Weg  ein- 
gehalten. Um  also  den  Kubikinhalt  zu  finden,  werden  die  beiden  Formen 
ebenfalls  aus  48  Pyramiden  bestehend  gedacht,  deren  je  6  mit  ihren 
Spitzen  in  einer  Ilexaederecke  zusammenstossen.  Eine  Verschiedenheit 
in  der  Berechnung  ergiebt  sich  nur  aus  einer  Verschiedenheit  der  Formen. 

Das  Hemioktakishexaeder  ist  von  24  Vierecken  begrenzt  mit  dreierlei 

Seiten;  also  hat  es  auch  dreierlei  Kanten.    Die  langen  und  kurzen  Kanten 

verbinden  die  Oktaederecken  mit  den  Dodekaederecken,  die  mittleren  die 

Hexaederecken  mit  den  Dodekaederecken;  der  mittleren  Kanten  sind  so 

24  . 4 
viel,  wie  der  langen  und  kurzen  zusammen,   also  — ^=24.     An  den 

4 

Oktaederecken  sind  die  abwechselnden  Kanten  gleich,  an  den  Dodekaeder- 
ecken nicht,  sie  haben  nur  ein  Paar  gleiche  Kanten,  zwei  mittlere,  welche 
zu  den  Hexaederecken  gehen.  Da  die  beiden  Kanten,  welche  die  Oktaeder- 
und  Dodekaederecken  verbinden,  verschieden  sind,  so  liegt  die  Dode- 
kaederecke auch  nicht  mehr  im  Endpunkte  der  Dodekaederachse.  Ein 
Quadrant  zweier  Oktaederachsen  hat  die  Form  der  Fig.  11 ,  Taf.  I.  Hier 
ist  also  ac  =  /i,  6c  =  cd=l,  ce  =  m]  bcf  nnd  fcd  sind  die  beiden 
Grundflächen  der  zu  berechnenden  Pyramiden;  bf  ist  die  lange,  fd  die 
kurze  Kanten  Zwei  Seitenflächen  der  Pyramiden,  die  eine  der  einen,  die 
andere  der  anderen  Gruppe  angehörig ,  fallen  also  hier  in  eine  Krystall- 
fläche  zusammen. 

Nach  der  Figur  sind  die  beiden  Flöhen  der  Dreiecke,  nämlich  fg  und 
fhy  leicht  zu  berechnen.  Aus  der  Aehnlichkeit  der  beiden  Dreiecke  c(/a 
und  gfa  hat  man : 

cd'.ca  =  gf:ga  oder  l  :n=zx  :n  — y,  wenn  x  =  gf  und  y  =  fhj 

also 

n—y 

x  = . 

n 

Ferner : 

bc  i  ce^=fh:  he  oder  1  :m  =  y  :m  —  Xy 

also 

m  —  X 

y  = . 

m 
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m(«  — 1) 
a:=— — ,- -   und  y  = 
mn  +  1  -^ 


Ans  diesen  beiden  Gleichungen  findet  man : 

n{m  —  \) 
tnn  +  1 
Also  sind  die  beiden  Grundflächen  ,  welche  zur  Grundlinie  1  haben : 

'  2(mn  +  l)  '  2{mn  +  i) 

Bei  der  Erzeugung  des  Hemioktakishcxaeders  sind   an  jeder  Ilexaeder- 

•cke  drei  Flächen  geblieben,    also  haben  die  Ilexacderecken  ihre  Lage 

behalten,  folglich  stimmt  hier  die  Höhe  der  Pyramiden  mit  der  des  Hexa- 

^isoktaeders  überein.     Der  Inhalt  einer  Pyramide  mit  der  Grundfläche 

*<^/i8t  also: 

tn(n  —  1)  tnn  m'/j'(w  —  1) 

2{mn+  l)  '  3(mwH-m  +  w)       6(mn  +  1)  {mn  +  m  +  n) 
und  mit  der  Grundfläche  fcd: 

n{m  —  1)  mn  tnn*  (m  —  l) 

2{mn+  1)  '  Z{mn  +  m  +  n)       6(mn  +  1)  (mw  + w  +  w)' 
also  der  Inhalt  der  ganzen  Form: 

4m'M  (n — 1  4m«*  (iw — l) 

{mn  +  1)  {mn  +  »i  +  ")       ('W  +  1)  ('ww  +  m  -f-  /j) 

Amn[m{n  —  1)  -f-  « (m  —  1)] Amn{2mn  —  m  —  n) 

{mn  +  l)  {mn -^^m  +  n)  (mw  +  1)  (m/i  •+•  w -(- w)' 

und   >^enn  die  ganze  Oktaederachse  =  1  gesetzt  wird : 

mn  {2mn  —  m  —  n) 
2{mn  -i^l)  {mn-{-m  +  n)' 
Specielle  Werthe  sind  hier: 

Hemitetrakishexaeder 

Hemitetrakishexaeder 

Hemitetrakishexaeder 

Hemioktakishcxacder 

Ilemioktakishexaeder 

Hemioktakishexaeder 

Das  Hemihexakisoktaeder  ist  von  24  ungleichseitigen  Dreiecken  be- 

^""^^zt.     Seine   8  Hexaederecken   zerfallen  in  2  Gruppen,  in  4  stumpfe, 

^^l^he  die  des  Hexakisoktaedcrs  sind,  und  in  4  spitze,  welche  durch  £r- 

^^^"^erung  der  Flächen  jener  4  stumpfen  über  die  mittleren  Kanten  hinaus 

®°^^tehen.     Denken  wir  nun,  wie  bisher,  auch  diesen  Körper  in  derselben 

^ise  aus  48  Pyramiden  bestehend,  so  sehen  wir,   dass  sie  alle  dieselbe 

^ 'Endfläche  haben,  welche  dieselbe  ist,  wie  beim  Hexakisoktaeder;  diese 

^^*^nen  wir  also  schon.     Aber  die  Höhe  der  Pyramiden,  welche   an  den 

^l^^'^zen  Hexaederecken  zusammenstossen ,  ist  grösser,  als  die  der  anderen 

'^'^^  mnss  noch  berechnet  werden.     Wenn  wir  zum  Zwecke  dieser  Berech- 

"^^^g  die  Fig.  10,  Taf.  I  anschauen,  so  ist  klar,  dass,  wenn  wir  fq  und  fa 

^'^^lÄogern  über  a  und  q  hinaus,  ans  irgend  einem  PuiiVA.^  ^^x N ^\\öoji'^^- 


a  :  2  a  : 

Goa 

A- 

a  :  1  a  : 

ooa 

1 

a:\ai 

ooa 

A- 

a\\a 

:  3a 

— 

Ä- 

a  :  2a 

:  4a 

IS- 

a:|a 

:  5a 

11- 
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rung  der  fq  auf  die  Verlängerung  der  fa  ein  Perpendikel  fftllen,  destten 
Fusspunkt  von  a  so  weit  entfernt,  wie  es  selbst  lang  ist,  dass  dies  Perpen- 
dikel die  gcsuclite  Grösse  ist.  Denn  die  neuen  spitzen  Hcxaederecken  des 
Hcmihexakisoktaeders  liegen  in  den  Hexaederachsen,  nur  weiter  Tom 
Mittelpunkt.  Aus  dieser  Betrachtung  ergiebt  sich  sofort  mit  Berücksich- 
tigung des  Früheren  die  Proportion: 

m  +  1 


m 


:  w  =  j? :  M  -}.  a:, 


also: 


folglich  ist 


m  m 

n : —  =  X  :  II, 


m  +  l  m  +  1 

mn 


m  +  l  mn 


mn         mn  4.  n  4.  m 

n : — 

m  +  l 

Der  Inhalt  einer  Pyramide  von  dieser  Höhe  ist  also : 

•  m  mn  w*;j 


2 (w  +  1)  '  3 {mn  +n  —  m)       0 (w  +  1)  {mn  +  /i  —  m) ' 
also  der  luhalt  der  24  Pyramiden: 

4m*/i 
{m  +  1)  {tnn  +  n  —  w)' 
und  wenn  die  ganze  Oktaederachse  1  gesetzt  wird: 

i/i*  n 


2{m  +  l){mn  +  n—my 


folglich  ist  der  Inhalt  des  Hcmihexakisoktaeders: 

m^n  m^n  m^fi* 


+ 


2{m -^^  l){mn  +  n  —  m)       2{m  +  l)  (mn  +  n  +  m)       m*(^/J*— l)  +  w*(2w  +  l)" 
Die  bekanntesten  specielleu  Werthe  sind  hier: 

Hemioktaeder  =  ^. 

Hemiikositetraeder         ai2a:2a  =  ^, 
Hemiikositetraeder        a  :  3a  :  3a  =:=  J. 
Hemitriakisoktaeder        a:a:2a=.  -^^. 
Hemihexakisoktaeder   a  :  | a  :  3a  =  J. 
Hemihexakisoktaeder  a  :  |a  :  5a  =  |.^. 
Aus  dem  Kubikinhalte   wird  auch  für  die  hemiedrischen  Formen  in 
der  früheren  Weise  die  Formel  für  den  Oberflächeniuhalt  abgeleitet.    Also 
ist  der  Oberfiächeninhalt  des  Hemioktakishexaeders: 

m  n  (2 m  n  —  m  —  ;i)  3  (2;/i n  —  m  —  n) 

2 {m n  +  1)  {m  w  +  m  +  n) (m/i  +  1)  (mn  +  m  +  n) 


m 


!!  t/1 L__         t/—-L 

i   t^    m^n^  +  m^  +  n^  f     m'w«  +  m*  +  w« 


3(2mn  —  m  —  7i)  {m^n^  +  m*+n^)    ^/  I 

{mn  -f-  J)  (m;*  +  m-f-n)  f     //j*/i*-f  m*  -f  «*' 
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und  der  Oberflächeninhalt  des  Hemihexakisoktaeders : 


a,i(j,«-,|)  +  n*(2m  + 1)  _    Omn  {m^n*  +  m«  +  /i»)        j/  1 

»n   /  I  m«(n«  — 1)  +  ;i«~(2iM:T)T    m'n«  +  m«  +  ii«- 

6  r    m*n*  +  m*  +  n* 
Specielle  Werthe  sind  hier: 

a)  Dfts  Hemioktakishexaeder  und  seine  Modificationen : 

Hemitetrakishexaeder  a  :  2a  :  oo  a  =    |  ^5. 
Hemitetraklshexaeder  a :  }  a  :  00  a  =    2^13* 
Hemitetrakishexaeder  a  :^  a  :  00  a  =  ||. 
Hemioktakishexaeder 
Hemioktakishexaeder 
Hemioktakishexaeder 

b)  Das  Hemihexakisoktaeder  und  i 

Hemioktaeder 

Hemiikositetaeder 

Hemiikositetraeder 

Hemitriakisoktaeder 

Hemihexakisoktaeder 

Hemihexakisoktaeder 
Da  die  Formeln  für  den  Oberflächeninhalt  der  hemiedrischen  Formen 
den  unter  dem  Wurzelzeichen  stehenden  Factor  mit  der  Formel  für  die 
hemiedrischen  gemein  haben ,  so  muss  auch  hier  in  denselben  Fällen  der 
Ansdrack  rational  werden,  Man  kann  diesen  Satz  auch  so  ausdrücken: 
Wenn  der  Oberflächeninhalt  einer  homoedrischen  oder  hemiedrischen  Form 
rational  oder  irrational  ist,  so  hat  die  entsprechende  hemiedrische  oder 
horooedrische  Form  ebenfalls  einen  rationalen  oder  irrationalen  Ober- 
flächeninhalt. 


a 

! :  1 ; 

:3a  — 

A  FH. 

a 

:2a 

:4a  ^= 

4?  VTu 

a : 

:  5a  — 

T*4  ^35. 

in( 

B  Modificationen : 

a'.aia  — 

in- 

a 

:  2a  \ 

:2a  — 

in- 

a 

:  3  a 

:3a  = 

S  Vn. 

(i 

( :  a  \ 

2a  = 

IS 
6  • 

a  : 

:  \a 

:3a  = 

4K3I. 

a  : 

^  n 

:  5a  — 

Viv^- 

ZXV.  Meteorologisohe  Studien.  Von  Dr.  F.  Dellmann.  -~  In  dem 
Anfsatze  über  den  Zusammenhang  der  Witterungserscheinungen  (im  ersten 
Hefte  des  vorigen  Jahrganges  dieser  Zeitschrift)  ist  es  mir  möglich  gewesen 
durch  ein  genaueres  Studium  der  Beobachtungsresultate  der  Jahre  1851  bis 
1%6  darzuthun,  dass  sich  ein  vollständiger  Zusammenhang  findet  in  den  Er- 
scheinungen einer  und  derselben  Station  und  benachbarter  Stationen. 
Nimmt  man  an ,  dass  die  Wärme  die  Hauptursache  aller  Witterungsfacta 
^^  Bo  kann  man  mit  Zuhülfenahme  physikalicher  Gesetze  die  Variationen 
^^f  Übrigen  meteorologischen  Phänomen  erklären.  Wenn  man  einmal 
so  viel  Zeit  und  Mühe  solchen  Kechnungen  opferte,  so  hat  man  ein  dauern- 
des Interesse  dafür  gewonnen ;  und  so  möchte  ich  denn  auch  gerne  wissen, 
^1«  sich  zu  meinen  früheren  Jahren  die  Jahre  1859  und  1801  verhielten, 
namentlich  auch  deswegen,  weil  auch  diese  gute  We\i\3a\ii^  ^«i\^w»    \i^\i^T 
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die  Einwirkung  der  Witternng  auf  Weinproduction ,  für  welche  Jeder  ir 
unserer  Gegend  ein  besonderes  Interesse  hat,  sind  von  mir  zwei  Anf8%tz< 
im  letzten  Jahrgange  der  „Natur  von  Ule  und  Müller",  und  einer  in  den 
letzten  Jahresberichte  der  „PoUichia**  erschienen.  Für« ihre  Bearbeitun; 
musste  natürlich  ein  grösserer  Zeitraum  und  ein  weiteres  Terrain  in  An 
epruch  genommen  werden.  So  ging  ich  so  weit  in  der  Zeit  zurück,  als  e 
meine  Literatur  nur  erlaubte ,  nämlich  bis  1770 ,  und  im  Kaume  dehnte  icl 
die  Untersuchung  über  die  mittelrheinische  Ebene  und  einige  benachbart« 
Oerter  aus.  Es  haben  sich  auch  durch  diese  Arbeiten  recht  interessante 
Resultate  herausgestellt.  Hier  ist  es  meine  Absicht,  diese  sämmtlich  ii 
einigen  kurzen  Sätzen  zusammen  zu  stellen  und  dann  den  Charakter  de 
Jahre  1859  und  1861  noch  besonders  anzudeuten. 

Der  jährliche  Gang  der  Wärme  stimmt  im  Allgemeinen  überein  mi 
dem  des  Dunstdrucks  und  der  Windstärke;  der  Gang  der  Feuchtigkeit  an« 
der  Himmelsbedeckung  ist  ein  entgegengesetzter,  so  dass  also  mit  einen 
Steigen  und  Fallen  der  Wärme  auch  eine  Zu  -  und  Abnahme  des  Dunst 
drucks  und  der  Windstärke ,  aber  eine  Ab-  und  Zunahme  der  Fenchtigkeii 
und  Himmelsbedeckung  verbunden  ist  Der  Luftdruck  hat  in  Deutschlanc 
und  wohl  überhaupt  im  mittleren  Europa  keinen  mit  der  Wärme  stimmten 
den  jährlichen  Gang,  wohl  aber,  wenn  man  vom  Luftdruck  den  Dunstdrucli 
subtrahirt.  In  diese  Gesetzmässigkeit  stimmen  auch  die  verschiedenei: 
Jahre.  Nach  demselben  Gesetze  regulirt  sich  der  tägliche  Gang,  wo  in- 
dess  die  Himmelsbedeckung  eine  Ausnahme  macht,  da  sie  Abends  am  ge« 
ringsten,  Morgens  am  grössten  ist.  Wenn  in  einem  Jahre  der  tägliche 
Gang  der  Wärme  ein  anderer  ist,  so  tritt  auch  eine  entsprechende  Varia* 
tion  im  täglichen  Gange  der  übrigen  Erscheinungen  ein ;  ebenso  in  den  ein- 
zelnen Jahreszeiten.  Nach  demselben  Gesetze  gehen  auch,  so  weit  di( 
Beobachtung  reicht,  die  Erscheinungen  an  benachbarten  Stationen. 

Von  den  genannten  6  Grössen  ist  im  Allgemeinen  die  Regenmenge  un- 
abhängig; jedoch  sind  im  Durchschnitt  die  wärmeren  Jahre  die  trockneren: 
die  trockensten  gehören  fast  immer  zu  den  wärmeren  oder  gar  wärmsten : 
blos  das  Jahr  1783  macht  eine  Ausnahme ,  da  es  trocken ,  aber  kühl  war 
Auch  stimmt  damit,  dass  die  wärmere  Gegend,  die  mittelrheinische  Ebene 
die  geringere  Kegenmenge  hat. 

Wärmeüberschuss  und  Kegenmangel  bringen  den  guten  Wein ,  nnc 
beide  Grössen  vikariren  für  einander.  Gute  Weinjahre,  d.  h.  solche 
welche  eine  vorzügliche  Qualität  der  Traube  produciren ,  haben  währenc 
der  7  Monate ,  welche  auf  diese  Qualität  influiren ,  nämlich  März  bis  Sep 
tember ,  in  der  mittelrheiuischen  Ebene  einen  Wärmeüberschuss  von  etwf 
1  ®  und  einen  durchschnittlichen  Kegenmangel  von  etwa  6"'  Begenhöhe 
in  der  Nachbarschaft  sind  in  solchen  Jahren  Wärmeüberschuss  und  Kegen- 
mangel bedeutend  geringer,  so  dass  in  guten  Weinjahren  die  mittelrheini- 
scbe  Ebene  für  die  Weinproduction  in  ein  besonders  günstiges  Licht  tritt 
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Die  vier  letzten  goten  Wcinjabre  1857,  58,  59  und  Ol  verbalten  sich  so 
sneiDAnder,  dass  im  ersten  und  letzten  WärmeüberKchuss  und  Kegeninan- 
gfl  insammen  siemlich  gleichen  Antbeil  batten  am  guten  Wein ,  in  1858  der 
Begenmangel  Überwog  und  1859  der  WftrmeUberscbuss.  Das  Jahr  1783 
steht  einsig  da,  indem  der  gute  Wein  in  diesem  Jahre  allein  durch  den  Ke- 
genmangel  producirt  wurde.  Das  Jahr  1834  war  in  diesem  Jahrhundert 
iu  beste  Weinjahr,  da  es  beide  Grössen  im  Maximum  zeigt.  Das  Jahr 
1861  hat  gezeigt ,  dass  noch  ein  dritter  Factor  bei  der  Production  der  Qua- 
litlt des  AVeincs  concurrirt ,  wenn  auch  in  untergeordnetem  Grade;  es  ist 
die  Trauben  menge.  Je  geringer  die  Quantität,  desto  bedeutender  ist  die 
Qoalitftt  der  Trauben.  Das  Jahr  1801  hat  einen  bessern  Wein  geliefert, 
ili  der  WärmeUberschuss ,  der  allerdings  fast  einen  Grad  beträgt,  und 
Kegenmangel,  nur  8)4  Linien,  erwarten  Hessen,  weil  die  Quantität  ge- 
ring war. 

Die  weinreichen  Jahre,  die  Jahre  mit  vorzüglicher  Quantität,  haben 
eben  ganz  andern  Grund,  wie  die  guten  Weinjahre.  Sie  entstehen  blos 
iwnh  Wärmettberschuss,  aber  einer  ganz  andern  Zeit,  nämlich  des  Früh- 
Httg«  des  betreffenden  Jahres  und  der  9  vorhergehenden  Monate,  jedoch  so, 
dm  der  'WärmeUberschuss  zwar  auf  ein  ganzes  Jahr  vertheilt  sein  muss, 
iber  bei  Weitem  nicht  eo  hoch  zu  sein  braucht.  Deshalb  sind  die  meisten 
Jahre,  welche  anf  gute  Weinjahre  folgen,  weinreiche.  Ein  bedeutender 
nd  längerer,  oder  ein  besonders  hoher  und  kürzerer  Wärmemangel  von 
Johanni  eines  Jahres  bis  Johanni  des  folgenden ,  auch  selbst  im  Winter, 
Meht  das  letztere  Jahr  immer  zu  einem  weinarmen.  Es  lässt  sich  diesee' 
Mteorologiecbe  Factum  physiologisch  auch  leicht  deuten.  Ein  bedeuten- 
der Wärmemangel  im  Sommer  vorher  erschwert  den  Knospenansatz,  im 
Winter  erfriert  der  Weinstock  und  im  betreffenden  Frühling  selbst  leidet 
die  BIfltbe  darunter. 

Um  für  die  Vergleichung  der  beiden  Jahre  1859  und  61  nnter  sich  so- 
wohl als  anch  mit  den  frühern  einen  festen  Anhalt  zu  haben,  muss  wenSg- 
itotts  die  Haaptzahlenreihe  hier  folgen.  Es  sind  nach  der  früheren  Be- 
>eiehDong  die  Differenzen  B  —  A  die  Differenzen  zwischen  den  Nachmit- 
^^ß  and  Morgenmitteln.  Die  Buchstaben  n,  6,  <;,  d,  e,  f  bezeichnen  wieder 
Wlrme,  Luftdruck,  Dunstdruck,  Feuchtigkeit,  Windstärke  und  Himmels- 
^deckong.  Die  ungestrichelten  Buchstaben  sollen  hier  das  Jahr  1859,  die 
K^itricbelten  das  Jahr  1861  bezeichnen.  Da  Luftdruck  und  Feuchtigkeit 
dea  entgegengesetzten  Gang  der  Wärme  haben ,  so  sind  bei  diesen  wieder, 
*tt  positiv«  Differenzen  zu  gewinnen,  die  Wertbe  ^  —  ^  genommen.  Die 
2ilem  1,  2,  3  nnd  4  bedeuten  die  Jahreszeiten.  Zur  Vergleichung  sollen 
^  Differenzen  des  früheren  Aufsatzes  darunter  gestellt  werden ,  wo  die 
"^^strichelten  Buchstaben  die  Werthe  der  Periode  1851^58,  die  gestrichel- 
^i  die  der  iweijährigen  Periode  1857  +  1858  bedeuten. 

Zfiiaehrifl  flr  Mmthanwtik  s.  Physik.  VU,  4.  V^ 
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Die  Jahre  1859  und  1801. 

B—A. 

a 

a 

b 

b' 

c 

c 

d 

d' 

e 

f 

f 

!          ä^ß 

J-B 

1  j4-^ß 

A-B 

1 

1     2,61    3.12.     2 

10 

7         25 

13.3 

10.7 

0,30  i  0,26 

—  0,41 

—  03 

2  1.5.71.  5.17.    34 

20 

13         23  1  25.7 

22.2 

0.70   0.03 

0,62 

0.O- 

3 

7.05  1  5.73     40 

24 

—    7 

—  11'  30.8 

27.7 

0.72 

0.78 

0.37 

0.3; 

4 

4.54 

4.80 

19 

19 

20 

40 

21.5 

20.3 

0.39 

0.47 

—  0.99 

—  M4 

1 

2 
3 
4 


Die  Jahre  1851  —  1858  und  1857+1858. 


2.53   2.95  j 
6.05 '  6.24 
6.25 '7.U 
4.72   5.24. 


9 

11,5 

27 

28 

29 

i  41 

21 

30 

18; 

22      9.9  ' 

12.6 

0.23 

0.42 

14 

12    26.6  1  28,3 

0.73 

0.70 

15! 

—   4    28.0 

30.3  ;0.83 

0.83 
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50     19.2 

19,8 
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0,55 

o,or 

—  0,33 

0.28 

0.41 

0.45 

0.64 

0.23, 

—  U9 

Es  ist  klar,  dass  in  der  ersten  Uebersicht,  wo  wir  die  Mittel  kleinen 
Zeiträume  vor  ans  haben,  eine  geringere  Kegelniässigkeit  sich  ansspreche 
muss.  Dennoch  tritt  das  allgemeine  Gesets  der  Abhängigkeit  der  übrige 
Erscheinungen  von  denen  der  Wärme  deutlich  hervor;  wenn  wir  die  Zal 
len  der  Jahresseiten  nach  einander  betrachten,  finden  wir  in  fast  allen  R) 
briken  ein  Steigen  von  1 — 3  und  wieder  ein  Fallen  bei  4,  also  wie  d 
Wärme  sunimmt  vom  Winter  bis  zum  Sommer  und  dann  im  Herbst  wied 
abnimmt  in  der  Differenz  zwischen  Nachmittags  und  Morgens,  so  auch  d 
übrigen  Differenzen.  Besonderes  Interesse  gewährt  indess  das  Jahr  181! 
Obgleich  zu  den  warmen  gehörig,  in  denen  öfter,  wahrscheinlich  gewöh 
lieh,  wie  wir  aus  1857  wissen  und  hier  an  1859  wieder  sehen,  die  Differei 
^  —  B  grösser  ist,  namentlich  im  Sommer,  als  in  gewöhnlichen  Jahren,  i 
sie  1861  im  Gegentheil  kleiner.  Denn  die  Wärmedifferenz  Ä  —  B  ist  e 
Mittel  der  beiden  Jahre  1851 — 58  im  Sommer  6*,25,  im  Mittel  der  beid< 
Jahre  1857  und  58  sogar  7\ll,  und  auch  1859  ist  sie  7^,05;  dagegen  1861  n 
5®,73.  Und  demgemäss  verhält  sich  auch  die  Differenz  des  Luftdrucli 
welche  nur  0'",24  (die  Zahlen  in  der  Uebersicht  bedeuten  unter  b  Hundei 
Stellinien)  im  Jahre  1861 ,  im  Mittel  der  8  Jahre  0'",29  und  im  Mittel  dei 
Jahre  1857  —  59  sogar  0'",40  bis  0'",4I  beträgt.  Bis  in  solches  Detail  läf 
sich  also  die  Abhängigkeit  der  übrigen  Witterungserscheinungen  von  den< 
der  Wärme  nachweissen.  Was  aber  noch  besonders  hervorgehoben  we 
den  muss,  ist  das,  dass  das  Jahr  1858,  wie  im  früheren  Aufsatze  bemerl 
kein  warmes  war  und  doch  den  täglichen  Gang  mit  1857  und  1859  gerne 
hatte;  1861  war  ein  warmes  und  blieb  im  täglichen  Gange  unter  der  Non 
wogegen  jene  8  Jahre  darüber  hinaus  gingen.  Daraus  folgt,  was  ja  J8 
schon  zeigt,  jetzt  aber  durch  1861  in  entgegengesetzter  Richtung  b 
stätigt  wird,  dass  der  tägliche  Gang  der  Erscheinungen  vom  jährlicht 
unmbbMagig  if t.   Wie  der  tägliche  Gang  aber  anch  sei,  normal  oder  abnori 
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dfefibrigeu  Erscheinungen  richten  sich  nach  dem  Gange  der  Wärme,  und 
d«i  ist  eine  neue  Bestätigung  des  Dorn^schen  Gesetzes. 

Die  Differenz  B  —  ^  ist  in  der  mittelrheinischen  Ebene  grösser,  als  in 

d  er  Nachbarschaft,  in  Boppard  und  Trier,  und  in  guten  Weinjahren  ist  der 

YJnterschied  noch  bedeutender ,  als  in  gewöhnlichen  Jahren.     Da  nun  der 

^^einstock,  wie  alle  Pflanzen,   am  meisten  bei  Tage  wächst,  so  tritt  auch 

-von  dieser  Seite  die  mittelrheinische  Ebene  als  ein  besonders  begünstigtes 

TTtcraiD  für  die  Weinproduction  hervor.     Daraus  ist  ersichtlich,  dass  die 

"Weine  der  mittelrheinischen  Ebene  den  guten  Ruf,  welche  sie  hahen,  mit 

Secbt  y erdienen,  nnd  dass  sie  ihn  vorzugsweise  dem  Klima  ihres  Locals 

ir  erdanken. 


ZXYL  Heues  Vorkommen  des  CäBinms  nnd  Bnbidiums.  —  Durch 
die  Entdeckung  von  Kirchhoffund  Bunsen  hat  einerseits  die  Unter- 
iüchaDg  der  Salzsoolen  und  Mineralwässer  ein  neues  Interesse  gewonnen, 
aadererseits  ist  aber  auch  eine  Revision  der  Analysen  aller  kalihaltigen 
Mineralien  nöthig  geworden,  da  bei  dem  bisherigen  Verfahren  der  Kalium- 
Wstimmnng  mittelst  Platinchlorid  auch  die  analogen  Verbindungen  des 
Clsiams  nnd  Rubidiums  gefällt  und  als  Kaliumverbindung  gewogen  wur- 
den. Die  hierauf  gestützte  Vermuthung ,  dass  es  gerade  unter  den  Mine- 
ralien, welche  für  kalireich  gelten,  einige  giebt,  in  denen  ein  beträcht- 
lieber  Theil  des  Kaliums  durch  Cäsium  oder  Rubidium  ersetzt  ist,  veran- 
Uiite  Professor  Schrötter  in  Wien  zu  einer  Untersuchung  der  Salzsoole 
▼oaAnssee  nnd  des  Lithionglimmers  von  Zinnwald  (an  der  sächsisch-böh- 
ttiichen  Grenze).  In  beiden  Substanzen  fanden  sich  die  genannten  Metalle 
Qud  namentlich  in  dem  Lithionglimmer  verhältnissmässig  so  reichlich,  dass 
dieses  Mineral,  namentlich  auch  wegen  seiner  leichten  Aufschliessbarkeit, 
du  geeignetste  Material  zur  Gewinnung  der  neuen  Metalle  sein  dürfte. 
Versnehe  in  grösserem  Maasstabe,  wozu  die  Vorbereitungen  getroffen  sind, 
werden  das  Nähere  lehren. 

(Sitzungsberichte  d.  Wiener  Akad. ,  Bd.  44,  S.  218.) 


julyjlL  Heber  die  bedingt  convergirenden  Seihen.  —  Nach  einer 
▼Ol  Lejeune  -  Dirichlet  herrührenden  Bemerkung  ist  es  bekanntlich  bei 
unendlichen  Reihen  nicht  erlaubt,  die  einmal  vorhandene  Anordnung  der 
Glieder  willkürlich  abzuändern.     Stellt  man  z.  B.  die  Glieder  der  Reihe 

^  1IQI,  dass  Bwei  positive  Glieder  auf  einander  folgen,  so  erhält  man  eine 
(^1  andere  Summe  nnd  zwar 

Diesem  von  Dirichlet  selbst  gegebenen  Beispiel«  \)ift>&l  «\^\\  ^vü  kqA^- 


2S4  Kleinere  Mittheilnn^n. 

res,  womöglich  noch  frappanteres  znr  Seite  stellen.     Versetst  man 
lieh  die  Glieder  der  convergirenden  Reihe 

_L__L  +  J i.+ 

yr    Vi^ys     yi^ 

auf  die  nXmliche  Weise,  so  entsteht  die  Rpihe 

±  4- J__  _L  +  ± +_L_  ±4- 

.    yi  ^  y»     yi    y^     vi     k* 

welcho  man  sich  ans  Gruppen  von  je  drei  Gliedern  zusamiuengesetst 
keu  kann: 

1        _1_        1  L-uJ L 

*''~yi^}i~yi'  "'~n-    y-     y*' 

a.  8.  w. 


Nun  ist 


^         -I.         ^  ^ 


od<»r 


//4/i-h4       /4/*  +  4        J  4//  +  4 

2>/w  +  l 
mithin  betrftgt  die  Summe  der  neuen  Kcihe  mehr  als 

d.  h.  während  die  ursprüngliche  Reihe  convergirt,  ist  die  abgeleitete  ] 
divergent. 


XIIL 

Zur  analytischen  Behandlung  der  Oberflächen  zweiter  Ord- 
nung; insbesondere  über  homofoeale  und  conjugirte 

Oberflächen. 

Von  Dr.  Wilh.  Fiedleb, 

Lehrer  der  darstellenden  Geometrie  nn  der  Gewerbeschule  in  Chemnitz. 

(Bchluss.) 


HL    Fooalonrvan  und  ooigagirte  Kegelfladien  der  Oberflächen  zweiter 
\  Ordnung. 

36.     Die  bisherigen   Entwickelungen   dieses  Abschnittes   haben   die 
Folgerongen  dargelegt,  welche  aus  der  Erkenntniss  fliessen,   dass  homo- 
foeale Oberflächen  in  einer  besonderen  Weise  einer  und  derselben  deve- 
loppabeln  Fläche  eingeschrieben  sind.     Vorher  war  diese  Erkenntniss  be- 
gründet und  die  Stellung  nachgewiesen  worden,  welche  die  Focalcurven 
«ines  solchen  Oberflächensystems  in  dieser  seiner  Beziehung  zur  gemein- 
tarn  amschriebenen  developpabeln  FUche  einnehmen.  Von  diesen  Focal- 
curven selbst  war  nur  dort  des  Näheren  die  Rede  und  es  ward  eben  nnr 
^gedeutet,    wie    sie    in    allen    Beziehungen    für   Oberflächen 
zweiten   Orades   die  Bedeutung   haben,    welche   den  Brenn- 
punkten für  die  Curven  zweiten  Orades   zukommt.    Es  ist  hier 
<^er  Ort,  darauf  zurückzukommen.     Insbesondere  muss  aber  auf  die  ent- 
sprechenden   Eigenschaften    der    conjagirten    Oberflächen 
^^het  eingegangen  werden.     In  den  vorhergehenden  allgemeinen  Sätzen 
ihrer  Theorie  ist  die  grössere  Allgemeinheit  der  Auffassung  überall  fest- 
gehalten worden,  welche  derselben  dadurch  zukommt,  dass  der  Punkt  a, 
hezüglich  dessen  die  Flächen  der  Familie  conjugirt  heissen ,  unbestimmt 
hieibt    Jetzt  ist  aber  daran  zu  erinnern ,  wie  insbesondere  durch  die  Vor- 
^^etzung ,   der  Punkt  a  falle  mit  dem  Centrum  einer  der  Flächen  selbst 
'u^ammen,   die   zwischen   conjugirten  und  homofocalen  Flächen   zweiten 
^f&des  bestehende  Analogie  vollständig  hervortritt;  erst  unter  dieser  Vor- 
^^ssetzang  wurden  die  sämmtlichen  Flächen  der  conjugirten  Familie  con- 
^i^triseh  and  haben  dieselben  Hauptebenen;    es  ward  zugleich  erkanskt^ 

ZeitMrh/m  r.  Malhcmalik  u.  Thy^ik.   V  11.  5.  *tV^ 
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dass  die  vier  conjugirten  Kegelflächen  des  Systems  unter  dieser  Voran 
Setzung  den  einfachsten  und  klarsten  Zusammenhang  mit  dem  Syste 
selbst  und  zugleich  die  einfachste  Analogie  zu  den  Focalcurven  der  hom< 
focalen  Oberflächen  gewinnen ,  denn  es  erscheinen  als  solche  zwei  imag 
näre  und  zwei  reelle  Kegelflächen  zweiten  Grades,  wie  bei  den  homof 
calen  Oberflächen  zwei  imaginäre  und  zwei  reelle  Cnrven  zweiten  Grade 
unter  jenen  imaginären  ist  der  mit  dem  System  concentrische  Kegel,  wi 
eher  über  dem  unendlich  entfernten  imaginären  Kreise  steht,  wie  uni 
den  imaginären  Curven  der  homofocalen  Familie  dieser  Kreis  selbst;  c 
übrigen  drei  conjugirten  Flächen  sind  Gylinder,  deren  Erzeugende  ^ 
Hauptachsen  des  Systems  parallel  sind  und  deren  Achsen  mit  diesen  seil 
zusammenfallen ,  ganz  entsprechend  den  Focalcurven  des  anderen  Systec 
Die  Beziehungen  dieser  conjugirten  Kegelflächen  zur  Familie  der  C« 
jugirten  erscheinen  der  besonderen  Behandlung  wertb;  und  der  Weg 
ihrer  Untersuchung  ist  in  den  vorhergehenden  Sätzen  schon  angedeutet» 

Es  wird  aus  denselben  weiter  erhellen ,  wenn  ich  zuvor  kurz  von  d 
Begriff  conjugirter    Kegelschnitte    und    conjngirter    geraA 
Linien  an  Kegelschnitten  spreche,  wie  es  die  Quellen  an  die  Ha 
geben.    Und  es  dient  andererseits  demselben  Zwecke ,  wenn  die  Beziehn 
der  Directionsebenen  zu  den  Focalcurven  bei  den  Oberflächen  z>i^ 
ten  Grades  einige  weitere  Erläuterungen  findet.  Man  mag  für  jenen  Zwc 
die  Note  von  M.  Ter  quem:  „Si/r  les  lignes  conjoinles  äa»s  les  coniques^^ 
IV.  Bande  von  Liouville*s  ,,Jourtial  de  Mathemaiigues'''  (1838),  p.  17  u 
die  Abhandlung  von  M.  Chasles  unter  demselben  Titel  im  nä/nlicli 
Bande,  p.  385*),  für  diesen  aber  die  Abhandlungen   von  M.  Amiot 
Vin.  (1843)  und  X^(1845)  Bande  desselben  Journals  (besonders  die  er 
genannte:  ^,Theone  des  focales  et  des  plans  direcieurs y^*"  p.  161)  vergleich^ 

37.  Für  die  conjugirten  geraden  Linien  eines  Kegelschnitts  gelt 
völlig  identisch  die  beiden  Definitionen:  Zwei  gerade  Linien  sii 
einem  Kegelschnitt  conjugirt,  wenn  die  auf  sie  als  Coord 
natenachsen  bezogene  Gleichung  desselben  die  Quadr» 
der  Coordinaten  mit  gleichen  Coefficienten  enthält  Ucft 
Zwei  gerade  Linien  heissen  einem  Kegelschnitt  conjugir 
wenn  die  vier  Durchschnittspuukte,  welche  sie  auf  ihm  b 
stimmen,  in  einer  Kreisperipherie  liegen. 

Denn  ans  der  Gleichungsform 

^  (a:» +^)  +  ^xy  +  Ca?  + />y -h  ^= 0, 
welche  der  ersten  entspricht,  ergiebt  sich  für  die  Dnrchschnittspunkte  d 
Coordinatenachsen  mit  der  Curve  das  Paar  der  Gleichungen 


♦)  Man  wird  finden,  dass  der  grösste  Theil  der  dort  bewiesenen  Slltze  sich  m 
das  Einfachste  denen  anschliesst,  welche  hier  aus  den  symboliechcn  Formeln  p 
Wonnen  sind,  und  dass  diese  Auffassung  sie  vereinfacht  nnd  bequem  ordnet. 
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^^>^0i0>^.^^^^*^^s^i^>^'<^-^^^  ^^  ^^*w"^^^>^^ry^"^  ^  ^  «-^  >-^  ^  ^^  ^-^ ^^  ^'^^ ^'^  .^N^^^^^^>'*^*^s^^^ 


nd  das  Product  der  Abschnitte  in  jeder  Achse  ist  daher 

wdehet  die  sweite  Definition  begründet 

Es  ist  anch  nach  dieser  Definition  klar,  dass  stets  drei  Paare 
eoBJQgirter  Linien  zugleich  bestimmt  werden,  nämlich  die 
beiden  Paare  der  Gegenseiten  und  das  Diagonalenpaar  des  Vierecks,  wel- 
ehei  jene  Schnittpnnkte  des  Kreises  und  des  Kegelschnitts  beseichnen. 
'Wenn  beide,  der  Kreis  und  der  Kegelschnitt,  concentrisch  sind,  so  wird 
dieses  Viereck  ein  Rechteck ,  seine  Seiten  laufen  den  Achsen  des  Kegel- 
ickaitts  parallel  und  der  von  seinen  Diagonalen  gebildete  Winkel  hat  die 
Aeluen  in  seinen  Halbirungslinien.  Jedes  Paar  gleicher  Durchmesser, 
iisbesondere  auch  bei  der  Hyperbel  das  Paar  der  Asymptoten,  ist  ein  Paar 
coQJQgirter  Linien;  in  jeder  Achse  fallen  zwei  Paare  conjngirter  Linien 
SBümmen,  wAhrend  das  dritte  Paar  yon  den  Scheiteltangenten  gebildet 
vird;  nicht  minder  in  der  Berührungssehne  eines  dem  Kegelschnitt  einge- 
ieUebenen  Kreises  überhaupt,  und  auch  dann  bilden  die  entsprechenden 
Ingenien  das  dritte  Paar.  Es  erhellt  aus  diesen  Zusammenhängen  neben- 
ki,  daas  aolche  conjugirte  Linien  auch  als  Bestimmungsmittel  der  Kegel- 
•dmitte  dienen  mögen,  insbesondere,  wenn  man  sich  des  Zirkels  zu  den 
Constructionen  bedient. 

Man  findet  aber  überhaupt,   dass  jedes  Paar  conjngirter  Li- 
nien mit  einer  Hauptachse  des  Kegelschnitts  gleiche  Win- 
I^^l  bildet,  oder  dass  sie  immer  einem  Paare  gleicher  Durchmesser  des- 
^ben  parallel  sind.     Denn  für  zwei  vom  Punkte  0  ausgehende  Transver- 
salen ,  welche  respective  \n  A^  Ä^^  B<^  B^  den  Kegelschnitt  schneiden ,  gilt 
'ie  Relation 

OAj_0^_a^ 

OB.OB~b}' 

^«nn  «1  und  b^  die  respective  parallelen  Halbdurchmesser  bezeichnen.  Für 

'^«  Lage  der  Punkte  A^  A^^  B^  B^  in  einem  Kreise  gilt  also  die  Bedingung 

a,«  =  b,\ 
Daraus  folgt  einerseits,  dass  alle  Kegelschnitte,  welche  die 
^  ^rcb    dieselben    vier   Punkte    bestimmten    conjugirten  Li- 
nien gemein  haben,  parallele  Hauptachsen  besitzen;  anderer- 
seits, dass  die  Betrachtung  der  conjugirten  Geraden  zu  einer  einfachen 
^Instruction   des  Krümmungskreises  in  einem  Punkte  der  Curve  benutzt 
^«rden  kann.     (Man  vergleiche  „Analyt.  Geometrie  der  Kegelschnitte,** 
*At243.)     Für  die  Parabel  entspringt  daraus  unter  Anderem  das  inter- 
I    ^iunte  Ergebniss,   dass  der  Schnittpunkt,   welchen  der  Krüm- 
k     ^^ngskreis  in  einem  ihrer  Punkte  mit  ihr  überdies  gemein 
I    "i^t,  drei  Mal   so  weit    von   der  Achse  entfernt  ist^   &la  d^t 
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Berührungspunkt.  Nicht  minder  lassen  sich  die  eonjngirten  E 
flächen  einer  Oberfläche  zweiten  Grades  zur  Construction  der  Krftmin 
cenlra  in  einem  ihrer  Punkte  benutzen.  Alle  solche  Richtungen  dei 
Wickelung  können  hier  nur  angedeutet  werden. 

Den  früheren  Betrachtungen  gemäss  ist  das  System  der  drei  ] 
gerader  Linien ,  welche  einem  Kegelschnitt 

-7  +  S  — ^=^ 
a*        er 

in  Bezug  auf  den  Punkt  (Xf ,  y,)  conjagirt  sind,  in  dem  Ausdruck 

5  +  |J  - 1  +  *  j(:r-*,)'+  (y-y.)'j  =  0 

enthalten ,  wenn  k  so  bestimmt  wird ,   dass  die  Discriminante  dieser 
chung,  d.  h.  der  Ausdruck 

a'6'-a«(/?«-r')-fr'(««-r')    .    ,    «» +  4«_(„«  + /»•_ 

den  Werth  Null  annimmt. 

Wenn  das  Analogon  zu  den  in  den  Artikeln  16  und  17  gegebenen 
Wickelungen  über  conjugirte  Kegelflächen  in  Bezug  auf  Oberflächen  s 
ten  Grades  veryollständigt  werden  soll,  so  hat  man  den  Punkt  (a?|,  y^ 
gleich  als  Centrum  der  Curve ,  d.  h.  o:,  =  jf,  =  0  zu  nehmen.  Daraus 
springen  für  k  die  drei  Werthe 

Ar=oo,    ^=-^,    ^  =  —^1 

und  für  die  drei  Paare  conjugirter  Geraden  die  Gleichungen 

a:«  +  y«  =  0,    y«  (a«  —  ^«)  —  «»^6«  =  0,    a:»(6«  — a')  —  a«6«  =  0 
als  für  die  Ellipse  und  mit  umgekehrtem  Vorzeichen  von  6'  als  für  die 
perbel  giltig.     Die   erste   dieser  drei  Gleichungen   repräsentirt  in  j« 
Falle  die   zwei  geraden  Linien,   welche  das  Centrum  der  Curve  mii 
beiden  unendlich  entfernten  imaginären  Kreispunkten  verbinden. 
Die  beiden  anderen  geben 


7/  «*^'  7/  «'*• 


d.  h.  in  jedem  Falle  je  zwei  vom  Centrum  der  Curve  gleichweit  entfc 
den  Achsen  derselben  parallele  Gerade;  aber  im  Falle  der  Ellipse  sin« 
die  Geraden 


y 

und  im  Falle  der  Hyperbel  nur  die  anderen 
reell. 
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Die  Werthe  sind  numerisch  gleich  und  die  drei  Paare  conjugir- 
er  gerader  Linien  bilden  daher  die  Seiten  und  Diagonalen 
'Ines  Quadra^ta,  welches  dem  Kegelschnitt  eingeschrieben  ist;  immer 
iiod  nur  swei  Gegenseiten  desselben  reell,  nftmlich  bei  der  Ellipse,  die 
ier Hauptachse  parallelen,  bei  der  Hyperbel ,  die  zur  Hauptachse  senk- 
echten; für  beide  Paare  aber  ist  der  Abstand  vom  Centrum 

_ab 

^•h.  die  vierte  Proportionale  zu  den  beiden  Halbachsen  und 
der  linearen  Exceptricit&t 

Für  den  Fall  des  Kreines,  d.  i.  c=0,  «=6,  werden  beide  Werthe  un- 
^odlich  gross,  d.  h.  zwei  Systeme  der  in  Bezug  auf  den  Mittelpunkt  con- 
JQgirten  Linien  fallen  in  die  unendlich  entfernten  Gerade ;  in  der  That, 
^OQcentrische  Kreise  berühren  sich  in  zwei  imaginären  Punkten  der  un- 
**idlich  entfernten  Geraden  und  zwei  von  den  drei  Systemen  der  Verbin- 
"^xigslinien  dieser  Punkte  fallen  somit  in  derselben  zusammen. 

38.     Wenn   man   in  der  Geometrie  der  Kegelschnitte  den  Ort  eines 
Punktes  sucht,  dessen  Entfernung  von  einem  festen  Punkte  zu  seiner  Ent- 
f^iroung  von   einer  festen  geraden  Linie  in  einem  unverUnderlichen  Yer- 
i>M.]tDiss  steht,  so  findet  man  bekanntlich  einen  Kegelschnitt,  für  welchen 
j^ner  Pnnkt  ein  Brennpunkt  und  diese  Gerade  die  zugehörige  Directrix  ist. 
In  der  Geometrie  des  Raumes  kann  man  das  analoge*')  Problem  auf- 
stellen: Welches  ist  der  geometrische  Ort  eines  Punktes,  für 
d.  en  das  Quadrat  seiner  Entfernung  von  einem  festen  Punkte 
Kti.  dem  Prodn et  seiner  senkrechten  Abstände  von  zwei  festen 
E2  benen  in  einem  constanten  Verhältniss  steht? 
Wenn  x, ,  y, ,  z,  die  Coordinaten  des  festen  Punktes  und 

^ie  Gleichungen  der  beiden  festen  Ebenen  bezeichnen ,  so  ist  offenbar  die 
Gleichung  des  gesuchten  Ortes 

Dieser  Ort  ist  also  eine  Oberfläche  zweiten  Grades,  und  seine  Glei- 
ehniig  erhält  die  Form 

^^nx^  man 


yi+A*+B*/l  +  J*+B* 


')  Der  Orad  und  zufricich  die  I'iivollstündi|;keit  der  Aimlogit'  wird  später  liervor- 
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Es  liegt  nahe ,  jenen  Punkt  als  einen  Brennpunkt  und  die  beid« 
festen  Ebenen  als  entsprechende  Directionsebenen  der  Obe 
fläche  zweiten  Grades  zu  bezeichnen,  und  zu  fragen,  ob  eii 
durch  ihre  Gleichung  gegebene  Oberfläche  zweiten  Gradi 
einen  Brennpunkt  oder  mehrere  Brennpunkte  und  ein  S; 
stem  von  Directionsebenen  besitzt. 

Die  zur  Beantwortung  derselben  führende  Untersuchung  mag  bi 
spielsweise  für  das  dreiachsige  EUipsoid  und  die  auf  die  Haaptebenen  fa 
zogene  Gleichung  desselben 

ar*    ,   w'    ,   c* 
a'       6'       c* 
durchgeführt  werden*)« 

Diese  Gleichung  muss  mit  der  gefnndenen  Ortsgleichung  identific 
und  zur  Bestimmung  der  eingeführten  Constanten  geschritten  werden«  £ 
Entwickelung  derselben  liefert  den  Ausdruck 

—  xyl{A  +  A,) 
—x\2x,  +  l{C+C,)\—y\2y,+k{AC,+A,C)\—z\{22,+i{BC,+B,€ 

und  damit  als  Bedingungen  der  Identität  die  folgenden« 

Zuerst  die  Gruppe  der  verschwindenden  CoefBcienten  der  Proda« 

der  Veränderlichen 

Aßt+AiB  =  0,     i?  +  i5,  =0,     A  +  At=0. 
Ans  denselben  erhält  man  als  einzige  reelle  Werthsysteme 

1)  A^^^  —  A,     B=ßt=0 
oder 

2)  Ä,  =.—  ^,     ^  =  ^,  =0. 

39.  Aus  der  Annahme  des  ersten  folgt  für  den  Coefficienten  vom 
in  der  Entwickelung  der  Werth  Eins  und  man  muss  daher  die  Achse 
gleichung  des  EUipsoids  in  der  Form 

schreiben,  um  die  übrigen  Bedingungen  der  Identität  za  erhalten,  wie  folg 

Zy,  +  XA{C,  —  C)=<i,     *,=0,     x,*  +  y,*  +  z*  —  3LCC,  =:  —  <*. 
Man  findet  snccessiTe 

und  dnrch  Einsetzen  dieser  Werthe  in  die  letzte  Bedingungsgleichnng 


1— A=-j,    l  +  i.<'  =  jj,    2x,  +  l{C+C,)=0, 


*■)  Ich  gebe  lie  in  einer  gegen  die  Entwickelangen  von  H.  Amiot  wesentli 
vereinfachten  Form. 
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jmn.f>-i<-MW«~i<'in  ~i — ii~i  ~i 


Mii  erkennt  daraus,  dass  fttr  jenes  Werthsjstem  l)  die  durch  die  Olei- 
diiiBgen 

kudinmten  Punkte  den  Charakter  Yon  Brennpunkten  besitzen;  für  a>6>c 
UMeiisie  eine  reelle,  in  der  Ebene  der  grossen  und  mittleren 
Achse  gelegene  Ellipse,  deren  Achsen  mit  diesen  Haupt- 
tekten  selbst  snsammenfallen  und  welche  die  Brennpunkte 
der  in  der  xz-  und  yzEbene  gelegenen  Hauptschnitte  su 
Scheiteln,  die  Brennpunkte  des  Hauptschnittes  in  der 
ffEbene  aber  su  Brennpunkten  hat 

Man  findet  f&r  die   entsprechenden   Directionsebenen  die 
Oleichungen 

«  +  ^y  +  C  =  0, 

ar— ^y  +  C,=  0; 
äa  itehen  also  beide  senkrecht  cur  Hauptebene  der  xy  und  machen  mit 
der  Achse  der  x  gleiche ,  von  der  Lage  des  Punktes  (o?, ,  y,)  in  der  Focal- 
etrre  unabhftngige  Winkel,  in  entgegengesetztem  Sinne.  Der  Fusspunkt 
ihrer  Durchschnittslinie  in  der  Ebene  der  xy  ist  durch  die  Werthe  der 
Coordinaten 

C  +  C,  __^— £i 

*""  2      '     ^~         2A 

l^immt  und  die  Einführung  der  für  C^C^^  A  Yorher  gefundenen  Aus- 
'rtcke  liefert  die  Kelationen 

oder 

^1=     ^t    *»    yi  =  — ^Sf*). 

Dadurch  bestimmen  sich  die  Coordinaten  des  einem  Punkte  (^i,^i) 
^  der  Focalcurve  entsprechenden  Punktes  der  Directionsebenen,  deren 
^'H^  sodann  durch  diesen  und  den  Richtungscoefficienten  A  vollkommen 
l^^otimmt  ist  Die  Reihe  dieser  Punkte  für  alle  Punkte  der  Focalcurve 
hildet  eine  neue,  derselben  zugeordnete  Curve  von  der  näm- 
^^cben  Lage  der  Hauptachsen;  ihre  Gleichung  ergiebt  sich  sofort 
^^b  die  Substitution 


^  Man  erkennt  leicht ,  das»  der  Punkt  {x,y)  in  der  dem  Punkte  (oSf ,  ^i)  ent- 
'P*eekeiidea  Normale  der  Focalcurve  liegt. 
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m 


in  der  Form 

a«       .        y« 
a 

Man  sieht,  die  Achsen  des  Hauptschnittes  der  Oberfl&c 
sind  die  mittleren  geometrischen  Proportionalen  swiseh 
den  entsprechenden  Achsen  der  letzteren  Curve  und  d 
Focale;  d.  h.  die  Scheitel  dieser  letzteren  Curve  sind  c 
Fusspunkte  der  Directricen  des  Hauptschnittes. 
40.    Die  Annahme  des  zweiten  Werthsjstems 

iP,  s=  — ^,     j4t=^J=sO 
liefert  entsprechende  Kesnitate;  sie  fordert  zunächst  die  Einheit  als  Co 
ficienten   von  y^  in   der   Entwickelung  der  Ortsgleichung  und  daher 
Gleichung  des  Ellipsoids  in  der  Form 

Dann  ergehen  sich  die  übrigen  Bedingungen  der  Identität,  wie  folgt: 
1-A=^.    1  +  1^  =  ^,    2^,  +  il(C+C,)  =  0, 

Man  findet  successive 
und  dtvrcli  Einsetzen  in  die  leiste  Bedingungsgleicliung 


als  die  Gleichung  der  Focalcurve  in  der  Hauptebene  der  xz,  i 
ist  offenbar  eine  Hyperbel,  deren  Achsen  in  die  grosse  u 
kleine  Achse  der  Oberflttche  fallen;  ihre  Scheitel  sind  • 
Brennpunkte  des  in  derar^fEbene  gelegenen  Hauptschnit 
der  Oberfläche,  ihre  Brennpunkte  fallen  mit  den  Brei 
punkten  des  in  der  Ebene  der  xz  gelegenen  Hauptschnit 
zusammen,  aie  hat  also  die  Brennpunkte  der  Focalelli] 
zu  Scheiteln  und  die  Hauptachsenendpunkte  dieser  le 
teren  zu  Brennpunkten. 

Für  die  entsprechenden  Directionsebenen  hat  man 

a'+fiz  +  C  =  0,     «  — i?t  +  C,=0; 
sie  stehen   also  senkrecht  zur  Hanptebene   der  xz  und  machen  mit 
Acjise  der  x  gleiche  Winkel;  es  findet  aber  zwischen  den  hier  gefunde 
Directionsebenen   und  jenen ,   welche  der  Focalellipse  entsprechen , 
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^^M^^J^M'^W^^^^N^^NJ 


tfhr  wesentliche  Unterschied  statt,  dass  hier  das  Quadrat  des  Richtnngs- 
eoefficieoten 

positiv  ist,  während  es  dort  negativ  war,  d.  h.  die  Directions ebenen, 
welche  der  Focalh jperbel  entsprechen,  sind  reell,  die, 
welche  der  Focalellipse  entsprechen,  aber  imaginär.  Man 
erkennt  sngleich  an  dem  Wertbe  dieses  Richtungscoe:ficienten  die  cjcli- 
lehen  Ebene  der  Oberfläche. 

Der  Fasspunkt  der  Durchschnittslinie  in  der  Ebene  der  xz  ist  durch 
die  Werthe 

C  +  Ct  C—Ct 

Itestimmt  und  man  hat  die  Relationen 
oder 

Jene  Punkte  bilden  also  eine  der  Focalhyperbel  zugeordnete 
Carve,  deren  Oleichung  ist 

z«  x" 


*^ica  liefert  dieselben  Relationen  wie  vorhin. 

Man  findet  überdies  leicht,  dass  jede  Asymptote  der  Focal- 
°7psrbel  mit  einer  Asymptote  der  zugeordneten  Hyperbel 
^^n  System  eonjugirtcr  Durchmesser  der  Hauptellipse  in 
<^er  Ebene  der  xz  bestimmt. 

In  der  dritten  Hauptebene,  in  der  der  yz^  giebt  es  keine  reelle  Focal- 
^i^e;  man  erhält  den  Ausdruck 

— ^ — 4- =  1 

^rtchcr  für  fl>6>c  stets  eine  imaginäre  Curve  repräsentirt. 

41.  Man  sieht  sofort,  wie  diese  Entwickelungen  für  alle  centrischen 
Oberflächen  zweiten  Grades  in  fast  unveränderter  Geltung  bleiben  und 
^^  leicht  sie  sich  auf  die  Flächen  ohne  Centra  im  endlichen  Räume  aus- 
whnen  lassen. 

Ich  gedenke  besonders  der  Formen,  welche  sie  für  Rotations- 
■lachen  und  für  Kegelflächen  zweiten  Grades  insbesondere  an- 
whmen. 

Das  Rotationsellipsoid  entspricht  der  Substitution 

«« =  fr«. 
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und  für  das  einfache  Rotationshyperholoid  hat  man   überdies   das 
zeichen  von  c*,  für  das  doppelte  aber  das  Vorzeichen  von  a*  zu  verHn 
Doch  sollen  nur  die  dem  Rotationsellipsoid  entsprechenden  Resultat 
gegeben  werden.     Man  hat  bei  dem  Rotationsellipsoid 

ar  —  r'      a'  —  er 
für  die  Focalelltpse,  und  erkennt  sie  als  einen  Kreis  in  der  El 
des  Hauptschnittes  xy  durch  die  Brennpunkte  des  Hauptschniti 
der  Ebene  der  x  ;. 

Die  zugeordnete  Curve  wird 

a^       .       V* 


«'  a- 


und  ist  somit  ein  Kreis ,  welcher  durch  die  Fusspunkte  der  DirectriceB 

Hauptschnitte  geht.  *) 

Man  hat  ferner 

jr  ==  0,     y  =  0 

als  die  Gleichungen  der  Focalhjperbel  und  erkennt,  dass  die  R« 

tionsachse  ihre  Stelle  vertritt. 

Die  zugeordnete  Hyperbel  hat  die  Gleichungen 

und  wird  also  durch  zwei  in  der  Hauptebene  der  xz  gelegene,  der  A 
der  jr  parallele  Gerade  in  dem  positiven  und  negativen  Abstand 


ya^  —  c' 
von  derselben  vertreten,  d.  h.  durch  die  Directricen   des  Hai 
Schnittes  in  der  Ebene  xz. 

Für  die  Kugel  fallen  diese  Geraden  beide  in  die  unendlich  entfi 
Gerade  der  Ebene. 

Für  die  Kegelfläche  zweiten  Grades 

liefert  die  Entwickelung  folgende  Resultate:    Die  Focalelltpse 
Hauptebeixe  der  xy  h&t  die  Gleichung 


a«  +  c«  •  b^+c" 

sie  reducirt  sich  ebenso,  wie  die  zugeordnete  Curve  auf  ein  Paar 
imaginären  Geraden ,  d.  h.  auf  einen  reellen  Punkt.  Die  entsprechei 
Directionsebenen  sind  imaginär,  weil  der  Ausdruck  für  das  Quadrat 
Richtungscoefficientea 


*)  Es  ist  bemerkenswerth,  dass  der  Richtangcoefficient  A*  den  Wertk  —  1 
nimmt. 
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steti  negativ  ist 

Die  Focalhjperbel  der  Hanptebene  der  xz  bt 

=  0* 

flt  — 6«       6«  +  c«         ' 

swei  reelle  Gerade  in  der  Ebene  der  jrz,  welche  durch  die  Spitze 

geben. 

Die  Directionsebenen  sind  auch  hier  imaginär,  denn  es  ist 

a^jb^  +  c^ 

c«(a«— 6»)' 
Aber  die  der  Focalhjperbel  zugeordnete  Curve  ist  reell  und  hat  die 
Gleichung 


X*  z* 


a* 


=  0, 


a^—ü*      ü*  +  <^ 
Bwei  gerade  Linien. 

Für  a*  =  6',  d.  i.  für  den  Rotationskegel,  dessen  Achse  mit  der 
Achse  der  z  zusammenfällt ,  hat  man  speciell : 

^1^  Stelle  der  Focalellipse ,  und 

«1=0,     yi=0 
^Is  Gleichung  der  Focalhjperbcl;  die  Achse  der  z  ist  also  die  letztere. 

Wenn  man  hierbei  für  die  Kegelflächen  überhaupt  ima- 
Stuire  Directionsebenen  erhält,  so  ist  dies  ein  allenRegel- 
«lUchen  zweiten  Grades  entsprechendes  Ergebniss;  man  kann 
^*  leicht  für  das  einfache  Hyperboloid  und  das  hyperbolische  Paraboloid 
ümchweisen. 

42.  Diese  einfachen  Entwickelungen  reichen  hin,  um  die  vollstän- 
^%e  Berechtigung  des  Namens  Focalcurven  für  die  betrachteten  Oerter 
*^  zeigen.  Aber  die  Uebereinstimmung  ist  eine  noch  tiefer 
Behende,  und  es  mögen  wenigstens  einige  der  leicht  ableitbaren  Ergeb- 
^^••e  hier  angefahrt  werden. 

Wenn  ein  Ellipsoid  durch  eine  zur  grossen  oder  mitt* 

leren  Achse  normale  Ebene  geschnitten  wird,  so  trifft  diese 

^ie  zugeordnete   Curve    der   Focale   in    zwei   Punkten;    die 

Punkte  der  in   der  Ebene  jener  Achsen  gelegenen  Focale, 

Welche  diesen  entsprechen,  sind  Brennpunkte  der  Schnitt- 

turye;  die  Summe  der  Radienvectoren ,  welche  von  ihnen  nach  einem 

beliebigen  Punkte  der  Schnittcurve  gezogen  werden ,  ist  unveränderlich ; 

^e  Normale  der  Oberfläche  in  diesem  Punkte  des  Schnittes  liegt  in  der 

''betie  der  Radienvectoren  und  halbirt  den  von  ihnen  gebildeten  Winkel. 

Analoge  Resultate  gelten  für  die  übrigen  Oberflächen  zweiten  Gt«A<^«\ 
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überall ,  wo  die  Scknittcarve  hyperbolisch  ist ,  tritt  an  Steile  der  Samm 
die  Differenz  der  Radienvectoren.  Man  kann  daraus  und  aus  dem  Art.  4 
and  seiner  Anmerkung  auch  schliessen,  dassjede  Ebene,  welche  i 
einem  Punkte  der  Focalcurve  su  der  Tangente  derselbe 
rechtwinklig  ist,  die  Oberfläche  zweiten  Grades  in  eine: 
Kegelschnitt  schneidet,  der  diesen  Punkt  zum  Brennpunk 
hat.  Man  weiss,  wie  diese  Eigenschaft  die  Focallinien  der  Kege! 
flächen  zweiten  Grades  charakterisirt. 

Aber  auch  minder  nahe  liegende  Eigenschaften  bleiben  bewahrt,  s.  I 
die  nachstehende.  Man  weiss,  dass  die  reciproke  Polare  eines  Kege 
Schnitts  ein  Kreis  ist ,  wenn  der  zur  Directrix  gewählte  Kreis  einen  Breni 
punkt  desselben  zum  Centrnm  hat.*)  Weniger  beachtet  dttrfte  es  aber  seil 
dass  die  Focalcurven  einer  Oberfläche  zweiten  Grades  di 
Centra  der  Kugeln  bestimmen,  rücksichtlich  deren  die  reci 
proke  Polare  der  Oberfläche  eine  Umdrehungsfläche   wir« 

Oder:  Die  Pole  einer  geraden  Linie  in  Bezug  auf  alle  die  Kege 
schnitte  eines  homofocalen  Systems  liegen  in  einer  zu  ihr  selbst  rechtwini 
ligen  Geraden.  ♦♦) 

Und:  Die  Pole  einer  Ebene  in  Bezug  auf  alle  homofocal 
Oberflächen  zweiten  Grades  liegen  in  einer  zu  dieser  Eben 
senkrechten  geraden  Linie.  Diese  Gerade  ist  die  Normal 
der  von  jener  Ebene  berührten  Oberfläche  des  Systems  in 
Berührungspunkte. 

Die  vollständige  Analogie  mit  den  Brennpunkten  der  Kegelschnitt) 
liegt  zu  Tage;  dass  die  Focalcurven  einer  Oberfläche  zweitei 
Grades  die  reellen  Doppelcurven  in  der  developpabeli 
Oberfläche  sind,  welche  ihr  und  dem  unendlich  entferntei 
imaginären  Kreis  gemeinsam  umschrieben  ist,  sowie  du 
Brennpunkte  des  Kegelschnitts  die  reellen  Ecken  des  Vier 
seits  sind,  welches  ihm  und  dem  unendlich  entfernten  ima 
ginären  Kreise  —  oder  vielmehr  den  zwei  der  betreffendei 
Ebene  angehörigen  Punkten  desselben  —  gemeinsam  um 
schrieben  ist,  erscheint  nun  nur  als  ein  weiteres  Glied  in  der  Kett< 
dieser  Analogien. 

Aber  das  Vorhergehende  hat  den  Blick  zugleich  so  wenig  von  de 
verwandten  Theorie  der  conjugirten  Linien  und  Kegelflächen  abgewandt 
dass  sogar  mitten  in  den  letzten  Entwickelnngen  direct< 
Erinnerungen  an  Dasjenige  liegen,  was  vorher  Über  conju 
girte  Linien  erörtert  ward.  Sind  nicht  die  Spuren  der  Directions 
ebenen  der  der  Ebene  x  z  angehörigen  Focalhyperbel  in  dieser  Ebene  ode 


*)  Man  vergleiche  „Analyt.  Geom.  d.  K.**  Art.  388. 
**)  Vergl.  „Analyt  Geom.  d.  K."  Art.  448,  Aofg.  8. 
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die  entsprecbenden  Spuren  der  Directionsebenen  für  die  Focalellipse  in 
der  Ebene  xy  mit  ihrer  gleichen  Neigung  gegen  die  Achse  der  x  oder  die 
eine  Hauptachse  dieser  Cnrven,  conjngirte  Linien  in  Bezug  auf  dieselben  ? 
In  der  That,  man  kann  leicht  die  £ntwickelungen  der  Artikel  38 — 41 
mnf  Kegelschnitte  übertragen;  ich  will  die  Hauptergebnisse  kurz  vorüber- 
füthren,  ohne  die  leichten  Beweise  beizufügen. 

Der  Ort  eines  in  einer  Ebene  beweglichen  Punktes,  für 
w^elchen  immer  das  Verhältniss  seiner  Entfernung  von  einem 
Testen  Punkte  zu  dem  geometrischen  Mittel  seiner  Entfer- 
nuDgen  von  zwei  festen  geraden  Linien  unveränderlich  ist, 
ist   ein  Kegelschnitt.     Man  kann  den  festen  Punkt  einen  Brenn- 
punkt und  die  festen  geraden  Linien  die  Directionslinien  desselben 
nennen.     Jede  Curve  zweiten  Qrades  kann  als  ein  solcher  Ort  betrachtet 
werden;   man  gelangt  durch   die  Vergleichung  der  Coefficienten   in   der 
Gleichung  dieser  letzteren  und  in  der  des  Ortes  zur  Bestimmung  der  Di- 
rectionslinien und  des  Brennpunktes,  jedoch  so,  dass  sich  eine  Curve 
sla  Ort  der  möglichen  Brennpunkte  und  eine  zweite  Curve 
sla  Ort  der   Dnrchschnittspunkte    der    zugehörigen   Direc- 
tionslinien ergiebt;   sie  sind  vom  zweiten  Grade  und  haben  mit  der  ge- 
gebenen Curve   die   nämlichen  Hauptachsen,   das  vollständige  Analogen 
der  Focale  und  der  zugehörigen  Curve  in  der  vorher  entwickelten  Theorie. 
Die  Directionslinien  jedes  Punktes  machen  mit  den  Achsen  der  Curve 
gleiche  Winkel,  wie  vorher  und  sind  daher  conjngirte  gerade  Linien  in 
Bezog  auf  dieselbe.     Man  hat  aber  in  Bezug  auf  diese  dem  Kegelschnitt 
beigeordneten  Curven  ganz  dieselben  Eigenschaften  wieder,  wie  in  der 
6ntspreehenden  Theorie   der  Oberflächen  zweiter  Ordnung.     Jede  einer 
Hauptaebse  parallele  Gerade  schneidet  die  gegebene  Curve  und  die  von 
dem  Durchschnittspunkt  der  Directionsachsen  beschriebene  Curve  in  zwei 
Pvnkten ;  diesen  letzteren  entsprechen  zwei  bestimmte  Punkte  der  Focale, 
die  tu  den  bezüglichen  Directionsachsen   gehörigen  Brennpunkte;   wenn 
man  sie  mit  den  besagten  Punkten  des  gegebenen  Kegelschnitts  verbindet, 
^  i«t  die  Summe  der  Radienvectoren  an  beiden  Punkten  die  nämliche  und 
die  Normalen  desselben  in  diesen  Punkten  halbiren  den  jeweiligen  Winkel 
switcben  den  Radienvectoren  etc. 

Jene  Directionsachsen  sind  conjngirte  Oerade  in  Bezug  aaf  den 
'^^«Isehnitt  und  der  entsprechende  Brennpunkt  ist  das  Centrum  des  Krei- 
"^t  welcher  durch  die  zugehörigen  Schnittpunkte  der  Curve  und  dieser 
I*mien  geht, 

43.  Es  trifft  den  Mittelpunkt  der  Sache  und  den  Nerv  dieses  Zu- 
**iniiienhanges ,  wenn  ich  den  folgenden  Satz  beweise:  Der  Ort  eines 
'^tiuktes,  für  welchen  das  Quadrat  der  von  ihm  an  einen 
'68ten  Kreis  gezogenen  Tangente  zu  dem  Product  seiner 
**ötfernungen  von  zwei  festen  Qeraden  in  conat«^u\.^\ft.  N  ^x- 
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hliltniss  steht,  ist  ein  Kegelschnitt,  welcher  durch  die  Tier 
Pankte  geht,  welche  jene  geraden  Linien  mit  dem  Kreise 
gemein  haben.  Denn,  wenn  alle  die  letzten  Betrachtungen  in  Wahr- 
heit auf  conjngirte  Liniensysteme  hinausführen,  so  muss  dieser  Sats 
giltig  sein. 

Sein  Beweis  zeigt  zugleich,  wie  voUstftndig  diese  Theorien  in   den 
Kreis  der  hier  vorgetragenen  Symbolik  gehören,  denn  er  entspringt  an» 
der  einfachen  Symbol formel 

IC—laß  =  0, 
in  welcher  IC=0  die  Gleichung  eines  Kreises,  flr=0,  /3=0  die  Oleichun- 
gen  zweier  geraden  Linien  und  i  eine  Constante  bedeuten. 

Man  hat 

und  dies  ist  nun,  wie  folgt,  zu  interpretiren ^).  Bekanntlich  liefert  die 
Substitution  der  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes  in  die  Oleichun^ 
eines  Kreises  das  Quadrat  der  von  ihm  an  den  Kreis  gehenden  Tangente  9 
die  Snbstitution  in  die  Gleichung  einer  Geraden  aber  die  senkrechte  Ent- 
fernung des  Punktes  von  dieser  Geraden. 

Die  Geltung  des  Satzes  ist  offenbar  von  der  Grösse  des  Halbmeasers 
und  der  Realität  der  Durchschnittspnnkte  der  geraden  Linien   mit   dem 
Kreise  unabhängig;  daher  ist  der  Ort  eines  Punktes,  für  welchen 
das  Quadrat    der  Entfernung  von    einem  gegebenen   festen 
Punkte  zum  Product   seiner  Entfernungen  von  zwei  feste 
geraden  Linien   in  einem  constanten  Verhältniss  steht,    ei 
Kegelschnitt;  die  festen  geraden  Linien  sind  als  Sehnen  seines  imsg^i 
nären  Durchschnitts  mit  dem  unendlich  kleinen  festen  Kreise  tu  betracli 
ten ,  welcher  den  festen  Punkt  zum  Centrnm  hat. 

Wenn    diese   Dnrchschnittssehnen   in   eine  Gerade   zusammenfHlle 
d.  b.  für  die  Symbolformel 

so  wird 

der  Ort  eines  Punktes,  für  welchen  die  Länge  der  von  ili 
an  einen  festen  Kreis  gezogenen  Tangente  zu  seiner  En  "fl^* 
fernung  von  einer  festen  Geraden  in  unveränderlichem  Ve  ar* 
hältniss  steht,  ist  ein  Kegelschnitt,  welcher  den  fest^  a 
Kreis  in  den  zwei  Punkten  berührt,  wo  die  feste  Gerade  i  1^  ^ 
(»chneidet. 


*)  Mau  vergleiche  „Analytische  Geometrie  der  Kegelschnitte"  Art.  27,&'2     *^ 
US,  284. 
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In  dem  Falle,  wo  der  Kreis  nnendlicli  klein  ist,  entspringt  daraus  die 
fundamentale  Eigenschaft  des  Brennpunktes  nnd  der  Direc- 
trix  bei  Kegelschnitten;  der  Brennpunkt  ist  als  unendlich  kleiner 
Kreii  an  betrachten ,  welcher  mit  dem  Kegelschnitt  eine  doppelte  imagi- 
näre Berührung  in  der  Directrix  hat.  Die  Directrix  ist  die  Ver- 
einigung Bweier  in  Bezug  auf  den  Brennpunkt  dem  Kegel- 
sebaitt  conjugirten  Geraden.  Jedem  anderen  Punkt  der  Focalcurve 
entsprechen  zwei  unter  gleichen  Winkeln  gegen  die  Hauptachsen  des 
Kegelschnitts  geneigte  Directionsachsen  oder  conjugirte  Linien. 

Dieselben  Betrachtungen  übertragen  sich  sehr  leicht  auf  die  Kugel 
«nd  die  Oberflächen  zweiten  Grawes.     Sobald  die  Sjmbolformel 

ÜT  — X^.P  =  0, 
in  welcher 

die  Oleichnng  einer  Kngel, 

^=0,  Ä=0 
die  Gleichungen  fester  Ebenen  repräseutiren ,  während  X  eine  Constante 
iit,  interpretirt  wird,  so  erkennt  man:  Für  alle  Oberflächen  zwei- 
ten Grades,  welche  durch  die  von  den  festen  Ebenen  A^  B 
nitder  festen  Kugelfläche  K  bestimmten  Kreislinien  gelegt 
Verden  können,  gilt  die  metrische  Eelation 

d.h.  das  Quadrat  der  von  einem  beliebigen  Punkte  einer  sol- 
chen Oberfläche  an  die  Kugel  gelegten  Tangente  ist  zu  dem 
Prodnet  der  Entfernungen  dieses  Punktes  von  den  zwei 
feiten  Ebenen  in  einem  unveränderlichen  Vcrhä'ltniss.  Die- 
^^  Satz  gilt  unabhängig  von  dem  Halbmesser  der  Kugel  und  von  der 
^•litit  der  Durchschnittscurven  derselben  mit  der  Oberfläche;  er  gilt 
*lso  auch  noch  für  eine  Kugel  vom  Halbmesser  Null.  Der 
Wttelpankt  einer  solchen  Kugel  ist  aber  ein  Bronn punkt  und  die  zu* 
gehörigen  festen  Ebenen  sind  Directionsebenon  in  dem  früher  ent- 
wickelten Sinne.  Mau  sieht *auch  hier,  sie  sind  zugleich  cjclische 
Ebenen  der  Oberfläche. 

Man  kann  sogar  durch  rein  geometrische  Betrachtungen  den  Ort  sol- 
cher Punkte  bestimmen ,  wenn  man  einen  Satz  als  bekannt  voraussetzt, 
Welchen  Herr  Steiner  im  I.  Bde.  von  Crelle^s  Journal  (p.  47)  bewiehon 
l>tt.  Die  fraglichen  Punkte  sind  Centra  von  mit  dem  Halbmesser  Null 
*^^hriebenen  Kugeln,  welche  die  Oberfläche  in  ebenen  Curven  schneiden ; 
W6nn  aber  zwei  Oberflächen  zweiten  Grades  sich  in  ebenen  Curven  schnei- 
^^>  10  serfällt  ihre  gemeinschaftlich  umschriebene  developpable  Fläche 
''^  >wei  Kegelflächen  zweiten  Grades,  und  wenn  die  eine  von  ihnen  eine 
'^^d  ist,  60  müssen  diese  letzteren  Kotationskegel  aeva«    &q\V  vq^^\0^ 
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diese  Kugel  den  Radius  Null  haben ,  so  kann  ihr  Mittelpunkt  nur  in 
Spitze  eines  dieser  Kegel  liegen.  Demnach  müssen  die  Fo( 
curven  einer  Oberfläche  zweiten  Grades  als  Ort  der  Sei 
tel  der  Rotationskegel  gefunden  werden,  welche  dersel 
umschrieben  werden  können.  Die  Natur  eben  dieses  Ortes  d 
cirte  aber  Herr  Steiner  an  dem  angeführten  Orte.  In  vervoUständi 
Form  findet  man  dieselbe  Untersuchung  in  Herrn  Magnus*  y,Aufg) 
und  Lehrsätze  aus  der  analytischen  Geometrie  des  Raumes"  p.  325; 
den  Analogien  dieser  Curven  mit  den  Brennpunkten  der  Kegelschi 
findet  sich  aber  an  beiden  Orten  nichts.  Erst  in  Herrn  Plücker^s  ^ßji 
der  analytischen  Geometrie  de/ Raumes"  ist  dieser  Zusammenbang  da 
legt;  man  vergleiche  die  schöno  Darstellung  in  §.  11,  p.  275 — 300  di 
Werks.  Dass  sie  von  der  hier  gegebenen  ganz  verschieden  ist,  brai 
ich  wohl  kaum  zu  bemerken. 

Aber  in  der  Theorie  der  Oberflächen  zweiten  Grades  stellen  sich , 
gezeigt  worden  ist,  conjugirte  Kegel  flächen  den  conjugirten  Liu 
Systemen  der  Kegelschnitte  erst  in  aller  Vollständigkeit  zur  Seite ;  sie  i 
wie  früher  gezeigt  ist,  die  durch  den  Durchschnitt  einer  Kugel  mit 
Oberfläche  zweiten  Grades  bestimmten  Kegelflächen;  ihre  Hauptacl 
und  ihre  cyclischen  Ebenen  sind,  wie  es  schon  M.  Chasles  (Lionvi 
Journal,  Vol.  III,  1838,  p.  432)  angegeben  hat,  denen  der  Oberfläche 
rallel.  Es  bleibt  mir  übrig,  von  den  umfassenderen  Gesichtspunkten 
welche  jetzt  gewonnen  sind,  von  den  Eigenschaften  dieser  conjugi 
Flächen  die  wichtigsten  zu  entwickeln.  Sie  entsprechen  denen  der  Fe 
curven  und  die  einen  können  aus  den  anderen  abgeleitet  werden. 

44.    Für  die  durch 

ar        6'        er 
dargestellte  Oberfläche  zweiten  Grades  sind  im  Art.  17  die  Gleichun 
der  drei  derselben  bezüglich  ihres  Centrums  conjugirten  Cylinder  wie  1 
gefunden  worden 

fi I 1  =r  0 


a*  —  b^      «»  —  r« 

—  1=0, 


t*  x^ 


^«c*      •      lAu' 


X*  1/' 


c»a«       •      C^b* 


d^  —  a*       c^  —  ü* 
Stellt  mnn  dazu  die  Gleichungen  der  drei  Hauptschnitte  der  Fläche 

7i  +  -7  — 1=0,   -  +  -  —  1=0,    -  +;^-  — 1^0, 

o^        tr  er        ä'  fr        ir 
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und  die  Gleichungen  ihrer  conjugirten  Liniensysteme 

z*{b*—c*)  —  b*c*  =  0,    y»(c«  — 6«)  — 6*c«  =  0, 

^(ßt— 6«)  — a«6«  =  0,  ir*(&«  — «•)  — a«6«  =  0, 
lo  kann  man  bemerken ,  dass 

diireb  Entwickelnng  auf 

l/^{a*  —  b*)  —  a*b*  —  0,  a:*(!>«— g«)— g»!»«  =  0 
nirflckkommen ;  und  ebenso  bei  den  übrigen  Paaren.  Für  die  imaginäre 
conjngirte  Kegelfläche  gilt  offenbar  das  Nämliche.  Dies  giebt  den  Satz : 
Jede  Hauptebene  einer  Oberfläche  zweiter  Ordnung  be- 
stimmt in  ihr  und  dem  System  der  ihr  in  Bezug  auf  ihr  Cen- 
trnm  conjugirten  Flächen  das  System  zweier  Kegelschnitte, 
welchen  dieselben  drei  Paare  conjugirter  gerader  Linien 
S^meinachaftlich  sind. 

Der  Hanptschnitt  selbst  und  die  Spur  des  zur  Hauptebene  normalen 
Cylmders  bilden  das  System  der  beiden  Kegelschnitte;  die  in  die  Haupt- 
6bene  fallenden  Seiten  der  beiden  übrigen  conjugirten  Cylinder  und  des 
unaginären  Kegels  bilden  die  Paare  der  bezüglich  des  gemeinsamen  Cen- 
trunu  diesen  Kegelschnitten  conjugirten  Geraden. 

Zugleich  lehrt  die  symmetrische  Form  der  Gleichungen,  dass  jeder 
der  drei  conjugirten  Cylinder  die  beiden  anderen  bestimmt  und  man  er- 
kennt überdies  leicht,  dass  jede  der  Kegelschnittslinien,  welche  ihre 
Spuren  in  den  Hauptebenen  sind,  zwei  ihrer  Scheitel  in  den  reellen  con- 
ji&girten  Linien  der  anderen  hat.  Man  kann  daher  sagen:  Wenn  ent- 
sprechende Hauptschnitte  zweier  Oberflächen  zweiter 
Ordnung  bezüglich  ihres  gemeinschaftlichen  Centr'ums 
dieselben  conjugirten  Linien  haben,  so  entsprechen  den 
Oberflächen  selbst  die  nämlichen  conjugirten  Cylinder- 
*nd  Kegelflächen.  Und:  Wenn  zwei  Oberflächen  zweiter 
Ordnung  einen  gemeinschaftlichen  conjugirten  Cylinder 
besitzen,  so  haben  ihre  entsprechenden  Hauptschnitte  die- 
selben conjugirten  Linien. 

45.  Die  Sätze  4)  und  5)  des  .Artikel»  30,  angewandt  auf  die  Oberfläche 
^d  einen  der  ihr  bezüglich  des  Centrums  conjugirten  Cylinder,  lauten: 
^^eiTangentialebenen  eines  einer  Oberfläche  des  zweiten 
Grades  conjugirten  Cylinders  schneiden  dieselbe  nach  zwei 
^Igelschnitten,  durch  welche  eine  Rotationsfläche  gelegt 
^^rden  kann,  die  das  Centrum  zum  Brennpunkt  hat.  Die 
^''^»Piechende   Directionsebene    ist    die   Ebeiv^i   ^^x  V^K^^vt 

2»ll»cbrin  f.  Mathematik  a,  Phytik.   VW ,  b,  *  1\ 
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Bertihrnngsseiten  des  conjngirten  Cylinders  mit  den  T«.  xi - 
gential  ebenen. 

Insbesondere  schneiden  die  Asymptotenebenen  des  bäy- 
perbolischen  conjngirten  Cylinders  die  Oberfläche  in  swei 
Kreisen,  welche  auf  einer  mit  ihr  concentrischen  Kn^el 
liegen. 

Und:  Wenn  eine  durch  das  Centrum  der  Oberfläche  g^e- 
legte  Ebene  einen  ihrer  conjngirten  Cylinder  in  zwei  Ii«r- 
zeugenden  schneidet,  so  bestimmen  die  ihnen  entspreche  n - 
den  Tangentialebenen  des  Cylinders  in  der  Oberfläche  s^wei 
Kegelschnitte,  welche  auf  einem  mit  der  Oberfläche  con- 
centrischen Rotationskegel  gelegen  sind,  dessen  Achse  snr 
ersten  Ebene  senkrecht  ist. 

Bei  einem  EUipsoid  ist  der  elliptische  conjngirte  Cylinder  ganz  ausser- 
halb der  Fläche  und  hat  keine  reellen  gemeinschaftlichen  Bertihnm^s- 
ebenen  mit  ihr;  der  hyperbolische  Cylinder  besitzt  mit  ihr  gemeinsch»f^* 
lieh  vier  Tangentialebenen,  welche  die  Region  der  die  Fläche  nicbt 
schneidenden  Tangentialebenen  desselben  von  der  Region  deijeni^^<^ 
trennen,  welche  reelle  Schnitte  bestimmen.  Bei  dem  einfachen  Hype^* 
boloid  schneiden  alle  Tangentialebenen  der  beiden  conjugirten  Cylinde* 
die  Oberfläche;  bei  dem  zweifachen  Hyperboloid  kann  keine  der  Tan^ef>* 
tialebenen  des  hyperbolischen  conjugirten  Cylinders  einen  reellen  Scho^^ 
bestimmen;  der  elliptische  aber  hat  mit  der  Oberfläche  vier  Tangenti^^* 
ebenen  gemein ,  welche  wieder  die  vorerwähnten  Orenzlagen  markiren. 

Der  Satz  2)  desselben  Artikels  30  lautet  jetzt:   Zwei  beliebi^^ 
Tangentialebenen  eines  conjugirten  Cylinders  einer  ObeX"  * 
fläche  zweiten  Grades  sind  dieDirectionsebenen  bezttgli^"^ 
des  Contrums   derselben  als   eines  Focalpunktes   von  ein^^ 
anderen  Oberfläche   zweiter  Ordnung,   welche   der  gegeb^ 
nen  längs  desjenigen  Kegelschnitts  eingeschrieben  ist,  d^  ^ 
die  Ebene  der  Berührungsseiten  des  conjugirten  Cylinde^  * 
bestimmt.      Im  Besonderen  sind  die  Asymptotenebenen  d^  * 
hyperbolischen     conjugirten    Cylinders    einer    Oberfläcl'-  ^ 
zweiten    Grades    die    cyclischen    Ebenen    des   Asymptote 
kegeis  derselben. 

Ebenso  erhält  der  4.  Satz   des  Artikels  25  in  Verbindung  mit  d^ 
3.  Satze  des  Artikels  34  jetzt  die  folgende  Gestalt:    Eine  Oberfläc 
zweiten  Grades  giebt  mit  einer  ihrer  conjugirten  Cylinde  ^ 
flächen   und    zwei   Tangentialebenen    derselben   folgende 
Flächensystemen  den   Ursprung:    1)  Der  unendlichen  ReiS:^ 
derjenigen  Oberflächen  zweiten  Grades,    welche  durch  d  ^ 
Schnittcurven  der  Oberfläche  mit  jenen  beiden  Tangen tii^  1 
ebenen   des   Cylinders    gelegt  werden  können.     2)    Dpr    oik» 
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«ndlichen  Reihe  der  Oberflächen,  die  das  Centram  der  ge- 
g'ebenen   Fläche    zum  Focalpunkt  und   die   beiden  Tangen- 
tialebenen des  Cylinders  zu  besüglichen  Directionsebenen 
lijftben.      3)    Der    unendlichen    lieihe    der    Rotationsflächen, 
1^  «lehe  das  Centrum  der  gegebenen  Fläche  zum  Bronnpunkt 
und    die    Ebene    der    Berührungsseiten    des    Cylinders    zur 
I>  ireetionsebene  haben.     4)  Der  unendlichen  Reihe  der  Cy- 
I  i oder,    welche    den    gegebenen   längs    dieser   Frzcugenden 
l>  «rfihren.     Diese   vier   Reihen   von   Flächen  sind    homogra- 
p  lisch   oder  entsprechen  einander  nach  gleichem  Doppel- 
s  chnittTorhältniss.    Zwei  entsprechende  Flächen  der  ersten 
beiden  Reihen   berühren   sich    längs   eines  Kegelschnitts  in 
€l  «r  Ebene  der  Erzeugenden   des  Cylinders.     Drei  entspre- 
eilende  Oberflächen    der  letzten   drei  Reihen  gehen  durch 
e  ioe  and  dieselbe  Curve  in  dieser  nämlichen  Ebene. 

46.    Die  folgenden  Sätze  ergeben  sich  leicht  nach  den  Gesetzen  der 

Polarreciprocität  aas  bekannten  Sätzen   von  M.  Chasles,  Amiot   und 

Plileker  ttber  die  ezoentrischen  Kegelschnitte;  jedoch  sind  sie  mit  Hilfe 

der  bisher  gegebenen  Relationen  auch  leicht  direct  zu  beweisen.    Ich  gebe 

den  Beweit  bei  dem  ersten  derselben ,  werde  mich  aber  der  Kürze  wegen 

Auf  Andentangen  und    erläuternde   Bemerkungen    bei    den   übrigen  be- 

aekrtnken. 

'     Die  Polarebene  eines  Punktes  {x^ ,  Vi ,  ?|)  in  Bezug  auf  die  Fläche 


^•t  die  Oleichnng 


0«   ^  ft«  ^  c«       ^      "' 


"^  die  das  Centram  enthaltende ,  zum  Radiusvector  des  Punktes  (o:, ,  y^ ,  Zt) 
''^nnale  Ebene  und  somit 

^ie  Darebsehnittslinie  dieser  and  der  vorigen  Ebene.  Da  die  erste  von 
^l6aen  beiden  Oleichnngen  auch  die  durch  die  besagte  Gerade  parallel  aar 
*^^Iifl6  der  z  gehende  Ebene,  nicht  minder  aber  die  Polarebene  der  durch 
^^  Punkt  (^n^iiZf)  an  derselben  Achse  gezogenen  Parallelen  in  Bezug 
^V  den  conjugirten  Cylinder  der  Oberfläche,  welcher  der  Achse  der  2  pa- 
'^elist,  repräsentirt,  so  gilt  der  Satz:  Wenn  eine  Oberfläche  zwei- 
^^H  Grades  vom  Centrum  0  und  ein  Punkt  Jlf  im  Räume,  so- 
^i«  die  Polarebenen  des  letzteren  bezüglich  der  ersteren 
^^d  eines  ihrer  conjugirten  Cylinder  gegeben  sind,  so  be- 
•^imrnt  die  Darebsehnittslinie  beider  Ebenen  m\\.  Öl^vä  Vi^\^- 

1V^ 
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trnm    eine    znm    Radiusvector    OM  des    Punktes   M  norma! 
Ebene. 

Wird  M  auf  der  Oberfläche  selbst  gewählt,  so  wird  die  Polarebei 
bezüglich  der  Oberfläche  zur  Tangentialebene  derselben;  die  Durc 
Schnittslinie  derselben  mit  der  durch  0  zxx  OM  normalen  Ebene  oder  n 
der  Polarebene  des  Punktes  bezüglich  eines  conjugirten  Cylinders  wii 
von  M.  Cremona  als  Polnormale  des  Punktes  M  bezeichnet  und  i( 
will  in  Ermangelung  einer  besseren  Benennung  diese  beibehalten. 

Man  sieht,    wenn    eine    Oberfläche    zweiten    Grades    vc 
einer  Geraden  geschnitten  wird,  welche  einer  ihrer  Achse 
parallel   ist,    so   liegen   die  Polnormalen  der  Schnittpunk 
in  der  Polarebene  jener  Geraden  in  Bezug  auf  den  zur  gla 
eben  Achse  parallelen  conjugirten  Cylinder  der  Fläche. 

Man  denke  sich  nun  eine  Tangentialebene  der  Oberfläche  von  ein 
Anfangslage  aus  nach  einem  bestimmten  Gesetze  bewegt  und  denke  si 
die  entsprechende  Bewegung  der  Polnormale;  jene  erzeugt  bei  ihrer  E 
wegung  immer  eine  der  Oberfläche  umschriebene  developpable  Fläch 
diese  eine  Regel  fläche;  man  kann  fragen,  wenn  diese  letztere  ehe 
falls  abwickeLbar  sein  wird,  und  findet,  dass  ftir  jeden  Punkt  der  Ob« 
fläche  zwei  Richtungen  der  Bewegung  existiren,  welche  dieser  F« 
derung  entsprechen.  Die  Bewegung  der  Tangentialebene  nach  einer  jedL 
derselben  erzeugt  eine  der  gegebenen  Oberfläche  umschriebene  devela 
pable  Fläche;  der  Anfangslage  der  Tangentialebene,  der  gemeinsch«. 
liehen  Tangentialebene  von  beiden,  entspricht  in  jeder  von  ihnen  el 
charakteristische  Erzeugende,  und  die  von  diesen  mit  dem  Qc 
trum  bestimmten  Ebenen  sind  orthogonal.  In  dieser  Weise  entspreche 
-jeder  Tangentialebene  drei  bezeichnende  gerade  Linie: 
nämlich  die  Polnormale  und  die  charakteristischen  Erzei 
genden.  Sie  bilden  ein  Dreieck,  welches  immer  mit  d^ 
gemeinschaftlichen  Centrum  der  Flächen  eine  rectanguläfl 
dreiseitige  Ecke  bestimmt;  die  Ebenen  derselben  sind  di 
gemeinschaftlichen  Hauptebenen  der  Kegelflächen,  untc 
denen  die  Durchschnittslinien  der  Tangentialebene  mit  de 
conjugirten  Cjlindern  vom  Centrum  aus  gesehen  werdez 
oder  jenes  Dreieck  ist  den  drei  besagten  Kegelschnitten  zugleich  conjugir 

Jene  charakteristischen  Erzeugenden  sind  ftir  die  Tangentialebei 
des  einfachen  Hyperboloids  die  ihr  angehörigen  Erzeugenden  der  Obei 
fläche  selbst;  die  vom  Centrum  nach  ihnen  gehenden  Ebenen  sind  die  g( 
meinsamen  cjclischeü  Ebenen  der  drei  Kegelflächen,  unter  welchen  di 
Sehnittcurven  der  Tangentialebene  mit  den  conjugirten  Cylindem  de 
Oberfläche  vom  Centrum  aus  gesehen  werden.  Dabei  schneidet  jede  durc 
den  Radiusvector  des  Berührungspunktes  der  Tangentialebene  gelegt 
Ebeae  einen  der  fraglichen  Kegel  nach  zwei  Erzeugenden ,  die  gegen  des 
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Radiasvector  gleich  geneigt  nind;  es  ergiebt  sich  daraus  offenbar  ein  Ge- 
seU  aber  die  Tangente  einer  Oberfläche  zweiten  Grades. 

Eine  beliebige  Ebene  schneidet  ferner  eine  Oberfläche 
zweiten  Grades  und  ihre  conjugirten  Cyliuder  in  Curveu, 
welche  mit  dem  Centrum  der  Fläche  homocyclische  Kegel 
bestimmen;  für  jede  zu  zweien  derselben  gemeinschaftliche 
Tangentialebene  sind  die  Beruh ruugsseiten  roctangulär. 
Jede  Durchmesserebene  -insbesondere  schneidet  die  Oberfläche  und  ihre 
conjugirten  Cyliuder  nach  Kegelschnitten,  welche  dieselben  conjugirten 
Linien  besitzen. 

Daraus  folgt  unmittelbar,  dass  für  einen  aus  dem  Centrum  beschrie- 
benen, über  einer  ebenen  Schnittcurve  der  Oberfläche  stehenden  Kegel 
durch  die  Hauptebenen  drei  gerade  Linien  in  der  Ebene  des  Schnittes  be- 
stimmt werden,  für  welche  die  durch  sie  gehenden  einem  conjugirten  Cy- 
liuder parallelen  Ebenen  bezüglich  dieses  Cylinders  selbst  conjugirt  sind. 

Wenn  ein  Dreieck,  dessen  Seiten  mit  dem  Centrum  der 
Oberfläche  eine  rechtwinklige  dreiseitige  Ecke  bestimmen, 
•ich  so  bewegt,  dass  eine  seiner  Ecken  die  Oberfläche 
iftelbst  durchläuft,  iudess  die  beiden  anderen  sich  auf  den 
reellen  conjugirten  Cylindern  bewegen,  so  umhüllt  die 
Ebeue  des  Dreiecks  eine  Kugel,  beschrieben  über  dem  zum 
imaginären  conjugirten  Cylindcr  parallelen  Durchmesser 
der  Fläche. 

47.  Es  existiren  ferner  Eigenschaften  bezüglich  der  Segmente  schnei- 
dender gerader  Linien,  von  den  einige  hier  folgen  mögen. 

Wenn  eine  durch  das  Centrum  der  Oberfläche  gehende 
transversale  ihr  selbst  in  M  und  einem  ihrer  conjugirten 
C^Iinder  in  N  begegnet,  so  ist  die  Grosso 

Om   .Oii^  ' 
▼on  der  Richtung  der  Transversale  unabhängig,  gleich  dem 
^i^versen  Quadrate  des  mit  jenem  Cyliuder  gleichgorichte- 
^^a  Ualbdurchmessers. 

Die  geradlinigen  Polaren  der  Erzeugendon  eines  conjugirten  Cylin- 
^^rs  bezüglich  der  Oberfläche  selbst  umhüllen  einen  in  der  in  ihm  norma- 
■«'ii  Hauptebeno  derselben  gelegenen  Kegelschnitt,  der  mit  der  entspre- 
chenden Spur  des  Cylinders  gleiche  A'chsenrichtungen  hat;  man  erhält 
^Mien  Punkt  der  einer  Erzengenden  vom  Fusspunkt  i  entsprechenden  Po- 
'•te  in  dem  Punkte  i  der  bezüglichen  'J'angente  der  Spur  des  Cylinders, 
^«Icher  mit  i  am  Centrum  einen  rechten  Winkel  bestimmt.  Diese  Polare 
^gegne  den  Asymptoten  des  in  derselben  Hauptebeno  gelegenen  Focal- 
"^^geUchnitts  in  Punkten  ;i,7  und  die  Kadienvectoreu  Op^  Oq  bezeichnen 
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in  einer  boliebigen  Tangentialebene  der  Oberfläche  die  Ponkte  Pufi;  em:^<i- 
licb  sei  iV  die  Tangentialebene  des  conjngirten  Cylinders  längs  der  (^da^^li. 
ten  P^rzeugendcn  nnd  die  im  Centrum  auf  der  durch  dasselbe  mit  <]er 
Durcbschnittsliuie  der  Ebenen  M  und  N  bestimmten  Ebene  errichtete  ^^or- 
male  schneide  diese  Ebenen  selbst  in  m  und  n,  so  ist  die  Grösse  min- 
beschadet  der  Lage  der  Ebenen  ilT,  iV  unveränderlich 

Ön  ^Om      Op  —  Opi    Oq  —  Oq^ 

und  dem  Prodnct  aus  dem  inversen  Qnadrate  des  dem  be- 
trachteten Cylinder  parallelen  Halbdurchmessers  in  die 
Differenz  der  Quadrate  der  beiden  anderen  Haibdnrch- 
messer  gleich. 

Man  sieht  leicht,  wie  dies  Gesetz  nur  auf  den  zur  Ebene  der  Focal- 
hypcrbel  senkrechten  conjugirten  Cy linder  direct  anwendbar  ist;  eine 
leichte  Veränderung  überträgt  es  aber  auch  auf  die  anderen.  Ist  eine 
Tangentialebene  M  einer  Oberfläche  zweiten  Grades  und  die  Tangential- 
ebene N  eines  ihrer  conjugirten  Cylinder  gegeben,  und  wird  durch  die 
gerade  Polare  der  Berührungsseite  und  den  Durch  seh  nittspunkt  der  Focal- 
hyperbel  mit  der  Ebene  M  eine  Ebene  P  gelegt,  so  gilt  für  die  Punkte 
in ,  fi ,  in  denen  eine  im  Centrum  auf  die  durch  dies  und  die  Durchschnitts- 
linie  der  Ebenen  3/ und  N  bestimmte  Ebene  errichtete  Normale  jene  Ebe- 
nen trifft,  und  die  Punkte  m|,  p,  in  denen  die  gleiche  Senkrechte  auf 
der  Ebene  der  Durchschnittslinie  der  Ebenen  M  und  P  diesen  Ebenen 
selbst  begegnet,  unabängig  von  der  Lage  der  Ebenen  itf  und  ^ 
die  Relation 

On  —  Om    Op  —  Om.        ^  I 

7i 7r~  '  TT tH  =  Const.  I 

Om  .  Un      Onii  .  Op 

Zwei    beliebige   Tangentialebenen   eines   conjugirten   Cylinders  sii*^ 
Ebenen  der  Homologie  für  die  Fläche  selbst  und  eine  Rotationsfläche,  d»^ 
das  Centrum    zum  Brennpunkt  und  die  Ebene  der  Berührungsseiten  *^^ 
Directionsebene  hat.     Die  entsprechenden  Centra  der  Homologie  HegeO^  *^ 
den  Asymptoten  der  Focalcurve,  deren  Ebene  zu  dem  fraglichen  Cylind^* 
senkrecht   steht.     Wenn    also   in   den  Asymptoten  der  hyperb  ^^* 
lischen  Focalcurve  einer  Oberfläche  zweiten  Grades  irg^*^ 
zwei  Punkte   als  Scheitel  von  Kegeln  genommen  sind,   w^ 
che    zugleich    der   gegebenen    Oberfläche    und   einer    Ret: 
tionsfläche  umschrieben  sind,  die  im  Centrum  einen  Bret^ 
punkt  hat,    so   schneiden  sich  beide  letzteren  Oberfiftch 
in  Kegelschnitten,  deren  Ebenen  den  zur  Ebene  der  Foc 
hyperbel   normalen   conjugirten    Cylinder   berühren.      Es 
eine  Folge   davon,   dass   die  Tangentialebenen  einer  Oberfläche  swei^ 
Grades  in  den  vier  Punkten,  in  denen  sie  von  einer  hyperbolischen  Foc-^"' 


sbnitten  wird,  auch  den  zur  Ebene  der  letzteren  senkrechten  conjugir- 
in  Cjlinder  berühren  und  so  die  Grenzen  bilden  zwischen  denjenigen 
TI7aiigentialebenen  desselben ,  welche  die  Oberfiächo  schneiden ,  und  denen, 
-welehe  sie  nicht  schneiden.  Diese  vier  Tangentialebenen  sind 
C'iirdas  Ellipsoid  und  das  zweifache  Hyperboloid  reell  und 
besitzen  Eigenschafton,  welche  denen  der  Nabel-  oder 
liwreispnnkte  nach  den  Gesetzen  der  Polarreciprocität  ent- 
s  prechen. 

48.  Es  bleibt  endlich  übrig,  das  allgemeine  Bild  eines  8y- 
•  ftems  conjagirter  Oberflächen  zweiten  Grades  so  zu  zeich- 
neB,  wie  das  allgemeine  Bild  des  Systems  homofocaler  Flächen  hier  und 
»n  dem  früher  angeführten  Orte  gezeichnet  worden  ist.  Die  Gesammtheit 
der  SU 

d«  ^  ^«  ^  c» 
cooJQgirten  Oberflächen  zweiten  Grades  wird  durch  die  Gleichung 

^(1  +«'Ar)  +  ^  (I  +  bn)  +  ?^  (1  +c«/r)  -  l  =  0 

daigestellt;    alle  haben  die  Hauptebenen   und    die   cyclischen 
Ebenen    gemein     und     ihre     Asymptotonkegel     sind     homo- 
ejclisch.      Sie   zerfallen    in  drei   Gruppen:    EllipsoiJo,    einfache    und 
iwetfache   Hyperboloide;    irgend  zwei   von   ihnen  haben   keinen  reellen 
iViQkt  gemein.   Die  Gruppe  derEllipsoide  wird  von  dem  elliptischen 
^ojogirten  Cylinder  eingeschlossen ,  alle  Glieder  derselben  haben  ihre 
Hauptachse  dem  elliptischen  und  ihre  mittlere  Achse  dem  hyperbolischen 
P^Hoder  parallel;   sie  beginnen  mit  dem  gemeinschaftlichen  Centrum  als 
den  Ellipsoid  von  den  Halbachsen  Null   und  enden  mit  dem  elliptischen 
Cylinder   als  einen  Ellipsoid    von  einer   unendlich  grossen  Hauptachi<e. 
^^seits  desselben  und  überhaupt  in  dem  gesammten,  von  den  convexen 
^iten  der  beiden  reellen  conjugirten  Cylinder  umgrenzten  Kaunye  liegen 
^16  einfachen  Hyperboloide,  alle  mit  der  imaginären  Achse  parallel 
^^m  elliptischen  und  mit  der  grossen  reellen  Achse  parallel  dem  hyperbo- 
'*^hen  conjugirten  Cylinder,  beginnend  mit  dem  elliptischen  und  endigend 
^it  dem  hyperbolischen  Cylinder  als  den  beiden  Gliedern  der  Gruppe,  bei 
denen  eine  Hauptachse  unendlich  gross  ist.     Endlich  liegen  auf  der  con- 
^^▼en  Seite  des  hyperbolischen  Cyliuders  umschlossen  je  von  einem  der 
hyperbolischen  desselben  die  doppelten  Mäntel  der  zweifachen  Hyper- 
boloide;   tlie  beiden  imaginären  Achsen   den  Erzeugenden   der  reellen 
Conjugirten  Cylinder  parallel,  mit  dem  hyperbolischen  Cylinder  beginnend 
^nd  ohne  angebbaro  Endigung.     Durch  jeden  Punkt  des  Raumes 
K^ht  eine  einzige  röollc  Oberfiächo  des  Systems  und  je  nach 
A^r  Lage  des  Punktes  in  den  vorbezeichueten  Räumen  gehört  dieselbe  zur 
Glaiae  der  Ellipsoide,  der  einfachen  oder  zweifachen  Hyperboloide. 
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Eine  Ebene 


berührt  die  Oberfläche 


X 


ax+ßy  +  yz  —  l  =0 


-i{l+a'k)  +  ^jj{l  +  bn)  +  ;j{l  +  <^k)-^\=0. 


wenn  die  Relation 


«»«« 


fc'/3« 


+ 


-^ =  1 


erfüllt  ist. 

Diese  Bedingungsgleichung  liefert  für  k  drei  reelle  Werthe,  respective 

grösser  als 5^,    zwischen — —   und  — ~,    zwischen  — —  nnd  — -ti 

d.  h.   jede  beliebige   Ebene' berührt  drei   Flächen  des  con- 
jugirten  Systems,  je  eine  von  jeder  Art.     Wenn  Ar, ,  ä:, ,  Ar,  diese 
Wurzelwerthe  repräsentiren,  so  hat  man  die  Relationen 

a«  (&«  —  «»)  (c«  — «*)  «•  =  (!+  üUO  (1  +  a«^,)  (l  +  «•*,)  6V, 

(,« (c* _ 6«)  (a«  -  6«)  /3»  =  (1  +  6' Ä,)  (1  +  ^  ^t)  (1  +  ^*^s)  c»«*, 
c«  (a«  —  c')  (ft'  — c«)  y«  =  (1  +  c«Ä:,)  (1  +  c«^,)  (1  +  c«^,)  a«6% 
und  darf  Ar, ,  k^ ,  A*,  als  elliptische  Tangentialcoordinaten  im  Räume  be- 
trachten ,  zu  denen  durch  eben  diese  Relationen  der  Uebergang  von  deo 
Plücher^schen  Tangentialcoordinaten  o,  ß^  y  bewirkt  wird. 

Die    drei    einer   solchen  Ebene   entsprechenden   Berflb' 
rungspunkte   mit   den  durch  ArifAr,,  Ar,  individnalisirten  Fl&' 
eben   des    Systems   der  Coujugirten   bestimmen  mit  dem  g^' 
meinsamen  Centrum   drei    orthogonale   Gerade;   in  dem  vo"^ 
jenen    Punkten    gebildeten    Dreieck    liefert   jedes    Seiten»" 
paar  zugleich  das  der  Tangentialebene  entsprechende  Pa^^ 
der  charakteristischen  Erzeugenden -in  Bezug  auf  die  Obe^ 
fläche  des  Systems,  welch  ein  der  gemeinschaftlichen  £cK  * 
berührt    wird;    immer    ist    zugleich    die   gegenüberliegen^ 
Seite  jenes  Dreiecks  die  Polnormale  des  betreffenden,    a* 
Berührungspunkt  genommenen  Eckpunktes. 

Die  gemeinschaftlichen  Tangentialebenen  zweier  Obe^ 
flächen    des   conjugirten   Systems   (verschiedener  Art)    bil- 
den  somit   eine   gemeinschaftlich  umschriebene  developp^ 
ble  Fläche,    welche  für  beide  nur  charakteristische  Erseis^ 
gendc  enthält.     Sie  wird  von  den  Hauptebenen  in  Kegelschnitts) inicr 
geschnitten  und  hat  eine  vierte  ebene  Schnittcnrve  zweiten  Grades  ganas  i 
unendlicher  Entfernung.    Diese  developpabeln  Flächen  entspre 
eben    in    der    Theorie    der    conjugirten   Oberflächen    gena^ 
den  Krümmungslinien   in  der  Theorie  ddr   homofocalen,   di 
bekanntlich  auf  jeder  Fläche  durch  sämmtliche  ihr  homofocaleu  Flächc^*^ 
verzeichnet  werden;   so  erhält  man  auch  alle  die  einer  Oberfläche  sweitef* 


Li'.'- 

■.;«•  r 

•i   ' 
■.:m 
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Grades  entoprechenden  Flächen  dieser  Art,  indem  man  sie  mit  sämmt- 
lichen  ihr  conjngirten  Oberflächen  combinirt.  Die  Kegelschnitte,  in  wel- 
chen eine  beliebige  Ebene  ein  System  conjngirter  Oberflächen  schneidet, 
bestimmen  mit  dem  Centrnm  ein  System  homocyclischer  Kegel,  deren 
Hauptachsen  die  Ebene  in  den  drei  Punkten  schneiden ,  in  i^elchen  sie  von 
den  drei  ihr  so  entsprechenden  Oberflächen  berührt  wird,  und  deren  cycli- 
sche  Ebenen  durch  die  in  dieser  Ebene  enthaltenen  Erzeugenden  des  ein- 
fachen Hyperboloids  gehen,  welches  unter  jenen  berührenden  Flächen  ist. 

Manche  Eigenschaften  einer  •  Oberfläche  zweiten  Grades  bezüglich 
ihrer  conjngirten  Cylinder  sind  nur  specielle  Fälle  allgemeinerer  Sätze, 
die  für  conjugirte  Oberflächen  überhaupt  gelten,  auf  Grund  der  Zugehörig- 
keit dieser  Cylinder  selbst  zum  System  als  Grenzflächen  der  Gruppen 
desselben. 

Dies  gilt  z.  B.  von  den  folgenden  allgemeinen  Sätzen:  Die  Ebene 
^ines  Dreiecks,  dessen  Ecken  drei  conjugirte  Oberflächen 
«weiter  Ordnung  respective  durchlaufen,  während  sie  in 
jeder  ihrer  Lagen  mit  dem  Centrum  ein  System  orthogo- 
^<^ler  Geraden  bestimmen,  umhüllt  eine  mit  den  Ober- 
flächen selbst  concentrische  Kugel,  für  welche  das  inverse 
Quadrat  des  Halbmessers  dem  dritten  Theil  der  algebrai- 
schen Summe  der  inversen  Quadrate  der  Halbachsen  der 
Flächen  ist. 

Wenn  zwei  conjugirte  Flächen  zweiten  Grades  und  zwei 
^ft ngentialebenen  der  ersten  von  ihnen  gegeben  sind,  so 
liesen  die  Durchschnitte  derselben  mit  der  zweiten  auf 
filier  Oberfläche  zweiten  Grades,  für  welche  das  Centrum 
^in  Focalpunkt  und  das  Paar  der  Tangentialebenen  der 
Ersten  Fläche,  welche  durch  die  Verbindungslinie  der  Be- 
^Ühr.ungspunkte  der  gegebenen  Tangentialebenen  gelegt 
Bind,  das  Paar  der  Directionsebonen  ist. 

Specieller:  Wenn  zwei  conjugirte  Flächen  zweiten  Gra- 
des und  zwei  parallele  Tangentialebenen  der  einen  von 
ihnen  gegeben  sind,  welche  die  audere  in  Kegelschnitten 
Bchaeiden,  so  geht  durch  die  letzteren  eine  aus  dem  Cen- 
trum der  Fläche  beschriebenen  Kegelfl^cho  und  die  durch 
den  Durchmesser  der  Berührungspunkte  der  ersten  Ober- 
Häche  möglichen  Tangentialebenen  derselben  sind  die  cy- 
^^ischen  Ebenen  der  Kegel  fläche. 

In  Bwei  conjngirten  Flächen  zweiten  Grades  ist  die  Differenz  der 
invef^en  Quadrate  zweier  gleichgerichteter  Halbdurchmesser  constant. 

DerAsymptotenkegel  eines  II  yperbaloids  schneidet  ein 
^*^  selben    conjugirte»    Ellipsoid    in    Puukteii^   >ivb\\L\\v\   >a.>x\ 
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einer  vom  gemeinschaftlichen  Centram  aus  beschriebeni 
Kugel  liegen. 

Wenn  zwei  Oberflächen  zweiten  Qrades  conjngirt  sind,  so  werden  i 
von  einer  einer  Achse  parallelen  Geraden  in  Punkten  geschnitten,  den 
entsprechende  Radienvectoren  mit  dieser  Achse  Winkel  bilden,  für  welel 
die  Sinus  den  nach  der  mittleren  Achse  gerichteten  Durchmessern  d 
Oberfläche  umgekehrt  proportional  sind. 

Man  kennt  den  wichtigen  Satz  von  Ivory  betreffs  der  entspr« 
chenden  Punkte  homofocaler  Flächen.  Die  conjugirte 
Flächen  besitzen  eine  correlative  Eigenschaft«  Man  neni 
in  zwei  conjugirten  Flächen  derselben  Art  zwei  Punkte,  je  einen  in  ein« 
correspondirend ,  wenn  ihre  den  Hauptachsen  parallelen  Coordinaten  de 
gleichgerichteten  Halbmessern  proportional  sind;  nicht  minder  sollen  di 
Tangentialebenen  correspondirender  Punkte  correspondirend  heissen.  Ali 
dann  ist  in  zwei  conjugirten  Oberflächen  zweiten  Grades  von  gleicher  Ai 
die  Differenz  der  inversen  Quadrate  der  Entfernungen  zweier  entsprechen 
den  Ebenen  vom  Centrum  constant;  und  das  Product  der  Entfernungei 
des  gemeinschaftlichen  Centrnms  von  zwei  Tangentialebenen  der  einei 
Fläche  in  den  Cosinus  des  von  ihnen  gebildeten  Winkels  ist  dem  anf  di 
correspondirenden  Ebenen  bezüglichen  analogen  Product  gleichwerthig. 

Wenn  endlich  die  Tangentialebenen  zweier  conjugirten  Flächen  der 
selben  Art  und  die  Senkrechte  vom  Centrum  auf  die  durch  dies  und  dii 
Durchschnittslinie  bestimmte  Ebene  bis  zu  den  Ebenen  selbst  in  p  und  \ 

verlängert  wird ,  so  ist  die  Grösse  ~ —  bei  diesen  und  den  correspon 

direnden  Tangentialebenen  von  gleichem  Werthe. 

49.  Es  ist  gezeigt  worden,  und  auch  ihre  allgemeine  Gleichuoj 
^eigt  es,  dass  alle  einander  conjugirten  Flächen  zweitei 
Grades  einer  imaginären  Curve  vierter  Ordnung  als  ihre 
gemeinsamen  Durchschnittscurve  umschrieben  sind,  eine 
Curve,  durch  welche  drei  Cylinder  zweiten  Grades,  worunter  zwei  reelle 
und  ein  imaginärer  Kegel  zweiten  Grades  gelegt  werden  können  —  de 
letzteren  der  Asymptotenkegel  einer  mit  dem  System  concentrischen  ima 
ginären  Kugel;  diese  Flächen  projiciren  die  fragliche  Curve  vierter  Ord 
nun«]^  auf  zwei  der  Hauptebenen  in  reellen  Kegelschnitten,  anf  die  driti 
Hauptebene  in  einem  imaginären  Kegelschnitt  und  auf  die  unendlich  ent 
fornte  Ebene  in  einem  imaginären  Kreis.  Alle  Eigenschaften  eines  ein 
fachen  Systems  von  Oberflächen  zweiten  Grades  —  nach  de; 
üblichen  Bedeutung  dieses  Ausdrucks  —  gehen  also  auf  das  System  con 
jugirter  Flächen  über;  für  Vieles  von  dem  darauf  Bezüglichen  sei  es  er 
laubt,  auf  das  dritte  Heft  der  „Beiträge  zur  Geometrie  der  Lage*' 
zu  verweisen,  welches  kürzlich  Herr  v.  St  au  dt  veröffentlicht  hat. 

Beispielsweise  sei  hier  erwähnt,   dass  die  Polarcbenon  eines 
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beliebigen  Punktes   a    bezüglich  der  Flächen  eines  conju- 
girten  Systems  ein  Ebenenbüschel  bilden,  welches  die  Pol- 
■ormale  p  jenes  Punktes  in  Bezug  auf  die  durch  ihn  selbst 
gehende  Fläche  des  Systems  zur  gemeinschaftlichen  Kante 
bat    Wenn  der  Punkt  a  eine  Gerade  g  durchläuft,  so  beschreibt  die 
Lilie  p  ein  einfaches  Hyperboloid ,  welches  durch  das  Centrum  des  Sy- 
steme geht  und  die  Polaren  der  Geraden  g  enthält.    Drei  Erzeugende  sei- 
nei  Asymptotenkegels  sind  den  Achsen  der  Flächen  parallel.     Wenn  die 
Gerade  g  in  einer  Ebene  E  fortschreitet,  so  gehen  alle  ihm  entsprechen- 
den Hyperboloide  durch  eine  Curve   doppelter  Krümmung  vom   dritten 
Ortde,  welche  das  Centrum  des  Systems  enthält  und  für  die  die  Haupt- 
icb«en  desselben  die  Richtungen  der  Asymptoten  bezeichnen  und  welche 
tberdies  natürlich  der  Ort  der  Pole  der  Ebene  E  bezüglich  der  Flächen 
<lee  Systems  ist;  die  dieser  Curve  und  der  Ebene  gemeinsamen  Punkte 
tind  die  Berührungspunkte  derselben  mit  dreien  unter  den  Flächen  des 
Systems.     Entsprechend  den  drei  Familien  der  Flächen  des  Systems,  wie 
de  durch  die  conjugirton  Cylinderflächen  getrennt  werden,   hat  sie  drei 
Zweige,   deren  jedem  ein  Paar  der  Asymptoten  zugehört.     Einem  der- 
*^lben  gehört  das  Centrum  an,  seine  Asymptoten  sind  den  Erzeugenden 
^  imaginären  und  des  elliptischen  Cylinders  parallel;   die  zwischen  dem 
Ceotrum  und  dem  unendlich  entfernten  Punkte  des  elliptischen  Cylinders 
gelegenen   Punkte    desselben   sind    die    Pole    der   Ebene   bezüglich    der 
£lIipgoide  des  Systems ,  während  die  Punkte  des  anderen  Theils  sich  auf 
'''^aginäre  Flächen  des  Systems  beziehen.     Die  Pole  der  Ebene  in  Bezug 
^f  die  Gruppe  der  einfachen  Hyperboloide  liegen  in  dem  Zweige  der 
Curve,  zu  welchem  die  Asymptoten  von  der  Kichtung  des  hyperbolischen 
^d  des  elliptischen  conjugirten  Cylinders  gehören.     Endlich  entsprechen 
denn  dritten  Zweige   von  den  Asymptoten  parallel   dem  imaginären  und 
(hyperbolischen   conjugirten    Cylinder   die   zweifachen  llyperboloide   des 
Byiitems. 

Es  ergiebt  sich  ferner  leicht,*)  dass  jede  gerade  Linie  mit  den 
^^1  Heben   des  conjugirten  Systems  Punkte   einer  Involution 
bestimmt;  dass  eine  solche  in  Folge  dessen  nur  zwei  unter  den  Flächen 
de»  Systems  berühren  kann,  —  die  Berührungspunkte   sind  die  Brenn- 
punkte der  Involution**)  und  bestimmen  sich  durch  die  gemeinsamen  Ilal- 
binmgslinien  aller  der  Winkel ,  unter  denen  die  von  den  einzelnen  Flächen 
be^tiBimten  Segmente  der  Transvorsale  vom  Centrum.  aus  gesehen  werden. 
Die  Polnormalen  aller  der  Punkte,  welche  die  Transversale  in  den 
Flüchen  des  Systems  bestimmt,  bilden  ein  einfaches,  durch  das  Centrum 
^^t  Flächen  gehendos  Hyperboloid ;  ist  die  Transversale  selbst  Polnormale 


*)  Man  vergleiche  z.  B.  iMvne  Zeitschrift,  Hd.  VI,  p.  2  unter  II. 
**)  Man  vergleiche  „Analytische  Ueoinetrio  der  KegpcUchiiitte*\  ^.  A&t^  ^Q^, 
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für  eine  der  Oberflächen ,  so  reducirt  sich,  dieses  Hyperboloid  auf  ein  ^^  ^ 
Kegel  etc.;  wenn  sie  insbesondere  eine  Achse  der  Flächen  ist,  so  umhfill^^ 
auch  die  Tangenti«il ebenen  der  Schnittpunkte  eine  Kegelfläche  swei^«^^ 
Grades,  deren  Scheitel  in  der  zu  jener  Achse  senkrechten  Hauptebene  lif^^^^ 

Jene  räumliche  Curve  dritter  Ordnung,  welche  die  Pole  einer  Tra.vi8- 
versalebene  hinsichtlich  der  Flfichen  des  Systems  enthält,  ist  zugleich  der 
Ort  der  Punkte  der  Oberflächen ,  deren  Polnormalen  in  jener  Ebene  lieg'^n  • 
diese  selbst  umhüllen  einen  Kegelschnitt,  der  dem  Dreieck  eingeschrieben 
ist ,  welches  die  Hauptebenen  des  Systems  mit  der  Transversalebene   be- 
stimmen. 

Wenn  die  Transversalebene  einer  Hauptachse  der  conjugirten  Fla- 
chen parallel  ist,  so  thcilen  sich  die  in  ihr  gelegenen  Poluormalen  in  siwei 
Gruppen,  deren  eine  aus  der  Hauptachse  parallelen  Geraden  besteht,  wah- 
rend die  andere  ein  Strahlcnbüschol  bildet,  dessen  Scheitel  in  der  zur 
Achse  normalen  Hauptebene  liegt;  die  den  Polnormalen  der  ersten  Gruppe 
entsprechenden  Punkte  der  Flächen  des  Systems  liegen  in  einer  gleich* 
seitigen  Hyperbel  in  der  zu  jener  Achse  senkrechten  Hauptebene,  die  der 
zweiten  Gruppe  entsprechenden  aber  in  einer  zu  derselben  Ebene  norma* 
len  Geraden;  jene  Hyperbel  enthält  das  Centrura  des  Systems,  und  ihre 
Asymptoten  sind  den  in  ihrer  Ebene  liegenden  Hauptachsen  des  Systems 
parallel. 

Alle  die  Polnormalen  der  Flächen  eines  conjugirten  Systems,  welciio 
durch  einen  und  denselben  Punkt  gehen,  bilden  eine  Kegelfläche  zweite' 
Ordnung  und  die  entsprechenden  Punkte  der  Flächen  selbst  liegen  in  döt 
Scheitelkante  des  Büschels  der  Polarebeuen,  welches  jenem  Punkte  en"^' 
spricht. 

Die  Hauptebene  des  Systems  conjugirter  Flächen,  welche  zum  hyp^*"' 
bolischen  conjugirten  Cylinder  senkrecht  ist,  enthält  alle  Kreispunkte  d*^' 
Flächen  des  Systems,  wie  für  jede  derselben,  paarweise  entgegengeso*'^ 
vom  Centrum  aus  gelegen.     M.  Cremona  hat  bemerkt,  dass  der  ge^'' 
metrische    Ort    zweier    so    entgegengesetzter    Kreispunfe  "^-^ 
aller  Flächen  des  Systems  eine  Linie,  dritter  Ordnung  ist,   die  d^** 
Centrum  zum  Inflexionspunkt  hat;   zwei  ihrer   Asymptoten   sind   die      '•''* 
jenem  Hauptschnitt  gelegenen  Achsen  des  Systems;  die  dritte  geht  a""^"^^ 


durch  das  Centrum  und  ist   die  Spur   einer   cyclischen   Ebene;   die 
flcxionstangente  ist  senkrecht  zu  ihr.    Die  Curve  besteht  aus  drei  Theil 
zwei  in  den  Gegenwinkeln  der  Achsen  und  in  Form  hyperbolischer 
der  dritte  mit  dem  Centrum  und  der  dritten  Asymptote.     Die  Gruppe  ^  ^^ 
andern  Kreispunktenpaare  bestimmt  eine  der  vorigen  gleiche,  nur  du*"^^ 
die  Lage  verschiedene  Curve,  für  welche  die  Spur  der  anderen  cycliscl»^^^ 
Ebene  die  dritte  Asymptote  ist,  während  sie  die  ersten  Asymptoten  tJ^*"-*" 
den  Inflexionspunkt  mit  der  ersten  gemein  ha^.    Ihre  hyperbolischen  Ae^  ^ 
Jir^en  in  den  anderen  Gegenwinkeln  der  Achsen. 
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Indem  ich  hier  abbreche,  wünschte  ich  glauben  zn  dürfen,  dass  die 
Länge  dieser  Abhandlung  in  dem  Eeichthnm  ihrer  liesaltate  Entschul- 
digung and  Rechtfertigung  in  den  Augen  aller  Leser  finden  werde.  Ge- 
wias  stehen  die  hier  vorgeführten  Theorien  in  einem  rechten  Knotenpunkt 
neaerer  Erkenntniss,  und  die  Forschungen  G.  Lamö's  allein,  welche  die 
einen  von  ihnen  mit  glänzendem  Erfolge  in  dem  Gebiete  der  mathemati- 
schen Physik  beherrschend  nachwiesen,  sichern  ihnen  die  Aufmerksamkeit 
gegenwärtiger  und  künftiger  Forscher.  Es  schien  von  Werth ,  zu  zeigen, 
wie  mit  den  einfachsten  Entwickelungcn  der  Zugang  zu  ihnen  zu  ge- 
wiuuen  sei. 


XIV. 

Ueber  einige  Formeln  aus  der  analytischen  Geometrie 

der  Flächen. 

Von  Dr.  A.  Enneper, 

Docent  an  der  Universität  Göttingen. 
(Fortsetzung  der  Abhandlang  T.  VII ,  p.  75  dieser  Zeitschrift.) 


VII. 

Schneidet  man  eine  Fläche  dnrch  eine  Eeihe  von  Ebenen,  welche 
*<liiiintlich  einer  festen  Ebene  e  parallel  sind ,  so  heissen  die  Schnittcnrven 
^^kaontlich  Niveaulinien  in  Beziehung  auf  die  feste  Ebene.  Eine  ortho- 
gonale Trajectorie  dieser  Niveaulinien,  welche  von  einem  bestimmten 
I^nnkte  IC  ausgeht,  wird  die  Linie  des  grössten  Falls  für  den  Punkt  n  in 
Besiebung  auf  die  Ebene  e  genannt,  weil  die  Tangente  in  n  zur  Curve 
^nkrecht  steht  auf  der  Schnittlinie  der  Ebene  e  mit  der  berührenden 
ß'>ene  in  n  zur  Fläche. 
Sei: 

(S  —  x)  cosf+  (i;— y)  cosg  +  (f  — t)  cosh  =  0 
*®    Gleichung   der   Ebene   einer   Niveaulinie,   welche   durch   den  Funkt 
^>  ^,  z)   einer  Fläche  geht.     Die   Niveaulinie   selbst  ist  dann   durch  die 
*^<erentialgleichung : 

\^^^  f  —  +  cosg  ^  +  cosh—)du  +  (  cosf-^  +  c.osg^  +  cosh-^\dv^(i 
du  du  duj  \         ov  ot)  ov) 
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'  ^,^\<s^-^. ^  ^  ^.^^ ^-^  ^ 


\      '  du  ^        "du  du/ dv      \ 


bestimmt.     Mittelst  dieser  Gleichnng  findet  man  leicht,  dass  die 
der  Winkel,  welche  die  Tnngente  zur  Niveanlinie  im  Punkte  (x, 
den  Ooordinatenaclisen  bildet,  folgenden  QuantitHten  proportional 

{cosf—+cosgT-'  +  cosh-')- [cosf  —  +  cosg  —  +  cosh-, 

\         du  du  du/  dv       \         dv  dv  c 

(.dx  ,  dy  .         ^dz\dy      (      ^dx  .  du   ^  'i 

du  du  du/  dv       \         dv  dv  t 

dx  dy  i 

^  +  cosg  :r-'^  cosh-, 
dv  dv  i 

Die  Cosinus  der  Winkel,  welche  die  Tangente  einer  beliebige 
im  Punkte  (o:,  ^,  z)  mit  den  Achsen  bildet,  sind  gleich: 

dxdu      dxdv      dy  du      dy  dv      dzdu      dzdv 
düds^dvds'    dud~sdvds'    du  dl"^  dv  d~s' 

vro  ds  das  Bogenelement  bezeichnet.  Soll  diese  Curve  eine  ort! 
Trajectorie  der  obigen  Niveaulinie  sein,  so  erhält  man  für  die  I 
grössten  Falles  folgende  Differentialgleichung : 

cosf  —  +cosg  ^+cos h  — )  £.—  1  cosf  —  +  cosg  — +  cosh  - 
dv  dv  dvj  \        du  du  di 

K..^^ .        ^y.      .^A^     /     .^^  i        ^y  t      r^^ 
cosf  - — ycosg  ^+cosh  —  }G  —  I  cosf  —+  cosg  - — \rcosh:T- 
du  du  du/  \         dv  dv  dt 

Die  Quantitflten  E^F^G  haben  dieselbe  Bedeutung,  wie  in 
vorstehende  Differentialgleichung  ist  für  eine  beliebige  Fläche  unc 
liebiges  System  von  Niveaulinien  nur  selten  integrabel;  es  U 
leicht  voraussehen,  dass  die  Integration  nur  dann  einiges  Intere 
bieten  wird,  wenn  die  feste  Ebene  in  Beziehung,  auf  welche  die  I 
grössten  Falles  gesucht  wird,  zur  Fläche  in  irgend  einer  gcome 
Belation  steht.   • 

Bestimmt  man  einen  Punkt  der  Ellipsoidfläche 

X*       y*       z* 

als  Durchschnitt  der  drei  confocalen  Flächen 

so  hat  man  folgende  Gleichungen : 

:.  -^  1 7/(^'-'^)  i''-^)       „  _  „  ,/K-«»)(.''-m') 

z  =  „  7 /("*-»•)  C«^-"') 

WO  voransgesetzt  ist,  dass  l^m'^^n,  m'^u'^n,  l>v'^m.  Aat 
Gleicbangen  findet  mau : 
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1?=«*,,.- 


P»— M« 


:k.  ^=^'7jr 


p'—u' 


Für  einen  Kreisschnitt  der  Ellipsoidflüche  hat  man : 

cos  f        .    M  ,//*  —  m* 

C08g  =  0,     — '-=  +  -1/-^ 

cosh       —  l  r    nr  —  ;r 

Diese  Werthe  von  /*,  g^  h  geben : 


tN»  ^=0. 


^dx  ^  dy  ^         .dz 

«•««A  5~  +  <^osg  r-  +  cosh  ^ 

du  du  du 

^dx  dy  dz 

c^^f  K-  +  cosg  —  -{-  cosh  ^- 

Cü  dv  dv 


__U      /(/«~.t;«)(t;«  — ;i») 


0 


Die  Differentialgleichung  der  orthogonalen  Trajectorien  der  Kreis- 
schnitte  einer  Ellipsoidfläche  hat  also  folgende  einfache  Form : 

t^du  . t^dv . 

{m^—t^)  y{l*  -ti»)  (ti*— n«)  "*"  if  —  m^)  KC'*'^*)  {v*—»')  ~   ' 
oder 

ti*  =  /■  cos^ip  +  n*  8in*q>y    v*  =  /*  cos^ip  +  w*  5i«*t^, 
geaetst: 


1^  "'"r/t—m«! 


(/ 1  _  m*)  cos*ilf  +  {m* — n«)5i/i>  >     ^' 
Dnrch  Integration  folgt: 


9  —  ^  +  ^ 


m' 


1\^^^ 


=Pi 


^^  p  einen  Parameter  bezeichnet,  dessen  Werth  vom  Ausgangspunkt  der 
'^''^jectorie  abhängt.  Die  vorstehende  Gleichung,  in  einer  etwas  verschie- 
denen Form,  hat  zuerst  Catalan  auf  sehr  complicirte  Art  gefunden 
(^Ottma/  de  Malhem.  XII,  p.  483—401).  Mit  gleicher  Einfachheit  lässt  sich 
^>«  Differentialgleichung  der  orthogonalen  Trajectorien  der  Kreisschnitte 
^*^er  elliptischen  Paraboloidfläche  integriren,  wenn  man  mit  Valson 
^^^^*mple$  rendus  L,  p.  680)  einen  Punkt  der  Fläche 

1  +  1^,=^+^' (*>^) 

^'^  Durchschnitt  der  orthogonalen  Paraboloide 

^         l — e  u       e  +  u  V       v—e  '  *^         ' 

^•^i«ht.    Aus  den  vorstehenden  Gleichungen  findet  man  leicht: 

^  =  y ,     y=y  e '    2z~u  —  v  +  e  —  X. 

Fflr  einen  Kreisschnitt  der  obigen  Paraboloidfläche  hat  fna\i\ 


k  <•  ^  ^  *-  ^,*^^ 


Iglich : 


'  cosh       -"f    X  — ^ 

dx       ^  .  cly  dz 

--  cosf+  ^  cosg  +  —  cos  h 

du  cu  all  ^/e  —  V 

dx        ^  .   ?V  .   ^2        ,  r    e  -\-u' 

—  vo$f+  —  cosg  +  :^cosh 

?  r  dr  dv 

Mittelst  dieser  Gleichung  und 

H  (e  +  u)  v(e  —  V) 

findet  man   als   Differentialgleichung    der   orthogonalen  "Trajeetorien    der 

Kreisschnitte : 

X — V       dv  A  +  w       du       

Durch  Integration  folgt: 

k  Ve  +  Vie  —  v)y{u4-e)  —  Ve 

wo  wieder  p  einen  Parameter  bezeichnet. 

Für  eine  liotationsfläche  um  die  Achse  der  z  hat  man: 

x=Vcosu^    yr=zVsinUy    t=   l-^cotvdv^ 

*/  ov 

wo   F  Function  von  v  allein  ist.     Sind  die  Ebenen  der  Niveanliuien  d 

z  Achse  parallel,  so  hat  man:  cosf=cosw^  cosg ^=r=.  sin rv^  cosh  =  Oy  o 

ein    constanter  Winkel.     In  diesem  Falle   wird  die  Differentialgleichn 

der  orthogonalen  Trajeetorien: 

cot(u  —  to)dH  +  —  -     — - — dv. 
^  stn^v      dv 

Durch  Integration  folgt: 

log  stn  {u  —  fo)  +  I  -r-z r — dv=p. 

J  sitrv      dv 

Ic  

Für  die  Rotationsfläche  einer  Kettenlinie  hat  man  F  = ,  wo  k  e^  ne 

COSfP 

Constante  bedeutet,  die  vorstehende  Gleichung  giebt  dann  einfach 

sin  (ti  —  00)  lang  v  =  ConsL 

VIII. 

Bezeichnet   q   den   Krümmungshalbmesser   des   Normalschnittes, 
stimmt  durch  die  Winkel  a,  ß,  y,  so  ist  nach  II): 

1  _Ah*+  Bg^ — 2Cgh 

wo: 

cos  a  cos  a  +  cos  ß  cos  b  +  cos  y  cos  c  =  0, 

<^x  .d  y  dz      ,  f"^  ,         ^dy   ,  dz 

■»' -rv  —  -1.  ros p  —^  +  cos  y  -—  1    /*  =  cos  a  . —  +  cos p-r — r  ^*os  v  x-  — 
'^  du  *  du  cv  ^  ov  'dp 
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Zwischen  den  Variabein  u  und  v  findet  die  Relation  statt: 

Snbstitairt  man  für  ^-  ,   :r-  ...  ihre  Werthe  in  Function  von  cosa\  cosa'. . . 

du     dv 

ans  ni),  so  erhält  man  für  g  und  h  folgende  Gleichungen : 

g=^P'  {cos  a  cos  a  +  cos  ß  cos  h'  4»  cos  y  cos  c) 

+  P'\cosa  cosa"+  cosß  cosb''-\-  cosy  cosc'), 

h^=Q'  {cos  a  cos  d  +  cos  ß  cos  b'  +  cos  y  cos  c) 

+  Q"{cosa  cosa'-i-  cosß  cosb"+  cosy  cosc"). 

Da  cosa  cosa  +  cosß  cosb  +  cosy  cosc  =  0,  so  kann  man  setzen : 

cos  a  cos  a  +  cos  ß  cos  b'  +  cos  y  cos  c  ==  cos  <p, 

cos  a  cos  d*  +  cos  ß  cos  b"  +  cos  y  cos  c"  =  sin  <p, 

folglich : 

g=  P'  cos  q)  +  P"  sin  g?,    h^=.  Q'  cos  q>  -|-  Q'*  sin  <p. 

Setzt  man  diese  Werthe  von  g  und  h  und  aud  III)  für  E^  Fy  G,  A,  B,C 

ibre   Werthe  in  Function  von  P\  P'\Q\Q'\r\r'  in  den  obigen  Ausdruck 

^r  ^,  so  nimmt  derselbe  folgende  Form  an: 

1    C06'*  <p         51/1*  fp 

"""  — "       r™    I         Tt     1 
^  r  r 

Welche  Gleichnng  das  bekannte  Theorem  Enler's  enthält.     Bezeichnet 

^an  durch  ds  das  Bogenelemont  des  obigen  Normalschnitts,   so  ist  p  — 

^^r  Krümmungshalbmesser  der  Evolute  dieses  Normalschnittes.     Ist  nun 

o^=0f  so   hat  der  Normalschnitt  mit  seinem  osculatorischen  Kreis  im 

**^iiktc  {x^y^z)  einen  Contact  höherer  Ordnung,  d.  h.  der  Normalschnitt 
^ird  von  seinem  osculatorischen  Kreise  surosculirt.     Bildet  man  also  die 

Gleichung  j?  =0,  so  erhält  man  eine  Relation  zwischen  costt^  cosßy  cosy, 

^^Iche  in  Verbindung  mit  cosa  cosa  +  cosb  cosß-^-  cosc  co*y  =  0,    cos^a 

+*  co<*/J  +  ro5*y  =  1,   im  Punkte  (a-,  y,  z)  einen  Normalschnitt  bestimmt, 

^^r  von  einem  osculatorischen  Kreise  surosculirt  wird.     Setzt  man  diese 

Werthe  von  cosa^  cosßy  cosy  in  die  Gleichung  gdu  +  hdv  ^=0y   oder 

{^'  eosip-k-P"  sinq>)  du +  {0'  cos(p  +  Q"  sinq))dv  =0y    so    erhält  man   die 

^ifTerentialgleichung  einer  Curve,  welche  die  Eigenschaft  hat,  in  jedem 

^^r^  Punkte  einen  Normalschnitt  zu  bei;ähren,  der  von  seinem  osculatori- 

•^lien  Kreise  surosculirt  wird.     Der  Einfachheit  halber  möge  eine  solche 

Ciirvo  Linie  der  surosculirten  Normalschnitte  heissen.  Die  Betrachtung  die- 

*^f  Curven  rührt  von  de  la  Gournerie  her  {Journ,  de  Malhem,  XXy  p.  145). 

Statt  von  den  Variabein  m,  v   eine  als  Function  der  anderen  anzusehen, 

'^ird  es  besser  sein,  beide  als  Function  einer  dritten  Variabein  tu  zu  be- 

^'Ächten,  und  unter  dieser  Annahme  zu  setzen:  ::--  =  f/,  tt  ==  ^'• 

dw  Cw 

UhUchrin  f.  Malhvmatik  u.  /'fiy&ik.  VII,  5.  'i'^ 
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V  ^.  ^.^.^^^^.  .»^"^ 


Nach  den  in  III)  entwickelten  Formeln  hat  man : 

d  cosq>  ^   .  d  costp  .,    . 

^  t=       M  sm  9,    — --^—  ==  —  N  stn  9, 


du 
d  sin  q) 

TtT 


=  —  M  costpy 


dv 
d  sing) 


dv 


—  =        N  cos  q>y 


folglich : 


dcosw        ,„  ,       »r  '\    .  d  sinq)  ,       ^  ,. 

— - — -  =  (^Mu  —  Nv)  sm (p ,        ^^  ■    =  —  (Af M  —  iVi; )  co^y. 


Differentiirt  man: 


du 


1        co**<p       sm*(p 

—  =  — 7 1 TT— 

o  r  r 


nach  rv  und  setzt  ^  =0,  so  folgt: 

^  \du  r             dv  r        /  V^ur  ^t?r         / 

+  2  sm  q)  cosq)l—, r,)  {Mu  —  Nv)  =  0. 

Eliminirt  man  q>  zwischen  dieser  Gleichung  und  {P*  cos  q> -^  P"  sin  tp) 
+  (jy  cos  q>  +  Q"  sin  (p)  v\  so  folgt : 

42)  (P' u  +  0' vj (u  P^-.+v'P 4)  +  (/>"«'+  Q" vj (u  f-,  +  v^ -, 
'  ^  \    dur  dvr  /  '   \     e^w  r  ^i?  r 

=  2(i,-4)  {Mu  —  Nv)  {P'u+Q'v)  {P"u+Q''v). 

Sind  die  Variabein  m,  f>  so  gewählt,  dass  P"=0,  ö'  =  0,  so  nimmt  d 
vorstehende  Gleichung,  mittelst  der  in  V)  entwickelten  Formeln,  folgen 
elegante  Form  an : 

43)     Eu'}-  i  +  3£w«t;'~-  i,  +  ZGuv'^  1,  +  Gf;'»|- i  =0. 
'  du  r  dv  r  du  r  dv  r 


Die  Gleichung  42)  ist  in  Beziehung  auf  u ,  v  vom  dritten  Grade ,  w<^ 
aus  folgt,  dass  in  jedem  Punkte  einer  Fläche  wenigstens  ein  suroscalirt 
Normalschnitt  besteht.    Die  Integration  dieser  Gleichung  giebt  eine  od 
drei  Linien  der  surosculirten  Normalschnitte. 

Für  manche  Zwecke  ist  es  besser,  die  Gleichung  42)  so  zu  transfc^ 
miren,  dass  P\  P'\  Q\  Q'\r\  r"  durch  A^  By  C,  £,  /*,  G  ersetzt  sind,  da  di 
Transformation    aber   zu    weitläufigen    Rechnungen    Veranlassung   gab 
würde,  so  soll  die  transformirte  Gleichung  direct  abgeleitet  werden. 
Gleichung  cos  a  cos  a  +  cos  ß  cos  b  +  cosy  cosc  =  0  lässt  sich  auch  schreibe^ 

cosa  cosß  cosy 
dx     dy      dz 
du      du      du     =0. 
dx      dy      dz 
dv      dv      dv 


7 


Le 
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Mnltiplicirt  man  diese  Determinante  snccessive  mit  den  Determinan- 
ten Ay  By  Cy  80  erhält  man  folgende  Oleicbangen: 

\        oudv  "^  dudv  '  oudv/      '  ov 


du 


=*•(-=:-!- ^^4) -iK4:-n^)- 


Bezeichnet  t  eine  Unbestimmte,  so  lässt  sich  die  Gleichung  ^f/'+At;'=0 
^•'^^t.aen  durch:  g^^tv\  h=--iu.    Die  obigen  Gleichungen  geben  dann: 

t  ^  ^ dn>  ov         ^  'du 


(*«+''--)('i-!+»«-if). 


1  (ÄC_F»)|^  =  -  (£«'«  +  2F«V+  Gv*)  1^  -v\Eu  +  Fv)  p- 
t  ^  ' dw  ^  du        ^  ' ov 

+(«+«.-)(.'||+«40. 

Differentiirt  man  nun : 

_       {EG-^F^)i 
^  ~  Äh*  +  Y^ — 2Cgh 

**«li»,  setzt  r^=0,   für  ^,  r-    ihre    obigen    Werthe    nnd   g  =  tv\ 

dw  dw    ow 

^      —  <«',  80  folgt: 

\  (^m'«+  2C«V+  Bv*)  r.V^  (£C  — ü")  +  V  Ij;  (£G  — F»)] 

=  (£C-/-)[(3-«+g-»j«'  +  2^-«  +^^.j«. 


+ 


4:i, 


(dB   ,  ,  dB  ,\  ,,1 


[*  dF  (iF 

{Eu*  +  2FUV  +  Gv*) ^  +  m' («'-^'+  P'C)  ry] 


('■"•+«)('1-.+"1C)] 


ll** 
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+  {Au  +  Cv)  [(£«'•  + 2 F«i'»'+  Gv'*)  1^  +  v\uE+v'F) |^ 

Sind  ti,  V  die  Argumente  der  KrÜmtnongslinien,  also  F=Oy  C=0,  t 
wird  die  vorstehende  Gleichung  einfacher: 

e(  '-i       ^        ,     '^_J_\    't 

+  V  Fl-'  rj  Weg- EfEGj "'=''■ 

Die  Integration  dieser  Gleichung  führt  beim  EUipsoid  und  elliptische 
Paraboloid   zu  sehr  eleganten  Kcsultaten.      Bestimmt  man   einen  Punk 

der  Fläche 

ar*       t/'        2* 

—  +  —  +--  =  1 

auf  dieselbe  Art,  wie  in  VII),  so  findet  man: 

/dy  dz      dy  dz\      1     Imn  x 

\dZ  dv~d'v  du)  yEG~^^^^~~'W  /«■' 

(dzdx      dz  dx\      1     Imn  y 
dudv~~Tvdu)  yEG~^^^  iTiT  m«' 

(a^  £y dy  dx\      1     Imn  z 

dudi^du  dv)  yEG~^^^^  1^  ^' 

A Imn/x  d^x       y  d^y       z  d*z\ 

yEG~'^1iv\T*  dv^'^fn^d^'^'i^  dVV' 

ar*        w*       2* 
Die  Gleichung  ~  H — -^  +  —  =  l  nach  u  differentiirt,  giebt: 

/»  di^  '^  m^  du^^  w«  ati«  Lu   aJ  "^\m  du)'^\n  di)  \ 


_w«(t;«  — ti«) 

folglich : 

(/«  — ti«)(m*  — f/«)(t/«~w»)' 

• 

A 

Imn 

ii*(r«— M«) 

yEG 
oder  kürzer: 

"  M«P 

^            /mit 

Ebenso  findet  man : 

EyEG~  w»»  • 

• 

^           /mn 

GyEG       UV*  ' 
Mittelst  dieser  Gleichungen  giebt  die  Differentialgleichung  42) : 
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Da  nun : 

/  •        .^dlogE  ,  .        m^d  logG 

(p'  —  u*)  -^  =  2v,     (v'—t^)  —^  =  —  2m, 

^  öv  du 

so  folgt  einfach : 

Der  erste  Factor  dieser  Gleichung  ist  wesentlich  positiv,  also  kann 
nur  der  zweite  verschwinden ,  d.  h. 

-  +  -  =  0. 
u         V 

Dnrch  Integration  folgt:    uv=p*^   wo  p   einen  Parameter  bedeutet. 
^as  Krümmnngsroaass  der  Ellipsoidfläche  im  Punkte  (^,  y,  z)  ist  gleich: 

JB   _{lmny_      1 j 

Setzt  man  uv=p*^  so  folgt: 

a*       l^       z^  p* 

^^^  T'  "*"  m*  "*"  7?  "^  (7^«  • 

Die  Linie  der  surosculirten  Normalschnitte  einer  EUipsoidfläche  hat 
***  Jedem  ihrer  Punkte  gleiches  Krümmungsmaass  und  ist  der  Durchschnitt 
®»Oei  zweiten  EUipsoidfläche  44)  mit  der  gegebenen.  Für  die  Paraboloid- 
^**oUe: 

«rh  HU  man  ein  analoges  Resultat.     Mittelst  der  in  VII)  gegebenen  Glei- 
^t Allagen  folgt: 

(dydz      dydz\     1     ^jA—e    W(ji l\ 

\dudv     dvduJyEG     r     e    'r  \k  +  u' i—vJ' 
\du  dv     du  dZ)yEG~y  er   U  +  m'A— J' 

\^ti  ap     dudv)yEG~    y{i+u){i—vy 

^*^d  hieraus: 

_.:^^ 1       /     \{X—e)  B     ^ 1    ,/     U^— g)  . 

^^'ÄC  A  +  Mf    (A  +  m)(A— r)'    GyEG  -i  — »r    (X  +  M)(i— »)• 

Die  Differentialgleichung  43)  wird  in  diesem  Falle : 

r  Eu*        Gv*\  /_u_ v^\  _ 
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d.h. 

u 


=  0, 


i  +  u      k  —  v 
oder  integrirt  (il  +  «)  {l — v)  =p\     Für  das  Krümmnngsmaass  im  Pankte 
(o?,  y,  z)  findet  man : 

ji^B   _        it(X  — g) 1 1 

L^  +  if  +  (I3^tJ 

Für  (A  +  w)  (X  +  t;)  =  p*  folgt : 

^  l'^  {k  —  ey~i{k-e)       ^' 

Die  Linie  der  snroscnlirten  Normalschnitte  einer  elliptischeii  Parabo- 
loidfläche  hat  also  in  jedem  Pankte  gleiches  Krümmungsmaass  and  ist  der 
Darchschnitt  der  gegebenen  Fläche  mit  einem  elliptischen  Cylinder.  In 
den  beiden  vorhergehenden  Beispielen  ist  p  ein  variabeler  Parameter, 
dessen  Werth  sich  nach  dem  Pankt  der  Fläche  bestimmt,  von  welchem 
man  aasgeht. 

Die  Coordinaten  $,  17,  {;  eines  Punktes  der  Wendecarve  einer  deve- 
loppabeln  Flache  seien  Functionen  des  Bogens  $  dieser  Curve ,  ebenso  der 
Krümmungshalbmesser  q  und   der  Torsionsradius  r  im  Pankte  (£,  17,  Q,       ,_^ 
Liegt  der  Punkt  (a:,  y,  z)  mit  dem  Pankte  (J,  tj,  f)  auf  derselben  Generatrix,       ^ 
ist  V  die  variable  Distanz  beider  Pankte,  so  findet  man  (für  u=s8): 

Die  Gleichung  42)  wird  dann : 

ds^hdv—vdlog^  +  2^51  =  0. 

Setzt  man  ds^  =  0,  s  =  Const,y  so  erhält  man  eine  Lösung,  die  evi — .S- 
dent  ist,  da  der  Normalschnitt,  welcher  durch  eine  Generatrix  geht,  einenraK  «n 
Krümmungskreis  mit  unendlich  grossem  Radius  hat.     Verschwindet  de^K'-cat 
zweite  Factor  der  obigen  Gleichung,  so  folgt: 

35 v^  log  ^+2  =  0 

CS         ds        r    ' 

oder  integrirt: 

wo  p  wieder  ein  Parameter  ist.    Ist  die  Wendecurve  eine  Helix,  d.  h.  ein^  M^^ne 
Curve,    welche   die  Kanten   eines  beliebigen  Cylinders  unter  constante 

Winkel  schneidet,  so  ist  -^  constant,   man  hat  dann  die  einfache 

r 

v=p  — f^. 

Bestimmt  man  einen  Punkt  einer  Rotationsfläche  ebenso,  wie  in  VII)C^^t  *)» 

so  folgt: 


^m 
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Xstnvdv/  stfTvXdo/ 

dV 
A  =  cotvr*^,    c=o. 
dv 

Die  Differentialgleichung  43)  wird  in  diesem  Falle: 

^  hV"l"^ —  ä-  )  —  ^u*cos^v^ =0. 

L     ov  \$tn  V  ov  /  öv  cos  vA 

Für  p'=0  folgt  »  =  Const.,  was  einen  Parallel  dor  Fläche  giebt;  eine 

Laöttung,  die  evident  ist.    Verschwindet  der  zweite  Factor,  so  folgt: 

,   ,,  a M       ~1  /  dv  \sin V  dv / 

'                ov  \cosv/ 
Für  die  Rotationsfläche  der  Kettenlinie  ist  V  = ,  die  vorstehende 

C08V 

Oleicbnng  integrirt,  giebt: 

1  — stnv  — 
Man  bemerkt  leicht,  dass  die  beiden  Linien  der  nnroscnlirten  Normal- 
schnitte auf  der  Rotationsfläche  einer  Kettenlinie  Trajectorien  sind,  welche 
die  Parallelkreise  unter  Winkeln  von  30°  schneiden. 

IX. 

Für  die  folgenden  Entwickelungen  ist  eine  Transformation  der  YVi- 

^hen  sehr  nützlich ,  welche  nach  Liouville  die  Transformation  mittelst 

'öciproker  Radicnvectoren  genannt  wird.     (Vergl.  hierüber  Thompson  im 

Journal  de  Mathem.  Ä\  p.  364,  XII,  p.  256,  Liouville  ibid.  XII  p.  265.)    Diese 

^<^xi«formation  besteht  bekanntlich  darin,   dass  die  Punkte  ^i»  9««  ^s*** 

**"■  triinsformirten  Fläche   den  Punkten  Pi ,  Pt ,  Ps  •  •  •  der  ursprünglichen  * 

^  Beziehung  auf  einen  festen  Punkt  o  so  entsprechen ,  dass  die  Gleichun- 

^^  stattfinden:  opi  .  o^,  =  A',  op^  .  oq^  ==  Ä*,  op^ .  oq^  =  ä*  . . .,  wo  Ä  eine 

^^Hstante  bedeutet.     Es  scheint  noch  nicht  bemerkt  zu  sein ,  dass  sich  die 

^^ige  Transformation  aus  zwei  anderen  zusammensetzen  lässt,  welche  bei 

^'^len  geometrischen  Untersuchungen  vorkommen. 

Legt  man  von  einem  festen  Punkte  p  aus  einen  Berührungskegel  an 
^me  Kugelfläche  —  allgemeiner  an  eine  Fläche  zweiten  Grades  — ,  so  ist 
***ö  Contactcurve  eben;  bewegt  sich  der  Punkt  p  in  einer  Ebene  f ,  so 
^hüeiden  sich  die  Ebenen  der  Contactcurven  in  einem  bestimmten  Punkte 
^\%  welcher  der  Pol  der  e Ebene  heisst.  Berührt  die  Ebene  e  beständig 
^me  Fläche  /*,  so  liegt  der  Pol  p,  auf  einer  Fläche  /*, ,  welche  nach  Pon- 
^^let  die  reciproke  Polarfläche  von  /genannt  wird.     Sei: 

^tc  Gleichung  dor  gegebenen  Kugelfläche,  dann  ist: 
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(He  Gleichung  der  Polarobene  für  den  Pol  (J, ,  ij, ,  f,).    Die  Gleichung  der 
berührenden  Ebene  im  Punkte  (a:,,  y,,  Zj)  zur  Fläche  jP(x,  y,  z)=Oiit: 

wo  jP|  =  /^(a:,,^i,  Zi).  Soll  diese  Ebene  mit  der  obigen  Polarebene  iden- 
tisch sein,  so  folgt: 

dj\           dF\  dF,                         a^i           dF,          dF^ 

dx,           dy,  dz,                     '^'dx,^^'dy,^'''dz, 


1,-1     n-n     ft-t     UI,-l)  +  »?(i7i-i?)  +  f(&-0+**' 

Setzt  man  hierin  einfach  a*,  y^  z  statt  ^d  ^i,  ^d  und  berücksichtigt: 

a^      aF      aF 

ax  dy  dz 

cos  a      cos  b      cos  u ' 
so  lassen  sich  die  obigen  Gleichungen  einfacher  schreiben: 

ro.v  rt         ro5 /y  cos c  x  cos «  +  y  cos 6  +  2  co*c 

Aus  diesen  Gleichungen  findet  man  leicht : 

.  A-*  cos  a 

*  (a:  — |)co5a  +  (y  —  1;)  cosb  +  {z  —  i;)cosc^ 

.„      .  k'cosb 

)    \Vi      V       (x  —  ^)  cosa  +  {y  —  rj)  cosb  +  (z —  J)  cosc^ 

^ ^ k^cosc 

l^  —  ^)  cosa  +  {y  —  ri)  cosb  +  (z  —  t)  cosc* 
Die  rechten  Seiten  dieser  Gleichungen  sind  Functionen  von  u  und  f ; 
denkt  man  sich  diese  Quantitäten  zwischen  den  vorstehenden  Gleichnngei 
eliminirt,  so  erhält  man  eine  Relation  zwischen  Id  i/i,  {Tif  d.  h.  die  OM* 
chung  der  reciproken  Polarfläche  von  F(x,y^  2)  =0  in  Beziehung  auf  die 
Kugelfläche  46).  Der  Einfachheit  halber  werde  angenommen,  dies  die 
Variabein  t/,  v  die  Argumente  der  Krümmungslinien  der  ursprünglichei 
Fläche  seien,  also  die  Relationen  stattfinden  ^=0,  C=0.  Nach  den ii 
V)  aufgestellten  Gleichungen  findet  man: 

Hidrii__diidvii     as,  ^ ___  aj, a^j^    a^iai,_a^a|, 

dv  du       du  dv        dv  du       du  dv       dv  du       du  dv 

x—^  ~  y  —  tj  ~  2  — t 

cosa     cosb     cosc 

cos  a     cos  b'     cos  c 
cosa'  cosb'   cosc*' 
Mittelst  dieser  Gleichungen  ergiebt  sich  als  Gleichung  der  berühr^** 
den  Ebene  im  Punkte  (|, ,  1;,,  f,)  zur  reciproken  Polarfläche: 

(.r,  ^  JO  (^— ^) +  (yi— »/.Uy— ^)  +  (-rt-t,)  (2— t)  =  0 

oder 

(a:,  — S)  (.r-^)  +  (y,  -,,)  (y  -  ij)  +  (i,  -f)  (z-f)  =  A», 


PQ 

r  r 
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o  Jr„y„  Z|  die  laufenden  Coordinaten  sind.  Fällt  man  vom  Punkte  (|,  17,  {;) 
in  Perpendikel  auf  diese  Ebene,  bezeichnet  die  Coordinaten  des  Fnss- 
lanktes  durch  ^^  ^^  ^i»  so  ist  derselbe  durch  folgende  Gleichungen  be- 
nimmt: 


ar,-J  =  A» 


(*— l)'  +  (y -»»)•  +  (» -Ö" 


«.-{;=*• 


(*-l)'+(y-ij)*+ (»-»*' 

Eliminirt  man  u  und  v  zwischen  diesen  Gleichungen ,  so  erhält  man 
ine  Relation  zwischen  ^1,  ^1,  ^1  *  ^-  b-  ^^^  Gleichung  einer  Fläche,  welche 
^n  Ort  der  Fusspunkte  der  Perpendikel  bildet,  gefallt  vom  Punkte  (|,  1^,  {) 
if  die  berührenden  Ebenen  der  reciproken  Polarüäche.  Die  Gleichungen 
')  enthalten  zugleich  die  Transformation  mittelst  reciproker  Eadien- 
stören.     Hieraus  folgt: 

Ist  ff  die  reciproke  Polarfläche  einer  Fläche  f  in  Beziehung 
auf  eine  Kugelfläche,  so  ist  die  Fusspunktfläche  ^  von  /*„  für  den 
Mittelpunkt  der  Kugelflächo ,  die  transformirte  Fläche  f  mittelst 
reciproker  Radienvectoren. 

Blit  Hilfe  der  in  V)  gegebenen  Formeln  lassen  sich  aus  den  Gleichun- 
n  'M)  leicht  die  Hauptkrümraungshalbmesser  der  transformirten  Fläche 
iden.     Setzt  man  zur  Abkürzung : 

B  =  {x  —  J)  cosa  +  {y  — 17)  cosb  +  (z  —  {;)  cqsc^ 
H'  =  {x  —  l)  cos  a  +(1/ —ri)  cos  6'  +  (z  —  f)  cos  c\ 
'        »  ir'=  {x  —  I)  cos d'  +  (y  — 1(\)  cos 6"+  [z  —  f)  cos c", 

o  findet  man  aus  48) : 

1.^*1        i' (        '      o^— ä«'^       1^^«        ^i    .-      o^-^^"^ 
*"^M         />  \  D         J'    1^  dv        D\  D  /' 


+ 


0    at; 


,   P^Vcosa         x  —  l(     ,   jy\l 


+  l[--^-^0  +  m 


Für  die  Diffcrentialquotiontcu  von  y, ,  ?,  ergeben  sich  ganz  nnnlogo 
•Eichungen.      Bezeichnet  man  die  Quantitäten  £,  F^  (i  ^  A^  B  ^  C^  hj^ww 
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^,  y,  t  durch  JTi,  yi,  Z|  ersetzt  werden,  respective  durch  J?,,  F,»  ^i,  A^^  ^n^n 
so  erhält  man  ans  den  vorstehenden  Gleichungen : 

50)  £,=A«(^J,    C,  =  *^(|y,    F,=0. 

Der  Werth  von  - — --  zeigt  unmittelbar,  dass  (7,=0.  Ans  den  beiden 

oudv 

Gleichungen  jP,s=0,  C,  =0  folgt  das  bekannte  Resultat,  dass  us=C(mrL, 

v  =  Consl.,  auf  der  transformirten  Fläche  ebenfalls  KrUmmungslinien  sind 

oder  mit  anderen  Worten ,  die  KrUmmungslinien  einer  Fläche  ändern  be 

der   Transformation   mittelst  reciproker  Radienvectoren  ihren  Charakte 

nicht.     Nach  einem  bekannten  Satze  ans  der  Theorie  der  Determinantei 

erhält  man  für  ^j  folgende  Gleichung : 


0  WiV 


cos  a  —  2  — jr—  H  , 


COS  b*  —  2 


D 


cosa  — 2 


—  2 — T-^  H  , 


D  '  D 

cosc  z  —  f  /     .   H\ 


cosc  — 2 


ft 


cosc  —  2 


H' 


D 


^B 


// 


Multiplicirt  man  diese  Gleichung  mit: 

cosa     cosb     cosc 
t 


cos  a     cos  h'    cos  c 
cosa*  cosb"  cosc" 
wo  « =  +  1 ,  so  folgt : 

1  H/        I/\  2H'  f     .   H\  H"  f    .  *\ 


—  2 


—  2 


'« 


HB' 


D    ' 


2 


H'H' 


D 


i  —  2 


H 


"t 


D 


oder ,  wegen  Ü=rin  +  H'^  +  ^"*, 


Da  nun 


^.K/^.^,  =*;.(' (7)', 
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so  itt  auch : 


—^^r=L(2B  +  ^y 


Ebenso  folgt : 

Beseichnet   man    durch   r/  und  r"   die   HanptkrümmnDgshalbmesser  im 
Punkte  (:r, ,  ^j ,  Z|),  so  folgt,  wegen  —  - — 


E,yE,G,       r/"    G,yE,G,       r/ 


XV. 
üeber    HydrodiffuBion. 

Von  Dr.  Beez, 

Lehrer  an  der  königl.  Realschule  zu  Plauen. 


Im  vierten  Jahrgange  dieser  Zeitschrift  p.  212 — 231  habe  ich  eine  Ab- 
^ttnng  der  Gesetze  gegeben,  nach  welchen  ein  im  Wasser  lösliches  Salz 
^  seiner  Lösung  in  reines  Wasser,  welches  darüber  geschichtet  ist,  der 
^^were  entgegen  diffundirt  und  die  Richtigkeit  der  aufgestellten  Glei- 
chungen durch  Versuche  nachgewiesen.    Der  Zweck  gegenwärtiger  Zeilen 
^^  »  eine  rein  theoretische  Begründung  der  aufgestellten  Gesetze  zu  yer- 
^^chen  und  ohne  Hilfe  von  partiellen  Differentialen  und  ohne  experimen- 
telle Bestimmung  der  im  allgemeinen  Integral  vorkommenden  willkürlichen 
'^^nctionen  die  Diffusionsgesetze  aus  dem  Princip  des  chemischen  Gleich- 
S^\7ichts  zu  entwickeln.     Da  ich  im  Verlauf  dieser  Arbeit  mehrere  Male 
^^f  die  bereits  citirte  Abhandlung  verweisen  mnss,   so  bitte  ich  den  wohl- 
'^ollenden  Leser,  dieselbe  nochmals  zur  Hand   zu  nehmen  und  zugleich 
^iii  Versehen  p.  216,  Gleichung  2),  welche  dort  lautet: 

^___  c /a*w       1   dQ^du    .u_  d*Q\ 

dl~      2  Xdlc''^  Q  dx  ai"*"  0  a^v' 

'u  Verbessern^  indem  dieselbe  vielmehr,  wie  man  sich  leicht  durch  Rech- 
oong  überzeugt,  heissen  muss: 

d_ 


iw    _  _  a  /a'ti    ,    2^  ^  ^   ,    ji  a'0\ 
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wodurch  sich,  da  Q  unabhängig  von  t  ist,  die  Differentialgleiebong  för 
einen  Diffusionsstrom ,  der  in  einem  Gefäss  von  beliebiger  Form  vor  sich 
geht,  auf  den  einfachen  Ausdruck: 

dl  2       aar* 

reducirt*).  An  dem  Folgenden  wird  jedoch  hierdurch  nichts  geändert,  da 
für  ein  constantes  Q  die  letztere  Gleichung  übergeht  in : 

du o  d^u 

dieselbe ,  auf  welche  die  ganze  spätere  Untersuchung  basirt  ist. 

Auch  in  vorliegendem  kleinen  Beitrag  zur  Diffusionslehre  beschränke 
ich  mich  auf  den  Fall,  dass  der  Diffusionsstrom  in  einem  cylindrischen 
Gefässe  vor  sich  geht,  werde  jedoch  die  drei  verschiedenen  Arten  von 
Diffusionsströmen ,  die  sich  experimentell  prüfen  lassen  und  für  welche  die 
Gleichungen  12),  13),  14)  p.  224  f.  der  citirten  Abhandlung  aus  einer  Dif- 
ferentialgleichung abgeleitet  worden  sind,  unabhängig  von  einander  be- 
handeln. 

1.  Der  erste  Diffusionsstrom  entsteht,  wenn  man  in  einem  cylindri- 
schen Gefässe  unter  eine  Schicht  von  reinem  destillirten  Wasser  eine 
Schicht  concentrirter  Salzlösung  mit  der  Vorsicht  bringt,  dass  keine  me- 
chanische Mengung  eintritt,  sondern  beide  Flüssigkeiten  durch  eine  scharf 
begrenzte  Ebene  von  einander  getrennt  erscheinen.  Das  Gefäss  mnsa 
sodann  längere  Zeit  ruhig  stehen,  damit  die  Flüssigkeiten  ungestört  ihrer 
eigenen  Molecularattraction  überlassen  bleiben,  deren  Wirkungen  gewöhn- 
lich erst  nach  einigen  Tagen  hinreichend  stark  hervortreten,  um  mit 
einiger  Genauigkeit  quantitativ  bestimmt  werden  zu  können«  Denken  wir 
uns  nun  die  beiden  ursprünglich  übereinander  stehenden  Flüssigkeites 
in  unendlich  dünne  horizontale  Schichten  zerlegt,  von  welchen  die  unteren 
sämmtlich  die  volle  anfängliche  Concentration  oder  dre  Salzraenge  1,  die 
oberen  die  Salzmenge  0  besitzen,  so  ist  beim  Beginn  des  Versuchs  die 
Reihe  der  Concentrationen  von  oben  nach  unten: 

0,  0,  0,  0,  l,  1,  1,  1 

die  beiden  aneinander  grenzenden  Schichten  mit  dem  bezüglichen  Sali' 
gehalt  0  und  1  suchen  ihren  Salzgehalt  auszugleichen,  d.  h.  gleiche  Con- 
centration anzunehmen,  was  nach  einer  bestimmten,  jedoch  nnendlicb  klei* 
nen  Zeit,  deren  Dauer  für  verschiedene  Salze  verschieden  ist  und  von  der 
Affinität  des  Wassers  zu  dem  betreffenden  Salze  abhängt,  geschehen  wird* 
Nach  Verlauf  dieses  Zeittheilchens  wird  die  Diffusionsreihe  folgende  0^' 
stalt  haben : 

0,0,0,4,4,1,1,1, 

Auf  welche  Weise  nun  weiter  jede  nachfolgende  Reihe  aus  der  ^^^' 

*)  Diese  JieiDürkung  vordanke  ich  der  Güte  des  Herrn  Gustav  Koch. 


Von  Dr.  Bbez. 


329 


Wfgehcndfln  tich  ergiobt,  wird  sofort  klar  werdco,  wcud  iu«n  erwügl, 
dau  jede  Schiebt  sowohl  mit  der  (iber  ihr  stehenden  dUaneien ,  als  mit 
der  unter  ihr  befindlichen  dichteren  in  dss  Gleichgewicht  sn  kommen 
■neht.  Sind  A,  B,  C  drei  solche,  von  oben  nach  nnten  geordnete,  unend- 
lich dUoDO  Schichten  von  zunehmendem  Salzgehalt,  nSmIich  resp.  u',  u,  i',. 


M  vird  B  von  C  die  Salzmenge  - 


-  empfangen ,    dagegen    an  A   die 


QuntitSt abgeben  müssen.    Somit  wird  der  Zuwachs  an  Salz ,  wet- 

thm  die  Schicht  B  rermöge  der  vereinten  Einwirkungen  von  A  und  C  er- 
bllt,Diir  sein  kennen: 

_„"■  — "       M— «' 


iln  wird  die  Schicht  S  selbst  i 
CsiteDtration  u,  sondern: 

»  +  "■ 


nächsten  Zeittheilchen  nicht  mehr  die 


Uwn.    Eh  tritt  demnach  an  die  Stelle  der  Concentration  u  in  der  Schicht 

B  lach  Verlauf  eines  Zeittheilchens  das  arithmetische  Mittel  -^— —    aus 

dm  Concentrationen  der  beiden  angrenzenden  Schichten  zu  Anfang  des- 
Klben  Zeittheilchens.  Kraft  dieses  Bildungsgesetzes  werden  nun  nach 
I,  t,  3,  4,  a,  e,  7  etc.  ZeittheilcLen ,  vom  Beginn  des  Versuches  an  gerech- 
Ht,  die  folgenden  Diffnsionsreihen  entstehen,  welche  so  unter  einander 
ttoidnet  worden  sind,  dass  die  von  der  ursprünglichen  Berti brungsebene 
^üchweit  entfernten  Schiebten  senkrecht  unter  einander  zu  stehen  kom- 
Ml,  wXhreud  die  ursprungliche  B er (Ihinngs ebene  durch  den  verticalen 
Birieh  angedeutet  ist: 
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Das  Gesetz ,  nach  welchem  die  Zahlen  der  einzelnen  Reihen  ans  den 
Ordnungszahlen  1,  2,  3,  etc.  sich  ableiten  lassen,  ist  nicht  schwer  in  er- 
kennen.   Denn,  wenn  allgemein 

n{n  —  i)(n—2)  ...{n—k  +  l)_ 

gesetzt  wird,  so  ist: 

l  =  lo,  1==2„,  1=3«,  l=4o,  1=5„,  1=6^,  1  =  7„ 

1  =  1,,  2  =  2.,  3  =  3,,  4  =  4,,  5  =  5,,  6  =  6,,  7  =  7,, 

1=2,,  3  =  3,,  0  =  4,,  10  =  5,,  15  =  6,,  21=7,, 

1  =  3,,  4  =  4,,  10  =  5,,  20  =  6,,  35  =  7,, 

1  =  44,  5  =  5  ,  15  =  64,  85  =  74, 

1  =  5,,  6  =  6,,  21  =  7,, 

1=6^,  7  =  7„ 

1=7,, 
und  es  lassen  sich  die  Zähler  der  obigen  Reihen,  wenn  man  die  doppelten 
Glieder  unberücksichtigt  Ifisst,  nSmlich: 

1, 

1,  3, 
1,  4,     7, 
h  5,  11,  15, 
1,  6,  16,  26,  31, 
1,  7,  22,  42,  57,     63, 
1,  8,  29,  64,  99,  120,  127 
bezüglich  auch  schreiben : 

1..       ' 

2, ,  2o  +  2, , 

3^,  3o  +  3|»  3q  +  3, +3,, 

4a,  4o  +  4,,  4,+  4,  +  4,,  4^  +  4,  +  4,+4,, 

Ö6,  5o+ö,,  5^+5,  +  5,,  öto  +  5|+5,  +  6»,  5g +  5, +5,  +  5,  +  54, 

etc. 

Demgemftss  ergiebt  sich  als  die  vollständige  Diffusionsreihe  n*c^ 
Verlauf  von  2n  Zeittheilchen  die  nachstehende,  deren  Glieder  sämmtUcB 
den  Nenner  2^  haben: 

(2«),,  (2/1)0,  (2n).+  (2H),,  (2n),+  (2H),,  (2n),+ (2«),  +  (2«),, 

(2;i)„+(2«),  +  (2«),,  etc. 

und   als  die  beiden  letzten  Glieder,   welche  vom  Anfang  der  Reihe     8^ 
zählt,  das  (4;t  —  l)te  und  (4n)te  sind: 

(2n)«  +  (2w),  +  (2«),  +  . . .  +  (2/1)21.-2  +  (2/i)2«-i. 
Um  die  allgemeine  Giltigkeit  der  durch  Induction  gefundenen  R^^^^ 
zu  beweisen,  wenden  wir  den  bekannten  Schluss  von  k  auf  ySr-l'l  <^n.       ^ 
würden  nämlich  das  (2r— l)te,  (2r)te  und  (2r  +  l)te  Glied  in  der  (2it>^^ 
Diffusionsreihe  die  Werthe  haben: 
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1)  (2«),+  (2w)^  +  (2w),  +. . .  +  (2w)r-.i , 

*)  (2«)p+  (2«)i  +  (2«),  +  . .  .  +  (2H)r-l, 

3)  {2«)o+  (2«)i  +  (2/i),  +\..  +  (2w)^i  +  (2n)^, 

dai  (2r-|-l)te  Glied  aber  der  (2n-|-l)teii  Reihe  nach  derselben  Indnction 

lauten: 

4)   (2ll  +  l).+  (2ll  +  l),  +(2n+l),  +  ...  +  (2ll  +  l)r-l  +  (2«  +  l)r. 

Bedenkt  man  nnn^  dass  das  (2r-|-l)te  Glied  dieser  Reihe  dasjenige 
Ist,  welches  von  der  Grenzebene  dieselbe  Entfernung  hat,  als  das  (2r)te 
derTorigen  Reihe,  so  ist  klar,  dass  nach  dem  recurrirenden  Gesetze  die- 
ser Reihen  gleich  dem  arithmetischen  Mittel  ans  dem  (2r  —  l)ten  nnd 
(2r-|-l)ten  Gliede  der  vorigen  Reihe  sein  müsse.  Addirt  man  aber  1)  nnd 
3),  80  kommt: 

(2«)f  +  [(2«)«+  (2«),]  +  [(2«)i  +  (2/1),]  +  . . .  +  [(2/1)^,  +  (2«),] 
oder  da: 

(2n)o  =  l  =  (2«  +  l)o 
und  allgemein : 

(2ii)it_,  +  (2w)it  =  (2«  +  l)t, 
•0  ist  es 

=  (2w  +  l)o+  (211  +  1),  +  (2«  +  l),  +  . . .  +  (2n  +  l)^_i  +  (2«+  l)r , 
^  genau  gleich  der  Reihe  4) ,  die  sich  unmittelbar  durch  Indnction  er- 
gab.   Hierdurch  ist  die  Giltigkeit  der  aufgestellten  Reihe  für  jedes  be- 
liebige n  erwiesen. 

In  den  einzelnen  Reihen  macht  sieh  insofern  ein  Unterschied  bemerk- 
bar, als   diejenigen  von  ungerader  Ordnungszahl  zwei  gleiche  mittlere 
Olieder  enthalten,  was  bei  denen  von  gerader  Ordnungszahl  nicht  der  Fall 
^   Betrachten  wir  zunächst  die  ersteren.    In  einer  solchen  ist  der  Werth 
^N  Mittelgliedes  stets  ^=^\*     Denn  für  die  Ordnungszahl  (2n  +  l)  haben 
'm  {tn  +  l)te  Glied  unserer  Difiusionsreihe  gleichen  Werth,  nämlich:  * 
{(2n  +  l),+  (2n+l),  +  (2n+l).  +  ...  +  (2ii  +  l)^i):22«+i. 
Es  ist  aber: 
t'^=(l  +  l)«»4.i  =  (2n  +  l)o+(2n  +  l),+...+(2n+l),  +  (2n  +  l)^i  +  ... 

+  (2/1 +  1)2*4.1 
^>i4  da  in  dieser  Entwickelung  von  dem  (n  +  l)ten  Gliede  an  dieselben 
Berthe I  nur  in  umgekehrter  Reihenfolge,  wiederkehren,  so  ist 
(2n  +  l),+  (2n  +  l),  +  ...  +  (2;i  +  l)„=i.22«+i, 
Voraus  sich   ohne  Weiteres  die  Richtigkeit  obiger  Behauptung   ergiebt. 
^^rtegt  man  non  den  Anfang  der  Reihe  in  die  ursprüngliche  Grenzebene, 
^  wird  das  erste  Glied  4  and  das  (2r)te 

5)    =4+|(2«  +  l)^i  +  (2fi  +  l)^2  +  ...  +  (2/i  +  l)^,j:22«+i 
^in.    Lässl  man  hierin  n  unendlich  werden ,  so  kommt  es  darauf  an ,  den 
^Bswerth  für : 

(2n  +  l)«+r 


332  üeber  Hydrodiffusion. 


•  ,•  •■  ^-^^  <•  Ä  *  ^^ 


*>v<-^^i^i^*^  ''-^^^»Ä* 


zu  bestimmen.    Es  ist  aber : 

(2 ;*  +  l)«+r ^ (2w  +  1) 2w  (2m -!)_ (m+2)       (m  +  1)w...(w  — r +  2)  ^      _^, 
-22.+r  -  1.2.3. ..n  ^(w+l)(n+2)...(n+r)  ' 

Um  dem  ersten  Factor  eine  bequemere  Gestalt  zu  geben ,  gehen  wir 
von  der  identisclien  Gleichung 

1.2.3...  (2/j)  .  (2w  +  1)  =  l  .  3  .  5  .  . .  (2w  +  1)  .  2  .  4  .  6  .  . .  (2») 

=  1  .3.5...  (2«  +  1)  .  1  .2.  3...  «.2* 
aas  und  dividiren  auf  beiden  Seiten  mit 

l.2.3.../t   und   l  .  2.  3.  .  .  (y<+l), 
so  ergiebt  sieb : 

(2yi  +  l)(2/i)  .  .  .  (y?  +  2)  _  1.3.5...  (2/1  +  1)    ^ 
1.2...«  1  .  2  .3  . .  .  (n  +  1) 

^1.3^5^^i«-M)2,^, 
2.4.6.  .  .  (2;j  +  2) 
Nach  der  Wallis^schen  Formel  aber  ist: 

2.2  .4.4.  .  .(2/1  +2)  (2« +2) jr 

''"l  .3.  3.5...  (2n+l)  (2«  +  3)~  2" 

w  =  QO  , 
folglich : 

i,«  »_lill-JL42ZL+i)  =  tun  l/^^M^, 
2.4.6...(2n  +  2)  r  2 

Der  zweite  Factor 

n{n — ^^1)  .. .  (n — r  +  2) 

{«  +  2)'(;r+3)...(«  +  r) 

kann ,  wenn  man  im  Zähler  und  Nenner  jeden  Partialfactor  mit  n  diWdirti 

geschrieben  werden: 

(-^)(-v)-(-^-)      ■ 

('+l)('+f)--('+^)  ■ 

Erbebt  man  nun  jeden  Partialfactor  auf  die  nte  Potenz  und  bcräck- 
sichtigt,  dass: 


( 
(■ + f  )•= 


für  n=ao   ist  und  zieht  dann  wieder  die  nte  Wurzel,  so  nimmt  der  Aiu* 
druck  die  Form  an : 

welches  endlich,   wenn   man  die  angedeutete  Multiplication  ansf&hrti  ^ 

e        » 
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flbogeht    Somit  ist  für  unendlich  wachsende  n 


=  lim  7/ JL 


3)]K 
e        "       . 


Wenn  aber  seit  Beginn  des  Versuchs  (2/1  +  1)  Zeittheilchen  verflossen 
lind ,  so  werden  diese  für  ein  unendliches  n  einer  endlichen  Zeit  propor- 
tiontl  gesetat  werden  können,  die  nach  der  Stärke  der  AffinitS.t  des  Salzes 
mm  Wasser  yerschieden  ist.  Man  kann  daher,  wenn  man  die  Dauer  eines' 
aolchen  Zeittheilchens  =k*  setzt,  wenn  k  als  unendlich  kleine  Grösse  an- 
lotehen  ist,  die  verflossene  Zeit  {2n  +  l)f^  gleich  einer  bestimmten  Zahl 
t  Ton  endlichen  Zeiteinheiten  ^  multiplicirt  mit  einem  constanten  Factor  a, 
tnnehmen.  Dieser  Factor  a  aber  ist  nichts  anderes,  als  der  Diffusions- 
eoefficient,  welcher  die  Geschwindigkeit  angiebt,  mit  der  das  Salz  aus 
einer  Schicht  in  die  nächstfolgende  überströmt.    Es  sei  daher: 

(2;i  +  l)Af«=a/, 
worans  sich,  wenn  mau  1  gegen  2/i  verschwinden  lässt, 

_  a£ 
"~2Ä" 


erficht    Durch  Substitution  dieses  Werthes  geht 

e 
nn 

tbsriu 


f     nn 


f      ttin 


2      rin^lrl)^« 


e      «'         .k. 
uln 

«Ks  Reihe  in  5)  lässt  sich  jetzt  in  eine  Summenformel  zusammcnfasHen  und 
^  der  präciseren  Gestalt : 

'         r       o'M     rsrO 

schreiben.  Diesen  Salzgehalt  also  hat  nach  Verlauf  von  /  Zeiteinheiten 
^^  (2r)te  Schicht  unter  der  ursprünglichen  Greuzebene.  Nennt  man  den- 
*^lben  u  und  setzt  den  anfänglichen  Gehalt  der  Salzlösung  =  Uy  so  wird 

6)  u  =  lü+üj/ £6       «'  .k. 

Die  (2r-|- J)te  Schicht  aber  hat  dieselbe  Concentration ,  als  die  (2r)te, 
^itd  wir  können  daher  beide  als  eine  einzige  Schicht  von  gleicher  Concen- 
^^Hion,  aber  doppelter  Dicke,  als  bisher,  auffassen.  Hätten  wir  nun  die 
^Heke  einer  bisherigen  Schicht  k  genannt  (was  uns  erlaubt  sein  muss ,  da 
^^  aber  die  Theilung  des  vom  Diff'usionsstrom  durchlaufenen  Raumes 
^<>eh  völlig  freie  Hand  haben),  so  würden  wir  die  Dicke  der  nunmehrigen 
Buchten,  die  wir  dx  nennen  wollen,  gleich  2k  setzen  können,  oder 

k—^dx. 

tat»0krin  f.MathemMlik  a.  Phyaik,  VU,  6.  7!^ 
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^  *■•  ^  V  . 


Sei  eodlich  x  der  Abstand  der  2rten  Schicht  von  der  Mitte,  bo 

lind  wir  können  statt  der  Sumnienforuel  in  6)  das  Integral  einführe 
sclireiben: 

0 
Für  die  Coucentration  einer  Schicht,  welche  dem  oberen  Thei 
Diffusionsreihe  augehört  und  den  Abstand  x  von  der  Mitte  besitzt,  ' 
man  auf*  gleiche  Wei.se  finden : 

8)  u^.^^U-Uj/-l^fe-^^^,.r, 

0 
welcher  Ausdruck  genau  derselbe  ist,  wie  derjenige,  aus  welchem  ir 
ner    früheren    Abhandlung   über   Diffusion    die   Gleichung   12)    ber\ 
gangen  war. 

Wir  haben  bis  jetzt  nur  die  Reihen  von  ungerader  Ordnung 
2w+l  betrachtet,  doch  gelten  die  erhaltenen  Formeln  auch  für  si 
deren  Ordnungszahl  gerade  ist,  sobald  nur  diehclbe  unendlich  gross 
Denn  in  einer  solchen  würde  das  erste  Glied,  von  der  Mitte  au  gerei 
welches  das  (2/i  +  J)te  vom  Anfang  der  Keihe  ist,  den  Werth  1 
müssen : 

{(2;0o  +  (2'0i  +  .  .  .  +  (••2'0«-l.+  (2«)«!  '  22». 
Es  ist  aber: 

22*  =  (2;«)„  +  (2/i),  +  .  .  .  +  (2;i)„  +  (2«)^+,  +  .  .  .  +  (2/O2». 
Die  Zahl  der  Glieder  dieser  Reihe  ist  ungerade,  und  wenn  man  < 
die  gleichweit  vom  Anfang  und  Ende  abstehenden  Glieder,  die  ein; 
gleich  sind,  zusammenfasst,  so  bleibt  das  mittelste: 

(2«)» 
übrig.    Man  kann  daher  auch  schreiben : 

2««  =  2  |(2«)o  +  (2/1),  +  .  .  .  +  (2n)«_|  +  (2/0„|  —  {2«)„. 
Daher  ist: 

(2/1)0  +  (2/1),  +  .  .  .  +  (2/1),  _22»  +  (2/0,  _  ,        (2/1)^ 
22"  22'*+*  •       2-"+^ ' 

Für  unendliche  n  aber  wird    .,  J!   eine   unendlich  kleine  Grösse 

2^/14-1 

gegen  ^  verschwindet.  Um  dieselbe  Grösse  differirt  auch  der  allgei 
Ausdruck ,  der  sich  aus  der  Betrachtung  der  Diffusionsreihen  tob  ge 
Ordnungszahl  ergtebt,  von  der  Formel  5);  er  lässt  sich  daher  für  j 
als  mit  5)  ansaramenfallend  ansehen. 

2.    Ein  zweiter  Dtffusionsstrom  kann  hergestellt  werden ,  wenn 
einen  kleineren  Cylinder,  der  mit  concentrirter  Salzlösung  gefüllt  ifl 
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^^  ^  --  ^  - 


ein  rerliKltnisainftssig  sehr  grosses  Gefäss  mit  reinem  destillirten  Wassor 
in  möglichster  Hölie  über  dem  Boden  desselben*)  aufstellt.  Man  knnn 
djknn  ohne  erheblichen  Fehler  annehmen,  dass  die  Flüssigkeit,  welche  an 
die  oberste  Schicht  im  Cylinder  aussen  angrenzt,  beständig  die  Concen* 
tration  Null  beibehält,  da  die  diffundirte  Salzlösung  vermöge  ihrer  Schwere 
an  dem  Rande  des  Cylinders  berabÜiesst  und  auf  dem  Boden  des  grossen 
Gefässes  sich  ausbreitet,  während  eine  neue  Schicht  reinen  Wassers  an 
ibre  Stelle  tritt.  Unsere  Di£fusionsreihe  erweitert  sich  in  diesem  Falle 
nnr  nach  einer  Seite,  nach  der  unteren,  hin,  während  in  der  arsprUng- 
licken  Grenzschicht  die  Concentration  constant  Null  bleiht.  Wendet  man 
auch  bei  dieser  Reihe  das  oben  angeführte  Bildungsgesetz  an,  dass  die 
Concentration  irgend  einer  Schicht  nach  Verlaufeines  Zeittheilchens  das 
arithmetische  Mittel  bildet,  zwischen  den  Concentratiouen  der  beiden 
Nachbarschichten  vor  Beginn  desselben,  so  wird  die  Diffusionsreihe  nach 
1,  2,  3 ...  6  Zeittheilchen  sich  in  folgender  Weise  gestalten: 


l. 

0 

\^ 

1, 

2. 

0 

h 

3 
4  ' 

1, 

;i. 

0 

3 

6 
8  f 

7 

1, 

4. 

0 

6 

1« 
16  » 

14 
16  t 

16 
16  ' 

1, 

5. 

0 

i^ 

•20 
3«' 

2ft 

J2  » 

30 
^2  ' 

(5. 

0 

so 

64  ' 

IJ. 

So 
64  » 

66 

6«       .6» 
64«    64  > 

1. 

Die  unmittelbar  an  das  rein««.  Wasser  stossende  Schicht,  oder  die 
^rste  Schicht  der  Reihe  hat,  wie  man  leicht  finden  wird ,  nach  Verlauf  von 
(2w)  Zeittheilchen  den  Werth 

**ilclies  für  unendliche  n  derselben  Grenze  sich  näliert,  als 


al 


^^tzt  man  hierin  wiederum  'Zu  =  -- ,  so  erhall  man 


/ 


^*  h.  es  ist  die  C  e  n  c  e  n  t  r  a  t  i  o  n  rl  e r  obersten  Schicht  umgekehrt 
Proportional  der  Quadratwurzel  aus  der  verflosseneu  Zeit. 


*)  Ich  hatte  in  meiner  Irüheren  Abhandlung  diose  Vorsichtsninssrogfel  nicht 
^i^tv^nt,  weil  ich  es  für  übeifiü.ssig  hielt,  etwas  so  Selbstverständliches  ausdrücklich 
^'^SQführen ;  doch  bemerke  ich  noch  nachtrUj^lich  —  um  ein  bedenken  des  Herrn 
*^*',  Quincke  zu  beseitigen,  der  über  meine  Abhandlung  in  den  ,)Fortschritten  der 
*^hjrsik  im  Jahre  1H50,  dargestellt  von  der  physikalischen  Gesellschaft  zu  Berlin" 
**f«rirt  bat  —  dass  ich  allerdings  bei  allen  Versuchen  den  kleinen  Cylinder  so  weit 
'^'>eo  nlg  möglich  im  grösseren  Gofilsse  angebracht  habe,  indem  ich  ihn  auf  einen.  ^l&- 
•^'öen  Dreifuss  von  siemlicher  HöJie  aufstellte. 
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Da  nnn  in  jedem  Zeittheilchen  die  oberste  Schicht  tn  das  nmgebende 
Wasser  die  Hälfte  ihrer  Salzmasse  abgiebt ,  so  ist  auch  die  während  eines 
Zeittheilchens  in  das  Wasser  übertretende  Salzmenge  proportional  der- 
selben Grösse.  Nennt  man  diese  unendlich  geringe  Quantität  Sali,  welche 
während  eines  Zeittheilchens  diffundirt,  ds,  so  ist: 

worin  c  einen  constanten  Coefificienten  bedeutet,  der  von  der  anf)lnglichen 
Concentration ,  dem  Querschnitt  des  Cjlinders  und  dem  Diffusionscoef- 
ficienten  abhängig  ist.  Die  ganze  Menge  also  des  aus  dem  Cylinder  dif- 
fundirten  Salzes  wird  nach  Verlauf  von  t  Zeiteinheiten 

s  =  cj/r 
sein,  d.  h.  dioMengendes  aus  dem  Cylinder  diffundirten  Sal- 
zes verhalten  sich,  wie  die  Quadratwurzeln  ans  den  ver- 
flossenen Zeiten.  Dieses  Gesetz  wurde  in  der  früheren  Abhandlang 
aus  Beobachtungen  abgeleitet  und  setzte  uns  in  den  Stand ,  die  bei  der  In- 
tegration der  Gleichung  zwischen  partiellen  Differentialen  auftretende  will- 
kürliche Function  t^(/)  zu  bestimmen;  hier  wird  es  aus  dem  Princip  det 
chemischen  Gleichgewichts  a  priori  abgeleitet.  Die  Uebereinstimmnog 
beider  Resultate  kann  als  eine  Rechtfertigung  meiner  oben  aufgestellten 
Ansicht  von  der  Art  und  Weise,  wie  sich  innerhalb  mehrerer  aneinander 
grenzenden  FlüssigkeitsfiTchichten  verschiedener  Concentration  die  roolecii- 
lare  Thätigkeit  vollzieht,  angesehen  werden.  Der  Salzgehalt  u  derrten 
Schicht,  von  oben  nach  unten  gerechnet,  ist  ferner: 

u  =  |(2w).  +  (2;0*^.i  +  .  . .  +  (2n)^^.i}  :  2«»; 
das  allgemeine  Glied  dieses  Ausdrucks  aber 

(2w),4^,i 
2^ 
lässt  sich  durch  ähnliche  Betrachtungen,  wie  oben,   wenn  man  jetzt  die 
Schichten  nur  halb  so  dick,  als  vorher,  annimmt,  in  das  Differential 


f^  2atn 


«« 


e    ^^'dx 


umwandeln,  so  dass  bei  anfänglicher  Concentration  Z7  erhalten  wird: 

9)  u  =  2üt/-^  I  e^^' dx. *) 

0 

3.     Eine  dritte  Art  von  Diffusionsstrom  endlich  kann  auf  die  Weis® 
eingeleitet  werden ,  dass  näan  ein  cylindrisches  Gefäss  bis  zum  Rande  f^^^ 


*)  In  der  Formel  13)  nnd  J3*)  der  cliirten  Abhandlung  muss  das  Zeichen—  '* 
-f«  umgewAndeli  werden. 
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1^ asser  fUUt,  durch  eine  Glasplatte  verscliliesst  und  mit  der  Oeffnung  nach 
unten  in  einen  grossen  Behälter  mit  concentrirter  Salzlösung  möglichst 
ti  ef  einhängt)  worin  man  die  Glasplatte  vorsichtig  entfernt.     Bei  dieser 
Anordnung  ist  es  allerdings  unmöglich,  die  Keihe  der  Concentrationen  in 
dem  Cylinder  zu  beobachten,  da  er  oben  verschlossen  ist;  doch  kann  man 
nach  Verlauf  einiger  Zeit  die  Quantität  Salz,   welche  aus  dem  grösseren 
Sehälter  in  den  kleinen  Cylinder  diffundirt  ist,  aus  der  Gewichtszunahme 
desselben  bestimmen.     Verschliesst  man  nämlich   den  eingetauchten  Cy- 
linder nach  Beendigung  des  Versuchs  wiederum  unter  der  Flüssigkeit  mit 
derselben  Glasplatte,  die  man  vorher  benutzt  hat,  hebt  den  Cylinder  aus 
dem  grossen  Gefäss  und  kehrt  ihn  um,  so  lässt  sich  unter  Anwendung 
einiger  Vorsicht  die  Gewichtszunahme  annähernd  durch  Wägung  finden. 
Immerhin  werden  indess  nach  dieser  Methode  angestellte  Beobachtungen 
keinen  Anspruch  auf  grosse  Genauigkeit  machen  können ,  wovon  ich  mich 
selbst  durch  mehrfache  Versuche  überzeugt  habe.     Das  Charakteristische 
des  jetzigen  Diffusionsstromes  besteht  darin ,  dass  die  unterste  Schicht  im 
Cylinder  von  einer  Salzlösung  berührt  wird ,  deren  Concentration  nahezu 
eonstant,  nämlich  gleich  der  anfänglichen  ist.     Denn  an  die  Stelle  der 
Schicht  Salzlösung,  die  unmittelbar  an  die  Flüssigkeit  im  Cylinder  grenzt, 
tritt,  nachdem  dieselbe  ihren  Salzgehalt  zum  Theil  an  das  Wasser  im  Cy- 
linder abgegeben  hat,  sofort  wieder  eine  neue  mit  vollem  Salzgehalt,  wäh- 
rend sie  selbst,  da  sie  leichter  geworden  ist,  in  dem  Gefäss  nach  oben 
•teigt  In  dem  eingetauchten  Cylinder  werden  sich  nach  einander  folgende 
Diffiuionsreihen  bilden : 


1. 

i,     0, 

2. 

1.    i.    0. 

8. 

I.     |>     i.     0, 

4. 

U.  iV.  "Ä^.  iV.     0, 

&. 

11.  i}>  /s.  t\>  l'f.    0. 

6. 

H>  II.  *l.  Ä.  Ä.  »V.  0 

Man  erkennt  auf  der  Stelle,  dass  das  rte  Glied  der  (2ra)ten  Reibe 
=  1  —  1  (2/i)„  +  (2«)^,  +  (2 w)^,  +  . . .  +  (2;0i^4t1  2** 
^^1^  mnss,  und  da  wiederum 

2^ 
™^  Unendliche  n  und  r  als  ein  Differential  von  der  Form 


2  «* 

e  ~  2är  d X 


j/2atn 

*'^h  darstellen  lässt,  so  wird  bei  anrängliclier  Conc(Mitration  U  sich  ohne 
^^iteres  ergeben: 
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•  .^^.^*^fc^^^^  ^-^ 


■fr' 


X 

10) 


0 
als  die  Gleichung  des  dritten  Diffusionnstroines  üheieinstiniiuend  n 
chuu^  14)  nieiuer  früheren  Abhandlung. 
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XXVm  XTeber  die  Transformation  von  Beihen  in  Kettenbrüo 
IIerh.  Hamkel. 

Mittelst  eines  eleganten,  von  Jacobi  herrührenden  Prin< 
Heine  die  Transformation  einer  nach  aufsteigenden  Potenzen  e; 
riabelen  geordneten  Reihe  in  einen  Ketteubruch,  dessen  Partialzäl 
Variabele  linear  enthalten,  dessen  Partialnenner  Constnnten  si 
eine  rationelle  Weise  ausgeführt.  Es  verdient  vielleicht  bemerkt 
den,  dass  sich  dasselbe  Princip  nicht  minder  fruchtbar  erweist, 
sich  um  die  Transformation  einer  nach  absteigenden  Potenzen  ei 
riabelen  fortschreitenden  Heihe  in  einen  Kettenbruch  handelt, 
Partialzähler  Constanten,  dessen  Partialnenner  lineare  Function! 
Variabelen  sind. 

In  der  That ,  sei 

in  einen  Kettenbruch: 

^_, \ j 

g?o       ^1^  +  ^ -,7-74-7; —  ^ 


zu  transformiren  und  bezeichne  Pn'9n  den  wten  Näherungswert 
Ketteubruches,  so  überzeugt  man  sich  leicht,  dass /»m+i  und  ^n  i 
ganze  Functionen  von  wten  Grade  in  x  sind,  also: 

I)  ^/n  =  cj^^  +  c:-Kv  +  .  .  .  +  /^„'"^a". 

Man  weiss,  dass: 

^\       Pn  1,1 


9  9n         9n*]H^\         '/'"*■'(//.+ 

ist,  woraus  man: 


-    +... 


2) 


Vn Pn  = h  Vit  l h  •      •  ) 
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<»l^^^»^S^^^^W*^^M'^^^^^K^^^^^^^»^i* 


'  ^  *"N^".^-^'.^".  "^    ^  -/■   ^  ^    ^  ^■\i'*S^>,'-->%^*.^^    ^.      .-    • 


findet;  die  linke  Seite  hiervon  ist: 

(r.(-)  +  c,<-)a:  +  . . .  +  c„<->*»)  (^J  +  ^  +  . .  .j  _  j„„. 
Die  rechte   kann  nach   absteigenden  Potenzen  von  x  entwickelt  werden 
und  fängt,  da  q^^x  von  (w  +  l)ten  Grade  ist,  mit an.     Es  verschwin- 

den  somit  auf  der  linken  Seite  die  Coefficienten  von  j°,  a*,  . .  .a"-*,  die 
lar  Bestimmung  der  Coefficienten  in  pn  hinreichen,  sobald  man  die  Coof- 
fieienten  in  qn  gefunden  hat,  die  sich  durch  das  Verschwinden  der  Coef- 
ficienten von  —  I  "i,...-z  bis  auf  einen  constanten  Factor  bestimmen. 
Man  erhält  nämlich  durch  diese  Bemerkung  die  n  homogenen  Gleichungen : 


3) 


Co^"^  *l        +  ^/"^  *t  +  .  .  .  +  ^'-^"^  *•«+!   -=  0, 


Man  findet  dalier  sehr  leicht,  wenn  man: 


r„^«>  ---^ 


w« 


B. 


-^n-\ 


letxt: 


Hn 


o« 


^n—\  •  •  •  *2ii     1 


•    •    •     0| 


*«— 1  •  •  •  *2ii—  t 
1  .  .  .  .T" 

^^  Wn  ZU  linden,  nehmen   wir  auf  die  beiderseitigen  Coefficienten   von 

1 
^^;;^  in  der  obigen  Gleichung  2)  Rücksicht,  wodth'ch  man  erhält: 


^) 


Co^"^*«  +  c/^^^H-i  •  •  •  +  ^1^^"^«^  — 


Cn4-\ 


(«4-1) 


^i^d  hieraus  durch  Zusammenstellung  mit  3) : 

5)  i  '       <J0n»„4.|  =r=  1, 

*^«  welcher  Gleichung  mnn  €3«  bestimmen  kann,  sobald  ^j  durch  ein 
^^«"©ctes  Verfahren  gefunden  ist. 

Man  gelangt  auf  Grund  dieser  Betrachtungen  mit  überraschender 
Kürze  zur  directen  Bestimmung  der  Stürmischen  Function  in  der  ele- 
K^iiten  Form,  wie  sie  Joachimsthal  gegeben  hat. 

Nimmt  man  nämlich  für  9  eine  ganze  Function  von  x  mten  Grades 
•^=(0:  —  ai)...(a:  —  er«,),  für  qp,  den  DiflFerentialquotienten  dieser  Func- 
^^Qi  80    werden  5„,  5, , .  .  .   die  Potenzsummen  der  Wurzeln  dieser  Glei- 
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clinngen  nnmittelbar  darstellen.     Entwickelt  mau  nun  ^  in  einen  Ketten- 
brach  mittelst  des  Gleichungssystems: 

gv  jq>x  —  (pt^  +  ^)  fpt  —  q>%, 


•     •     • 


80  sind  9>t,  9>st  •  •  •  <Pot  die  Functionen,  die  von  Sturm  zur  Bestimmung 
der  Anzahl  reeller  Wurzeln  von  9=0  zwischen  gegebenen  Grenzen  be- 
nutzt worden  sind.  Um  diese  durch  die  Potenzsummen  der  Wurzeln  dar- 
zustellen ,  bemerken  wir ,  dass  nach  einem  bekannten  Satze  von  E  u  1  e  r : 

ist;   auf  der  rechten  Seite  fängt  die  Entwickelung  erst  mit an  und 


geht  nach  absteigenden  Potenzen  fort  und  zwar  hat  man : 


^»+1 


00 


m  4  1 

Setzt  man  zur  Abkürzung: 


0t  = 


+  ...+ 


am' 


X »1  X — Oot 

WO  nun  Ck  eine  symmetrische  Function  der  Wurzeln  «!,..•  ttm  ist ,  also 
rational  in  x  und  die  Coefficienten  in  tp  ausgedrückt  werden  kann,  ao 
findet  man :         ^  »»4.1  ,  .       .      .  ,  .  .      /  » 

Mit  dem  Systeme  2)  vereinigt,  folgt  hieraus: 


V 


a" 


s, 


0  •  •  •  *«— 1    ^n 


5j  •  •  •  5,1 


<fM4-t 


Diese   Determinante    iHsst    sich   leicht  in   eine    orthosym metrische^) 
transfurmiren.     Man  findet  nämlich: 


6q  •  •  •  Ou 

•  • 

•  • 

= 

<y«  •  •  •  <i7M 

'•-i' 


•         •         •         • 


<f2M 


und ,  d&  ök —  =  —  ist: 


^             X 

X   ^     X 

i^fi 

1 

«0- 

.  .  *«— 1   an 

=^= 

•         •         • 

^•» 

•         •         • 

,              I  *  *  * 

0.-        ar 

^2« 

**n. 

.  .  S2m—1  (f'in 
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•odass  man: 


(0 


9>»+i  =  '^  9> 


<fn  •  >  •   <ft 


tf  n  •  .  •  03« 

erhih  und  dies  ist  das  schöne  Resultat  der  Umformung  des  Sylvester '- 
ichen  Sommenausdruckes  der  Stürmischen  Function  in  eine  orthosym- 
aetrische  Determinante. 

Um   den   Factor   cö»   zu   bestimmen,   gehen   wir   von   dem   Werthe 

ii  =  -iss  -T  aus,  der  sehr  leicht  zu  finden  ist.    Setzen  wir  dann: 


'0 


Sn     •    m    •    8« 


==^»» 


*»  •  •  •  ^2» 

io  finden  wir  aus  der  obigen  Gleichung  5) : 


0>2« 


(S^Sf  . ..  ^2n~2Y 
SqSx  •  •  •  S2m      / 


\SqSx  •  •  •  S2m 

^*s  mit  den  bekannten  Resultaten  übereinstimmt 

Eine  andere  Anwendung  der  obigen  Betrachtungen  lässt  sich  auf  die 
AnflQgiiQg  des  Gleichungssystems  machen: 


fi. 


fl|«i 


+  ftf(tf         +...+öi»<y«         =*l| 


2«i-l 


^lo  schon  von  Lagrange  gegeben  ist.     Es  sind  hierin  5, ,  ^|,  . .  .#2^  ge- 
ir^bene  Grössen ,  a, , . . .  a«,  sowie  ff| , . .  •  0«.  die  unbekannten. 
Wir  gehen  mit  Scheibner**)  von  der  Gleichung: 


X  —  o,  a: — am      x        x* 


?f 


*^8  und  entwickeln  die  rechte  Seite  derselben  in  einen  Kettenbruch  von 

^^r  Form  0).     Dann  lässt  sich  g»  aus  dem  System  3)  bis  auf  einen  Factor 

^^immen.     Hat  man  auf  diese  Weise  g^  gefVinden,  so  braucht  man  nur 

'^  Wurzeln  von  ^«,=0  nach  x  zu  ermitteln,  um  die  m Grössen  «1,0,,  ..««, 

^^   erhalten..    Um  die  Grössen  aj,  ^t, . . .  a»,  ebenfalls  zu  finden,  bemerkt 

^*^0,  dass  a„  der  Coefficient  von in  der  Zerlegung  von  —  in  Par- 

^Mbrtiche  ist,  sodass  wir: 


•)  Vergl.  meino  Inaupuraldissertation:  Ueber  eine  besondere  Classe  der  symme- 
^••cheo  Determinanten.    Loipzig,  1801. 

*^)  Siehe*  Sitzungsberichte  der  köuigl.  sächs.  Gesellschaft  der  Wissenschuften 
*^«iÖ,  pag.  65  ff. 
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setzen  können;  da  nnn 

PmQm-i qmPm-\  =  1 

ist,  und  für  ar=0|B,  qm  verscinvindet,  so  ist  Pmqm-i  =  l  und  somit: 

««  =  { -) 

Es  kommt  also  alles  auf  die  Darstellung  von  g^  au.  In  dem  speciell 
Falle : 

Sp,l_k  +  P  +  1 

8p    "^4-p  +  i 

ergiebt  sich  die  Auflösung  des  Gleichungssjstems  3)  mit  Leichtigkeit: 

'^      ~^       '^    ''  1.2      ...  p  (i-f-l)...  (i-f-p)  ' 

80  dass  man : 

qn'=^c,('')F{—n,m  +  n,X  +  l,x) 

hat,  wo  F  die  Oauss'sche  hjpergeometrische  Reihe  bezeichuet.    Es  sii 
nnn  die  o  die  m  Wurzeln  der-  Gleichung : 

Man  hat  für  x  =  an 

q^^i'^c^('^^>F{i  —  m,(i  +  m  —  i,X+l,a„\ 

A-T"  1 

und  es  besteht  zwischen  diesen  beiden  hypergeometrischen  Reihen  und 

F{—m,  ^+m,  A-hl,  cr„)  =  0 
eine  lineare  Relation: 

'       X^Cl  — m,f4  +  m  +  l,  A  +  2,a„), 
so  dass  man  erhält: 

m  f*  +  m — \  —  1  1 

'''' ~  ""  «„"(T^^     /i  +  2m~l      ^7^0*--"^)     -' 
wo 

A+1  1 


^.= 


zu  setzen  ist.  Um  den  Werth  von  c^^"*  c^^"^"^  zu  finden ,  setzen  wir  de 
gegebenen  Werth  von  r^^"^  in  4)  ein  und  erhalten  daraus  mittelst  ein» 
von  J.  P\  Pf  äff  für  die  Summation  einer  speciellen  hypergeometrischc 
Reihe  dritter  Ordnung  gegebenen  Formel : 


s,  (i  — H-^+l)..   (i  — m)        1-2    ..«(»»  +  2«  +  *) 
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Das  acliliAssliche  Resultat  ist  somit : 


0,=  — 


1  .2 


m 


(|[i  — A)..(|ii  — A  +  w  — 1) 


4  « 


«it(l  — ««)  f*(f*  +  l)-.(l«+»»  — l)  (^  +  1)  ..  (A-hm) 

fibereinstimmend  mit  dem  von  Scheibner  a.  a,  0.  gegebenen. 
(Aus  den  Sitzungsberichten  d.  köiiigl.  sächs.  Gesellsch.  d.  W.  15.  MHrz  1862.) 


XXIX.   Integration  partieller  Differentialgleichungen  der  Form: 


1) 


X 


fix"* 


Von  Simon  Spitzer.  —  Schon  einmal  (im  dritten  Bande  dieser  ZcitHchrift 
Seite  114)  haben  wir  Gleichungen  obiger  Form  zum  Gegenstände  der  Inte- 
gration gewühlt;  wir  kommen  nun  wieder  zu  obiger  Gleichung  zurück, 
'fc'eil  CS  uns  gelungen,  das  Integrale  derselben  in  besserer  Form  zu  geben. 

Wir  setzen  nämlich,  um  die  Gleichung  1)  zu  iutegriren: 

2)  z  =  £»«yAa:) 

^nter  o  eine  constante  Zahl  verstanden  und  erhalten  durch  Substitution 
^es  Ausdrucks  2)  in  die  Gleichung  1) 


o*ler  kürzer 

3) 


[<"-"ä-,X^-«V(.r)]r"^  =  0 


-'^-«"^•')-0- 


"ie«e  Gleichung  3)  ist  eine  lineare  Differentialgleichung  wter  Ordnung; 
^■^  selbe  SU  integriren,  ist  es  nothwendig,  einen  Unterschied  zu  machen 
*Wi^chen  geraden  und  ungeraden  Werthen  von  n. 

Sei  erstens  n  ungerade.    In  diesem  Falle  setzen  wir  in  3) 


4) 


dx  2 


^Ut^r  feine  Function  von  x  verstanden,  und  erhalten  sodann,  beiderseits 
Sl^ich  durch  x  ^  dividirend: 


a" 

dx» 

r        »»4-1  " 

L          6'X    '    -l 

—  a' 

dx  '^ 

*^der  anders  geschrieben : 

f)x  ''     ( 

//-l 

fjX    ' 

n     r 

"+1   -1 

•x'^J 

-u"     '^^ü. 
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Ftthren  wir  sodann  in  diese  Oleichang  statt  x  eine  nene  Variable  l 
mittelst  der  Sabstitation 

so  erhalten  wir,  da  nach  Liouville  {Journal  de  Vecole polyiechnique^  l 
cah.  24,  pag.  öl) 


.i 


dx  ^    ^       dx  ^  ' 


?Ü=2--^ 


ist: 


•HM 


[m-^h" 


und  dieser  Gleichung  genügt  man  Air  solche  Werthe  von  ^,  welche  aui 
Gleichung 

hervorgehen.    Aus  6)  folgt  nun : 
oder  kürzer 

woselbst 

^1  •  ^1 1  ^«  •  •  •  •  ^* 

willkürliche  Constante  und 

die  it  Wurzeln  der  Gleichung  E^=sl  sind.  Da  nun  |  s^or  ist,  so  hat 


folglich  ist 


^=1 


A^^)  =  ^"-^V[C,.2A:,«^, 


aar  2    ^ 


und 


4  2=a: 


114-1 
A    ^  2      9=11 


S  [C^e«(y+2A:^f^)j^ 


Da  aber  a  eine  ganz  willkürliche  Zahl  und  die  vorgelegte  Gleic 
linear  ist,  so  genügt  auch  der  Gleichung  1)  eine  Summe  beliebig  v 
solcher  Ausdrücke  mit  immer  anderen  und  anderen  Werthen  von  a; 
mit  anderen  Worten,  es  genügt  der  vorgelegten  Gleichung  1)  für  ungc 
'Werihe  von  n  folgender  Ausdruck : 
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7)  z  =  x^    S  -^^(pQ{y+2kgj/x), 

der  in  entwickelter  Oestalt  die  Form  hat: 

aar« 

woselbst 

Vii  9n  9»  •  •  •  9« 
willkürliche  Functionen  bedeuten. 

Betrachten  wir  nnn  den  Fall ,  wo  n  gerade  ist.    Die  Gleichung  3)  ge- 
stattet in  diesem  Falle  folgende  Schreibweise : 

—  . . .  =  0, 


^Oü^lbMt 


i-3 


^■^»^er  Ar»  =  l   ist,  und  wo  zwischen  den  auf  einander  folgenden  Coeffi- 
^^^»ten 

^^^  Recnrsion  besteht: 

^nn  genügt  nun  der  Gleichung  0)  durch  solche  Werthe  von  /*(^),  welche 
^^r  Gleichung 

10)        xr\!c)  +  (i  -  y)  ri")  -  «•**/(*) = 0 

Entsprechen.   Diese  Gleichung  ist  aber  von  der  zweiten  Ordnung  und  kann 
*     ^nf  folgende  Weise  integrirt  werden: 

Führt  man  für  x  eine  neue  Variable  |  in  Rechnung  ein ,  mittelst  der 
Substitution 
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^^„^^^^•^^  ^.^-^.^^^^^y^^,^,^  ^  <P    -»  ^N^.^^  ^^^^.^^~   **•/••   ^.^^^m,^   ^  ^  m  ^^^^,/^^^\^.^k^^.^^^^ 


so  erhiilt  mun: 

und  setzt  man  hierein 

unter  f  eine  neue  Variable  verstanden,  so  erhält  man: 

5jp  +  («  +  l)||-4a'*'|(;=0, 
welche  Gleichung  nach  Laplace^s  Methode  integrirt: 

-2afc 
liefert.   Es  ist  leicht  einzusehen,  dass  \  auch  so  geschrieben  werden  k 

12)  J=  I  e'^''^''i{l^u*yrdu, 

folglich  ist: 


-1 


ferner 


/•=;»   I  f2aA«6  (!_„«) -7-,/,^^ 


und 


-1 


2 

-1 

Da  fv  eine  ganz  willkürliche  Zahl  und  die  vorgelegte  Gleichung  linea 

so  kann  man  z  auch  so  schreiben: 

4-1 


=  .Ti    f  q>{y  +  2kti}/x){\  —  ?<*)-i    du 


-I 
und  hier  bedeutet  q)  eine  willkürliche  Function. 


XXX.  Notizen  über  einige  bestimmte  Integrale.    Von  Dr.  A.  Ekni 
I.     Für  0<Cp  <^l  hat  man  bekanntlich : 


00 


I  — r~r~^<^"  =  — : •  -T r-- 

J  g  +  nie  2stnpn    ^'""^  ä/> 


0 
Setzt  man  hierin : 

P  =  l  —  2zcosa+z^,     h=zl  —  2zcosß+z^,     u  :=^  lang  rp, 
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so  folgt : 

7C 1  1 

sin  p  n  (I  —  2  c  cos  «  +  -*)* "  '^  (1  — 2  :  cos  ß  -^  z*)P 

_2  /' ('""ö.'^^"':.' 8^. 

J  1  —  Iz  {cos  a  cos^  ^  +  cos  ß  *//!*  t/;)  +  z' 
0 

Es  werde  angenoiniiien,  dass  die  Winkel  «  und  ß  von  einander  verschieden 
sind  und  j3>  er.  Unter  dieser  Voraussetzung  mache  man  im  Integral  der 
Gleichung  1)  die  SuhstitutioiT 

Ax  -.  /*'f*S  « ^OS  CD 

2)  tang^^y ^. 

f     cos  q>  —  cos  ß 

Die  rechte  Seite  der  Gleichung  l)  M-ird  dann: 

/ 

/dff  sin  (p 

{cosa —  cosq)y~i*  (coS(p  —  cosß)P  1  — 2z  coS(p  +  c*' 
a 

^"1"  den  Fall,  dass  —  1  <  t  <  l  ist: 

sin  w  "^^        ,    . 


1  —  2iC0*9  +  z*         „_i 

^^ittelbt  dieser  Entwickelung  und  der  Substitution  2)  nimmt  die  Gleichung 
^)    fblcrende  Form  an: 


\sinpn  (1  —  tzcosa  +  z^y^TP  {}  —2z  cosß  +  z^)^ 
3)       {     .=00  ./ 


=  00  /* 


.¥/;<  n  q> 
« = I  ,       tx    (^05  a  —  cos  (pj^  ~P  {cos  tp  —  cos  ß)^ 

öotjßt  man  hiefin  — z  statt  z,  so  folgt: 

9K  1  1 


sinpn  {i  +  2zcosa  +  z*y-P  {l  +  2zcosß  +  zy 
4)        ^        _^  ß 

"2:'^f-i)"->z'»-»  r '"'"-^ ■ a^r. 

n  =  l  J  {cos  a  —  cos  (fY^P  {cos  (p  —  con  ß)P     ^ 

a 

"^•ueutet  g  eine  positive  Qnantitiit,  kleiner  wie  die  Einheit,  so  giebt  die 
^^^ichung  3): 

JL_   r_    ^!  +  il!_____  ar 

sin pnj  \l'-2z  cos a  +  z'^-P  (1  —  2 i  cosß  +  z*)P 

«-QO     2"        /  sin  n  y 

„-1  n*  —  g^J  {cosa  —  cosipy-^P{coS(p  —  cosß)P 
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r.40s^^^^  ^.^.^,^  ^.y*^.^  ^s^  ^s^^\^^%^>^h^^^^ 


Wegen 

"=^     2«  sinq{n~fp) 

£    -~i ,  stti  nq>  =  n  — ^-r 

fi=:i  fr—g^  Stil  qn 

wird  die  Gleichang  5) 

1 

sin  qn  C  z^  +  zr^ 

smpnj  (1  —  21  cosa  +  z^y-P (i-^2zcosß  +  z^)f 

6)      <  % 

_,   /* 9inq(n—(p) 

t/  (cos  a  —  CO*'  q>)^~'P  (cos  tp — cos ßy 

Auf  ganz  analoge  Weise  folgt  aus  4) 

1 
sin 


inpnj  (1 +22CO*a  +  z«y-P(l  +  2JCO*/3+2*)P    * 
7) 


5111 

0 

ß 


r sin  q  qg 

—    i    T r- — — — 0  m, 

J  (cos  a  —  cos  (py~P  (cos  tp  —  cos  ßy 

In  der  Gleichung  0)  muss  a>0  sein,  während  in  der  Gleic 
a=:0  sein  kann. 

Differentiirt  man  die  Gleichungen  0)  und  7)  nach  q^  setzt  n 
Dififerentiation  ^  =  0,  so  folgt: 

1 
2n      r dz 

sinpnj  (1  — 2z  CO* «+«*)>-'»  (1  —  22  cosß+z^)f 
0 

_  /*: ^— y ^ 

J  (cos  a  —  cos(py-'9  (cos  tp  —  cos  ßy  ^ 

2k      r dt 

inpnJ  (1  +  2«  co«a  +  j*)»-!»  (1  +  2j  co*/»+  j»)i» 
0 

...  / 

t/  (cosa  —  cosq^y^P (cosqt  —  cosßy 


a 

und  durch  Addition: 

1 
2 


smpn 

-1 


dz 

(1  —  2z  C05C  +  z*y-P  (i—2z  cosß+z*y 


__-  / dq>^ 

t/  (cos  a — cos  9>)*'"'  (cos  tp  —  cosdW 


cosß)\ 
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Die  vorstehenden  Gleichungen  lassen  sich  auch  leicht  direct  aus  3) 
iuid4)  ableiten.    Für  />=4)  0  =  ^)  ß^^  7"  ^^^^  ^^^  Gleichung  8)  über  in: 

/*  dz  i     /     ip         dw 

0                                           0 
Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  ist  gleich:  777  ^oy  zz ,  die  rechte  Seite 

lisft  sich  schreiben : 

J«  •  in 

1    /       d        cos  \q>  —  ycosq>  1     /*  cos  Itp +  ycos(p 

0  0 

folglicli: 

;/2  +  l         /;     cosifp+ycosjp 

y2—i    j     cos\fp — ycosfp  ^ 

0 
Differentiirt  man  die  Gleichungen  6)  und  7)  nach  q^  setzt  nach  der 
Differentiation  ^  =  J ,  so  folgt : 

1 

(2«  —  z     i)  log  z 


I^ 


(l  —  2z  cosu  +  z^y-P  (1  —22  cosß  +  2*)'' 
0 


dz 


=  smp7t .    I ^^    ,,  '    . — ^^ , 

c/  (cos  a  —  cos  (py"^  {cos  tp  —  cos  ßy 


Jjl  +  2zc 


{z^  —  z    i)iogz  ^^ 


2zcos(x  +  zy-P  (1  +  2zcosß  +  z\ 
U  ' 

ß 

e/    (<?05  « CO*  (py''P  (cos  (p COS  ß)P 

a 
Füro=:=0,/3=  — ,  />  =  i  giebt  die  letzte  Gleichung: 

0  0 

<^er  wenn  man  rechts  /oy  —  ==:  m  setzt  und  links  partiell  integrirt : 

OD  4« 

0  0 

^Uehrin  /:  Mnthrmntik  u.  PJiynik.  Vll,  &.^  *>A 
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Bei  9^1,  dann  ist : 

J  ^  ^  $%nq7t  1.2...W 

0 

Mittelst  dieser  Gleichung  folgt  ans  3) : 


1 
9inqn  C 2^(1  — t)-g 

sinpnj  (1  —  2zcosa  +  T^f-P  (l—2zcosp  +  z^)P 
0 

=    I *-i ; TT—  1 Q  Stil  (D  +  stn  2<p 

J  {cos a— cos (py-P  {cos SP  —  cosfff  K^       ^  '       1.2 

1.2.3  ^  ^^         > 

1    / itw^g(yg^-y) 3y 

2V  (coitt — co*y)*-*  (co59 — cosßy  (sm\qi)^* 
a 

Auf  ähnliche  Weise  erhält  man  aus  4) : 

l 

sin  qn   r  2f(l  — ;r)-» 


sin  qn  r 
sin  p  nj  (1  + 


sinp nJ  (\+1zcosa  +  2»)^~1»  (1  +  2«  co« /J  +  2«)>» 
0 


I» 


1    /*  Wit^^g)  3^9 

2  *e/  (<?o«  « — ^0«  9>)*~^  (co#  ^  —  cos  ßy  {cos  4  v)  '  * 
a 

Setzt  man  in  der  Gleichung  4)  t^=e^^,  multiplicirt  diese  Gleicbi 
auf  beiden  Seiten  mit  e^"  cos  au  du  und  integrirt  nach  u  zwischen 
Grenzen  0  und  oo,  so  folgt: 

00 

1        /*  e~^  cos  au  du 

inpnj  (l  +  22-«  cosa  +  e-»«*y-F  (1  -|-  2z-«  cosß  +  e-*") 


st/i 

0 


sin  nw  . 

__ ^m 

cos  9>)*"^  (co*  9  —  cos  ßy 


ß 
1  r e'"^  —  e-''^ 

g«Ä  —  c""**,/  {cosa  —  cos qiy-P  {cos tp  —  cosß)f 

Statt  der  vorstehenden  Gleichung  lassen  sich  ohne  Schwierigkeit 
gemeinere  Relationen    zwischen    bestimmten  Integralen    aufstellen, 
denen  die  bemerkte  Gleichung  ein  besonderer  Fall  ist,  die  indessen  we 
ihrer  Complication  hier  nicht  weiter  ausgeführt  werden  sollen. 
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n.    Ist  II  eine  beliebige  reelle  Quantität  and  0  ^  «  <  1 ,  so  hat  man 
belcanntlicb : 

^»-«-2C527K2+<5-2«»)        fl«+2«^„=l^       ^     }t^  +  (ji+z)t^u*+^n—zy( 
Oiixch  Addition  und  Subtraction  dieser  Gleichungen  erhält  man : 

n  1  — g-^*» 

, T  l—2e-'"  cos  nz  +  e-^"' 

/  1  II  «ssQO   I  tl  tl  ) 

~t?+?"'"   «fl    '  tt»+  (2«  +  2)«  "^  tl«+  (2«  +  2)«  J  ' 
1  — g-««« 


^.  ,2   l  +  2e~'*'^  cos  nz  +  e^^"* 


«ST  00 


~  H  =  i  '  «•+.(2«-  1  +  z)*  "^  ii«  +  (2n  — 1-2)«  r 

tl  2 

Setz^  man  in  die  Gleichung  2)  — «  ~  <^^&tt  t/ ,  2 ,  so  geht  dieselbe  über  in : 


1  -  e    »«-i 


fl=(X> 


«=1   *ti«+[(2w-l)2-  +  zj«^ti»  +  [(2w— 1)2-  — 2]«»' 
ILegt  man  m  alle  positiven,  ganzzahligen  Werthe  bei,  so  durchläuft 
P"      ^0^»  ftir  n=l ,  2, 3  . . .,  alle  geraden  Zahlen;  aus  der  vorstehenden 
6'eichmig  folgt  also : 


n  ■•=«^    l i  —  e    ^'-' 

2-    €%m  un  IT« 

l  +  2e    2«  C05 1-  g    ^■"'' 

2"* 

»=<»  i  tl  tl  I 

^  nfl  ^ti«  +  (2«  +  2)«'*"ti«+(2ii— 2)«f' 
l>ieao  Gleichung  von  1)  abgezogen  giebt : 


uw 


^ l^e-a««  ü"*^J_ 1— g    ^""* 

l+2g    2»  CO*  — +  e    25=1 

2M 

tl 


i 


u*+z* 


oder  ^  «^     « 


^eno  man  — ,  —  statt  u^  z  setzt  und  links 
wWahirt: 


'IV 
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"«^-^     ^  i^^^^  ^^^^V*^tfvJvH 


u  m 

«  ^  e    ^  COS \-  e    ^""^ 


-2i«      •         ^.  o«i 


3)      <  1+2^    '■ro*-+«     2« 

2r 


u 


Der  Term  unter  dem  Summenzeichen  auf  der  linken  Seite  kann  dj 

Potenzen  von  e~^**  entwickelt  werden,  wenn  «  =  —  gesetzt  wird,  ; 

dürfen  gleiche  Potenzen  Ton  «""  nicht  mit  einander  vereinigt  werden, 
der  Ausdruck : 

f(e"""*  cos  iz  —  «-'*•*  fo*2e2  +  ^~'^"  CO.«  3iz  . . .) 
Null  zur  Grenze  hat  für  e  =  0,  aber  nur  dann,  wenn  in  der  eingeklamm 
ten  Reihe  die  positivon  Terme  nicht  von  den  negativen  getrennt  werd 
Mittelst  der  Gleichung  3)  findet  man ,  wegen 

00  00 


/!/  cos M  ,  /  M  COS  ZU  ^ 

I    iV    .^w=    f      ^     -,     Ott 


/ 


*ucoszu^         ^z?^ncosnz  .    ^,        _   ^       n 


0  0 

oo 

^/ai/=    £    'lf;^  +  2;(-l)->       "^.coslnz 
0 

+  £{- 1)->  -,-^  -,  coslnz  +  2:(~- 1)"-» ^^^^  ros^HZ 

+  ... 
Multiplicirt  man  diese  Gleichung  auf  beiden  Seiten  mit 

Ö2 


2»  +  a« 

und  iutegrirt  nach  z  zwischen  den  Grenzen  0  und  oo,  so  folgt: 

i+w'  «=i   w'  +  i  '^      'i'  +  a' 


0 


+  £i-l)n-^ -.;^--e-i"  +  .  .  . 


Setzt  man  in  3)  z=a,  multiplicirt  auf  beiden  Seiten  mit  e~'''du  a 
integrirt  nach  u  zwischen  den  Grenzen  0  und  oo ,  so  erhält  man  für  ( 
vorhergehende  Integral  folgende  Entwickelung: 

00  OD 

0 


f^^  eu  -^  /'^  Su  ="T  ^21^  +  zi- 1).-'  ^-- 
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^^>w<^#^^^Nr^^^  ^  ^.^^^«^^ . 


'^-^i^*^^^^^ .  "x  ■  ■^•-r».^  .  -'-  ■-.•  ^x     -■*-^*-- 


^i**yN^^  -''  -^  ^-^j 
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Dia  Gleichung  3)  giebt  für  z  :^  0 


oder  i  +  II  statt  u  gesetzt : 


e'^  +  l  et«  +  i 


+  ... 


5)    ■ 


1     _       ]  1 


+  ... 


e«    +1 


Sibstitairt  man  diesen  Werth  von 


1 


l  +  u 


in  das  Integral : 


QO 


/ 


u 


«— 1 


l-h« 


a«=  /i(t— 1)  /7(-i)  =  r(2)i'U— ^), 


0 


•0  folgt  nach  einfacher  Reduction: 

Vnitiplicirt  man  auf  beiden  Seiten  mit  — dz  und  integrirt  nach  z  zwischen 
den  Grenzen  — x  und  0,  so  folgt: 


+  z)dz  —  2 


91  —  {  e 


log  n     ;r 


»  0 


%  j 


+  ... 


1^8  Quantität  x  wird  kleiner  wie  die  Einheit  vorausgesetzt.    Setzt  mau  iu 
*)  »+II  statt  u,  so  folgt: 


_L__   .1-4.-        ^        + 


2 


+  1 


Mittelst  dieser  Gleichung  und  4)  lassen  sich  die  Integrale : 


00 


00 


30 


00 


/e    '"  ^          r  6    **   r,  ismzu  r  stnu 

— — du^:^  I  du,     I  — . —  9t/=  I  — : — du, 
1  +  M                J    Z-^U  '    J    1  +  W  J    Z+U  ' 

0  0  0  0 


00 


00 


/cos  ZU  ^  r cosu   _ 

—' — 5m=  I  --T—  du, 
1  +  M  J   z-Y  u 

0  0 

•*f  doppelte  Weise  entwickeln.    So  z.  B.  findet  man : 
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/ 


00 

8tn  z  u 


*  =  ^    2^~* 


•ULLI  ^,^  _  2;  ^-:^ h  £(—  n«-i  ^5f_A^ 


w'+2 


XXXL  lieber  die  elliptiiolie  Kegelfläche.  Von  Dr.  A.  Enmeper.  — 
Es  seien  im  Baume  zwei  Ellipsen  gegeben,  den  Dnrchschnitt  ihrer  Ehencn 
nehme  man  znr  Achse  der  a:,  die  Achse  der  y  nnd  z  mögen  in  den  Ebenen 
der  Ellipsen  liegen  und  senkrecht  auf  der  x  -  Achse  stehen ,  so  dass  jede 
der  Curven  in  ihrer  Ebene  auf  ein  orthogonales  System  bezogen  ist.  Die 
Gleichungen  der  beiden  Ellipsen  seien : 

1)  aa^  +  ay*  +  2bxy  +  2cx  +  2cy+e=:^0j     «  =  0, 

2)  ax^+az*  +  2ßxz  +  2yx+2yz+tz=:0,     y  =  0, 
Ist  (j?i ,  ^i)  der  Mittelpunkt  der  Ellipse  1) ,  so  hat  man : 


bc  — ac 


bc — ac 
^'  —  aa'—h*- 


aa  —  0* 

Legt  man  durch  den  Mittelpunkt  der  Ellipse  l)  einen  Diameter  parallel 
der  j?- Achse,  bezeichnet  durch  d  seine  halbe  Länge,  so  hat  man  fUr  d  die 
Gleichung : 


a     aa  — 6* 


wo 


3) 


a     b      c 
b     a      c 
c     c      e 
Für  den  Inhalt  f  der  Ellipse  hat  man  die  Gleichung 


r=7^ 


wo  n  wie  gewöhnlich  das  Verhältniss  des  Diameters  zur  Peripherie  einet 
Kreises  bezeichnet.  Für  die  Ellipse  2)  sollen  d,  q  und  <p  analoge  Bedeu- 
tungen haben,  wie  rf,  r  und  /Tür  die  Curve  1).    Es  ist  dann: 


d«  =  -^ 


r,i     9*"»* 


4) 


a   ao  — /?«'     ^        "    {aa-ß^ 
a      ß^     Y 
—  Q=ß     «'     / 


Kleinere  Mittheilangen. 
km  den  obigen  Oleichangen  leitet  man  leicht  die  folgende  ab : 
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5) 


Ninmt  man  die  Ellipte  1)  zar  Direetrix  einer  Kegelfläche ,  deren  Spitze 
in  Punkt  («,  p,  w)  liegt,  so  schneidet  diese  Kegelfläche  die  Ebene  der  (x,  z) 
tD  der  Carve : 

aa!^  +  2cx  +  e+  {at^  +  2buv  +  av^+2cu  +  2cv  +  e)-j^ 

—  2{au  +  bv  +  c) 2{cu  +  cv  +  e)^  =  0. 

w  w 

Soll  diese  Carve  mit  der  Ellipse  2)  identisch  sein ,  so  hat  man  folgende 

Gleichongen,  in  denen  k  eine  Unbestimmte  bedeutet: 

6)  aii  +  6r  +  c  =  —  IßfVj     cu  +  cv  +  e  =  —  il/w, 

Bildet  man  das  Prodnet 


rv 


w  folgt 


a 

b 

c 

1 

0 

0 

b 

a 

c 

U 

V 

1 

c 

c 

€ 

0 

0 

1 

—  rp  = 


a  b  c 

au  +bv  +  c  dti  +  a'y+c'  cu  +  cv-i-e 


c  c 

Die^ie  Gleichung  mit 

10  0 
u  V  l 
0     0     1 

niiltiplieirt,  giebt,  wegen  der  Gleichungen  6): 

la      —Ißw 


h 


—  Xßw         Xaw^    — Xyw 
ly      — X'yw  If 

d.  L  nach  4) : 

rv*sss  X*(f  -iw*. 

I^^te  Gleichung  giebt  wegen  a=^ka^  refv*s=z  Qo^ti^,     Eliminirt  man  ~ 

9 
Kwiaehen  dieser  Gleichung  und  5) ,  so  folgt : 

('_7=(|Y  ^„  "-J^^. 

\vq>/       \o/  v.tp      d' 

Die  Coordinaten  w^  v  sind  den  Perpendikeln  proportional  gefällt  vom 
^Qnkte  (ti,  Vy  w)  aus  auf  die  Ebenen  {x^y)  und  (ar,  <).    Hieraus  folgt: 

Nimmt  man  die  Schnittcurven  zweier  Ebenen  E  und  E'  mit  einer 
elliptischen  Kegelfläche  als  Basen  zweier  Cylinder,  deren  Höhen  die 
Entfernungen  ihrer  Basen  von  der  Spitze  des  Kegels  sind,  so  ver- 
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halten  sich  diese  Cjlinder  ihrem  Inhalte  nach  wie  die  Cahen  der  IZ 

meter  ihrer  Basen ,  welche  dem  DurchRchnitt  der  Ebenen  E  uncL 

parallel  sind. 

Für  den  Fall,  dass  die  Ebenen  E  nnd  E'  parallel  sind,  geht  das  ^ 

stehende  Verhftltniss  der  Diameter  über  in  das  Verbftltniss  zweier  belic 

parallelen  Diameter  der  Basen.    Nimmt  man  drei  Ebenen  £,  E\  E'\ 

erhHlt   man   ein  Verhältniss    zwischen  den  Diametern  der  Schnittcur^^ 

welche  den  Durchschnitten  der  Ebenen  E^  E\  E"  parallel  sind. 

In  den  Gleichungen  1)  nnd  2)  ist  der  Anfangspunkt  der  Coorditifi 
nicht  fixirt.  Die  Gleichungen  der  Polaren  für  diesen  Punkt  in  Bezieli 
anf  die  Cnryen  1)  und  2)  sind  i 

ca:  +  c'y  +  ^  =  0,     «==0; 
ya:  +  /z  +  €  =  0,     y  =  0. 

Diese  Geraden  treffen  die  x- Achse  in  demselben  Pnnkte  a;  = — 
= ,  hieraus  folgt : 

y 

Sollen  zwei  Kegelschnitte  derselben  Kegelfläche  angehören, 
müssen  die  Polaren  für  einen  beliebigen  Punkt  der  Schnittlinie  i1 
Ebenen  diese  Linie  in  ein  und  demselben  Punkte  treffen. 
Der  Pol  der  a:- Achse  und  der  Mittelpunkt  der  Cnrve  l)  liegen 
der   Geraden  aa:  +  6y  +  r  =  0,    die    beiden   entsprechenden  Punkte 
Curve  2)   liegen   auf  der  Geraden  ax  +  ßz  +  b  =  0.    Nach  6)  schnei 
diese  Geraden  die  x- Achse  in  demselben  Punkte.    Hieraus  folgt: 

Gehören  zwei  Kegelschnitte  derselben  Kegelfläche  an ,  so  lie 
ihre  Mittelpunkte  und  die  Pole  der  Schnittlinie  ihrer  Ebenen  in  e; 
Ebene. 

Anmerkung.  Für  die  elHptifK'he  Cvlinderfläelie  findet  man  leicht,  dasfl 
Diameter  sweicr  Ellipsen,  welche  der  Schnittlinie  ihrer  Ebenen  parallel  sind,  g\ 
sind,  wenn  die  Ellipsen  derselben  CylinderflJiche  angehören. 


00 


.♦:♦:<  I 


/  1  —  cos  *^  X 

lieber  das  bestimmte  Integral    /  ,        ^.r.    Von 

0 
J.  Stefan.    —  Ich  betrachte  nur  den  Fall  eines  ganzen  positiven  m, 
m  eine  gerade  Zahl,  also  m  =  2/t,  so  benutze  ich  die  Formel 

2^"""^  ro«^"a?  =  co5  2/i«+  (   t]  cos  (2n  —  2).r  +  f  ^  )  cos  {2n  — 4)  x  -f- 

+  („Ü,)co.2a.  +  4('';'). 
Setzt  man  darin  a:=2  0,  so  folgt: 
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Svbtrabirt  man  ron  dieser  Gleichung  die  vorhergehende,  mnltiplicirt  dann 

dx 

mit  -p  and  integrirt  von  0  bis  oo,  so  folgt: 


0  0 

—  COS  2  X 


(.'-.)/- 


dx. 


Xon  findet  man  leicht 

00  00 

/*!  —  cosax  .  Csinax  .  «»i 

1)  I   z dx=^a  I  -  dx=^  — 

0  0 

und  diese  Formel  anf  die  in  der  yoranstehenden  Gleichung  enthaltenen  In- 
tegrale anwendend  erhHit  man 

+C-.)^]- 

Bezeichnet  man  die  Summe-  der  in  den  Klammern  befindlichen  Reihe  mit 
^'sk,  so  ist 

0 
^^^r  den  Fall  eines  ungeraden  m  setze  ich  m  =  2;i  —  1  und  benutze  die 
^'onnel 

2*»-'co**»-^a:  =  co5(2n  — l)a:  +  f   '*["   j  co»(2«— S)a:  +  . .  . 

/2n  — 1\ 

oetxt  man  darin  a:  =  0,  so  folgt: 

'— ='+Ct')+Cv')+-+C.-,')- 

^nbtrahirt  man  von  dieser  Gleichung  die  voranstehende ,  multiplicirt  wie- 

I  dx 

"Cr  mit  —  und  integrirt  von  0  bis  oo,   so  erhält  man,  die  Formel  1)  an- 
wendend, 

.      *   /*1  —  roÄ^"~*a:  .  n,  P  {in  — 1\ 


0 


e:-.')]- 
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Bezeichnet  man  die  Samme  der  in  den  Klammem  befindlichen  Reih< 
Ssm^Ii  80  ist 

0 
Es  handelt  sich  noch  darum,  die  beiden  Summen  ^S 211  und  ^211—1  ^^ 
werthen.  Eine  Relation  zwischen  den  beiden  lässt  sich  auf  folgende  T^ 
gewinnen.    Aus  der  bekannten  Gleichung 

folgen : 

Co")=Cv') 
C.")=Ct')+Ct') 

(V)=C"rVCT') 


/  2w    \_/2n  — l\_/2n  — 1\ 
{n  —  iJ  —  \n--2)  —  \n—i)' 

Multiplicirt  man  diese  Gleichungen  der  Reihe  nach  mit  2/i,  2/i  —  2, .  .. 

und  vereinigt  die  Prodncte  durch  Addition,  so  ist  die  resultirende  Gleicl 

4)  S2»  =  252„-i. 

Aus  dieser  Relation  folgt  das  merkwürdige  Resultat 


00  00 


J  ^ ^^=J  i^— ^^ 


0 


oder 


00 

5)  J  -, da:  =  0. 

0 


Um  die  Werthe  der  beiden  Summen  zu  finden ,  setze  ich 

(Y)  p»-u, =f;)  (.»-*)-  f;) » = [n .)  (' + »  -  C* ) 

Daraus  folgen  die  Gleichungen: 

(V),.,_„=(-),-(T). 
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Vereinigt  man  diese  Gleichungen  dnrch  Addition ,  so  folgt : 

ond  sopiit  das  Endergebniss 


♦  ♦^11 


lieber  die  Vereinigongsweite  der  von  einem  Hohlspiegel 
reflectirten  Strahlen.  Von  Dr.  J.  Stefan.  —  In  den  Lehrbüchern  der 
Pli.j8ik  wird  gewöhnlich  nur  eine  Nähernngsformel  für  die  Vereinigungs- 
'vv'eite  der  von  einem  Hohlspiegel  reflectirten  Strahlen  abgleitet  und  zwar 
so  ,  dass  man  sich  schon  während  der  Ableitung  Vernachlässigungen  er- 
l^.iabty  welche  die  an  die  strengen  Methoden  der  Geometrie  gewöhnten 
^ohüler  wenig  befriedigen.  Deshalb  theile  ich  hier  die  folgende  sehr  ein- 
^^che  Ableitung  der  strengen  Formel  mit. 

Sei  PQ  (s.  Fig.  1,  Taf.  II)  der  Durchschnitt  eines  sphärischen  Concay- 
^piegels,  0  der  Krümmnngsmittelpunkt,  SM  die  Bicbtung  des  einfallenden, 
^  B  die  Richtung  des  reflectirten  Strahls ,  so  handelt  es  sich  darum ,  die 
I-«mge  von  B  gegen  A  oder  0  zu  ermitteln. 

Verlängert  man  MO  bis  0\  so  dass  SO  =  SO'  wird,  so  sind  die  beiden 
I^reiecke  MSCf  und  MBO  ähnlich  und  man  hat 

OB\OM  —  SO'xffM. 
Setzt  man  SO^=d,  OB=:ö,  OM=^r  und  den  Winkel  ü/0^  =  9, 
^c  ist 

0'M=OM  +  00'=r  +  2dco8q> 
Und  aus  obiger  Proportion 

rd 


r  +  2dcos(p^ 
Voraus  man  fp  =  0  setzend  die  bekannte  Näherungsformel  erhält. 

Eine  ähnliche  Construction  lässt  sich  auch  beim  Convexspiegel  zur 
Ableitung  der  Formel  für  die  Bildweite  verwenden,  man  hat  daselbst  den 
Sadius  zum  Einfallspunkte  nur  ttber  diesen  und  nicht  über  den  Krüm« 
mungsmittelpunkt  hinaus  zu  verlängern. 


XZXI7.  TTeber  die  Eormeln  fftr  barometrische  HOhenmessnngen. 
Von  C.  M.  GüLDBERG,  Lehrer  an  der  königlichen  Militärakademie  in 
Christiania.  —  Herr  G.  S.  Ohm  hat  in  seinem  Werke:  „Grundzüge  der 
Phjsik'*  und  auch  in  den  „Astronomischen  Nachrichten**  eine  Formel  für 
Baronetermessungen  gegeben,  die  von  der  gewöhnlichen.  L«k^l%i^^*  vsJql^sql 
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Formel  verschieden  ist.  Im  dritten  Hefte  der  vorliegenden  Zeitschrift  hat 
Professor  Kogg  dieselbe  Formel  aufgenommen  und  als  die  genauere  be- 
trachtet. Dieses  ist  aber  nicht  der  Fall,  und  wie  ich  im  Folgenden  zeigen 
werde,  ist  die  alte  Laplace\sche  Formel  die  richtige.  Bemerkt  man^  dass 
die  Formel  für  Barometermessungen  von  einer  Differentialgleichung 
abgeleitet  ist,  die  die  Oleichgewichtsbedingungen  der  Atmosphäre  aus- 
drückt, so  sieht  man  ein,  dass  es  ganz  gleichgiltig  ist,  welches  Element 
man  betrachtet,  um  diese  Gleichung  darzustellen,  wenn  man  nur  auf  alle 
wirkenden  Kräfte  Rücksicht  nimmt. 

Laplace  hat  ein  Cylinderelement  betrachtet;  zwar  hat  er  die 
Schwerkräfte  als  parallele  angesehen ,  dies  ist  aber  ohne  Einfluss  auf  das 
Endresultat,  wie  es  leicht  zu  zeigen  ist.  Ohm  hat  ein  Kegelelement  be- 
trachtet, hat  aber  die  Seitendrucke,  die  bei  einem  solchen  Element  in  Be- 
tracht kommen  müssen,  vernachlässigt. 

An  der  Erdoberfläche  in  einem  beliebigen  Punkte  M^^  (Fig.  2,  Taf.  II), 
dessen  Breitegrad  =  A  ist,  denkt  man  sich  eine  Verticale  OMq  gelegen  und 
auf  dieser  Verticalen  hat  mt^n  in  zwei  Punkte  3f,  und  M^  die  Barometer- 
höhen gemessen.  Die  Temperatur  der  Luft  in  Mi  und  /^^  sei  t^  und  /,*  I^^r 
mittlere  Erdradius  sei  R]  die  Intensität  der  Schwere  in  M^  sei  g  =  g^ 
(1  —  ßco8  2h)j  wo  </o  ^i^'  Intensität  der  Schwere  bei  45*  Breite  ist  und  ß 
eine  constante  Grösse  =0,002588. 

Nun  denkt  man  sich  statt  der  Erde  eine  Kugel,  deren  Radius  =  R 
ist;  diese  Kugel  sei  von  einem  Gas  umgeben,  dessen  Temperatur  überall 

constant  ist  =  /  =- -:  endlich  sei  die  Intensität  der  Schwere  an  dieser 

2 

Kugol  überall  dieselbe  =g::=gQ  (l  --ß  cos  2h)  und  nach  dem  Mittelpunkte 

dieser  Kugel  gerichtet. 

Ich  erlaube  mir  hier  die  Bemerkung  zu  machen,  dass  man  in  den 
Lehrbüchern  nicht  ausdrücklich  auf  die  Nothwendigkeit  aufmerksam  ge- 
macht  wird,  dass  auf  dieser  idealen  Kugel  die  Intensität  der  Schwere 
überall  gleich  ist  und  zwar  =(/o(l — ßiCos2h).  Man  kann  nämlich  nicht 
annehmen ,  dass  auf  dieser  Kugel  die  Intensität  der  Schwere  veränderlich 
ist  und  dem  Gesetze  ^  =  ^^,(1 — ß cos 2h)  folgt,  wo  h  den  Breitograd  an 
dieser  Kugel  bedeutet. 

Denn  in  diesem  Falle  könnten  die  Schwerkräfte  nicht  parallel ,  auch 
nicht  nach  dem  Mittelpunkte  der  Kugel  gerichtet  sein.  Die  Einführung 
der  Veränderlichkeit  der  Intensität  der  Schwere  in  die  Barometerformel 
beruht  also  auf  einem  falschen  Princip.  Man  berücksichtigt,  dass  die  Cen- 
trifugalkraft  und  die  ellipsoidische  Form  der  Erde  die  Intensität  der 
Schwere  verändert,  aber  nicht,  dass  die  Richtung  der  Schwere  auch 
verändert  wird.  Wenn  man  nur  die  Centrifugalkraft  berücksichtigt  und 
%lso  eine  Kugel  betrachtet,  die  um  eine  feste  Achse  rotirt,  ist  es  leicht, 
0  wahre  6ri6Jc/)gewiclitsbedingung  aufinsteUen^  und  man  findet,  wenn  p 
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#f  ti  ä9  TU         A  W 

der  Luftdruck  ist,  —  ==  Mdr  +  Ndhy  wo  -—  =  -—  ist,  welche  Gleichung 

p  ah        ar 

leicht  SU  integriren  ist;  es  hat  aber  keiu  praktisches  Interesse,  weil  die 
Wirkung  der  Ellipsoidicität  von  demselben  Grad  ist  und  folglich  auch  be- 
rücksichtigt werden  muss. 

Nach  dieser  Digression  kehren  wir  zu  unserem  Problem  zurück  und 
betrachten  ein  Kegelelement  begrenzt  von  zwei  concentrischen  Kegel- 
fluchen,  dessen  Mittelpunkt  der  der  gegebenen  Kugel  ist  und  dessen  Achse 
die  Verticale  durch  M^  ist  (Fig.  3,  Taf.  II). 

Auf  diesem  Kegelelement  wirken  nun  folgende  Kräfte :  Auf  die  obere 
f  l&che  BB^^  deren  Kadius  OB=^r^  ist,  wirkt  normal  ein  Druck  P|  per 
l**lftcheneinheit;  auf  die  untere  Fläche  AA'  mit  Badins  OA=^r^  auch  ein 
vmormaler  Druck  =j9o*  -^^^  ^^^  Seitenfläche  ABBa'  wirkt  normal  ein 
X3rack,  der  variabel  ist  und  mitp  bezeichnet  wird.  Endlich  wird  das  ganze 
IKIement  von  der  Schwere  angezogen,  deren  Richtung  nach  0  geht.  Nun 
4ateien  LXOA  =  LXO B  =  q>^,  LXOM=<p;  OG  =  OM=r.  Der  Druck 
m  n  dem  Punkte  M^  sei  =  P  und  g  gleich  dem  Gewicht  eiuer  Kubikeinheit 
<aft  in  Mq.  Zerlegen  wir  jetzt  alle  wirkenden  Kräfte  nach  zwei  Richtun- 
;en ,  nämlich  parallel  OX  und  senkrecht  derselben ;  alle  die  letzteren  Com- 
lonenten  heben  sich  auf,  weil  Alles  rings  um  OX  symmetrisch  ist.  Wir 
taben  folglich  nur  die  Componenten  längs  OX  zn  betrachten.  Betrachten 
ir  ein  kleines  Element  in  C\  dessen  Abstand  von  0X  =  HC''=^r^  sin  fp 
'S.  st,  und  denken  wir  uns  eine  feste  Ebene  durch  OX  und  sei  i^  der  Winkel 
^«iiwischen  dieser  Ebene  und  der  Geraden  HC\  so  ist  die  Grösse  dieses 
h'lächenelementes  =  r^d(pr^sinq>  di^'^  der  Druck,  zerlegt  nach  OX^  wird 
lann  =Piros(p  per  Flächeneinheit  und  folglich  der  Druck  auf  das  Ele- 
lent  =.p^r^^  $in^  cosfp  dtp  d^\  also  für  die  ganze  Fläche  B  B'  wird  der 
^IXicsnltantdruck  nach  OX 

=  J'i  '*!*  /    /  ^^  *'^'  9  ^ö.v  (p  d(p  =  n  sin^  g>Q  r,*/>, , 
0   0 

Auf  dieselbe  Weise  findet  man  für  die  untere  Fläche  AA'  den  Resul- 
tantdruck =znsin*(Pfr^pQ. 

In  einem  beliebigen  Punkte  G  an  der  Seitenfläche  wirkt  ein  Druck  p 
normal  OBj  zerlegt  nach  OX  wird  dieser  Druck  ^=^p sintp^^  also  hat  der 
Druck  für  ein  Ringelement  =p  sintp^^nr  sintp^  dr  ^  und  für  die  ganze 
Seitenfläche  ist  der  Druck  nach  OX 


=■  2ä  sin^q)^    1  pr  dr. 


'i 


Endlich  betrachten  wir  ein  Element  M  im  Inneren  des  Kegels;   das 
Volumen  eines  solchen  Elements  wird,  wenn  maik  d\ei«^\\^^xv ^^7.^\0v\\i>\^- 
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gen  wie  bei  C'  einführt,  r  dq>r  $inq>  dii^  dr\   nun  ist  das  Gewicht  ein« 
Kabikeinbeit  Lnft    in   iV=g7--~T-,    folglich   das  Gewicht  des  Elemei^     t>g 

=,  q^  R*  sinq>  d<p  d^  dr]  die  Anziehung  der  Schwere  wirkt  nach  M^j  u^^kzecI 

der  Component  derselben   nach  OX  wird  ^=q  -^  R*  sinq)  cosfp  dq>  d^/ 
also  der  Resnltantdruck  der  Schwere  für  das  ganze  Kegelelement  J  ß  B'. 


-i^-m 


2«  r, 


d^  sin  ip  cos  (p  dtp  p  dr=:q  — n  sin^q>x  /  P  ^'*- 


ro  Ü    0  r. 

Die  Bedingung  für  das  Gleichgewicht  giebt  nun : 

pdr  z=snsm*(piPf^r^*  +  2nsin*ipi   Iprdf —  — 


^0  ^0 


Bei  Reduction  findet  man: 

Pt  V— PoV  =  2j  prdr  —  q  —J  p  dr. 


>o  r. 


Lässt  man  nun  r|  sich  r^  nähern,  bekommt  man  die  Differentii 
gleichung : 

d{pr*)  =  2prdr  —  q  —pdr, 


oder 


das  hcisst : 


R* 
r*dp  +  2prdr  =  2prdr  —  ^-j^P^r^ 


f*dp  =  ^lpR*dr, 


oder 

P  Ä* 


dp=^  —  fi'pTT^'"*    (Laplace's  Formel.) 
Wenn  man  dagegen  die  Seitendrucke  vernachlftssigt,  hat  man: 


R*  C 

Pi  n"— PoV  =  —  5^  -pj  P  dr, 


n  • 


r» 


oder  die  Differentialgleichung : 

R* 


oder 


r*dp  +  2prdrz=  —  q^  R*dr, 
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«iM»»<iMM^N^^»^< 


dp  =  —p(^?ldr  +  -dr).     (Ohm's  Formel.) 

Man  sieht  also,  dass  die  Berücksichtigung,  dass  die  Schwerkräfte 
^egen  den  Mittelpunkt  gerichtet  sind,  ohne  Einfluss  auf  die  Form  der 
L>iff6rentialgleichung  ist. 

Es  bleibt  nur  Übrig,  za  zeigen,  dass  die  Beobachtung  des  Luftdruckes 
durch  eine  Quecksilbersäule  dasselbe  Eesnltat  liefert,  ob  man  die  Schwer- 
kritfte  als  parallel  oder  nach  dem  Mittelpunkte  gerichtet  ansieht.    Im  letz- 
ten Falle  sind  die  Gleichdrucksflächen  concentrische  Kugelflächen.    Der 
Druck,  den  die  Quecksilbersäule  an  der  Fläche  AA'  (Fig.  4,  Taf.  II)  aus- 
tlbt,  muss  gleich  dem  Druck  der  Luft  in  demselben  Abstand  OA  =  rf  vom 
Mittelpunkte  der  Erde  sein.  Sei  MiK^=^b  gleich  der  Höhe  der  Quecksilber- 
säule, sei  /  gleich  dem  Gewicht  einer  Kubikeinheit  Quecksilber  bei  der 
Erdoberfläche  und  bei  derselben  Temperatur  wie  in  M^ ,  so  ist  im  Punkte 
^^   dessen  Abstand  OM^=.r  ist,  das  Gewicht  einer  Kubikeinheit  Queck- 

Silber  =  y  —  .    Betrachtet  mau  ein  kleines  Element  in  N^  dessen  Volumen 

^==^  r*  dip  r  sintp  drjf  dr  ^  indem  wir  dieselben  Bezeichnungen  wie  früher  an- 
^''^Gxiden,  so  ist  die  Anziehung  dieses  Elements,  zerlegt  nach  OX^ 

=  rdq>  r  8inq>  d^  ^^  y~3  cosip. 

^^^Iglich  wird  die  Resultantkraft  in  M^  für  die  ganze  Quecksilbersäule, 
^'«Äm  OBs:^OIC=:r^  +  b,  LXOC~fp\ 

=  yR*  111  äip  siny  costp  dtp  dr  =  xyR*  1  sirftp'dr'f 


ri   0    0  rj 


^lehnet  nun  q  den  Badius  des  Cylinderrohrs ,  so  ist  (f=:r  sift(p\  folglich 
«n  wir: 


^i  ^i 


Die  Resultantkraffc  des  Luftdrucks  pt  auf  die  Fläche  AA'  ist  nun  auch 
^^Ti  den  früheren  Gleichungen  np^r^ sin^^^y  wo  q>^  =  LXOA,  also  weil 
Ti  sin  9, ,  bekommt  man 

^p.^«  =  y»^'Ä'^-^^  oder  p.=y6_^^^. 

Man  hat  folglich  genau  dieselbe  Formel ,  wie  wenn  man  die  Schwer- 
^^%fte  als  parallel  und  den  Quecksilbercylinder  als  eben  betrachtet. 

i 
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Berichtigungen  zum  4.  Hefte  dieses  Jahrganges. 


Seite  271  Zeile  15  ▼.  o.  setxe  sechsseitige  für  sechsseitigen. 
„     271      „     \2Y.n.  setze  veränderlich  (\irxukYerfUiderUc\k. 
„     271      „     11  v.u.  setse>l  für  <1. 

„     271      „      6  y.  n.  setze  für  „kleiner**:  grösser \  heim  Ikosiietraeder  sindlgi^^^ 

das  dritte  ist  kleiner.  (Hier  sind  also  die  sämmtlichen  Wort* 
bis  auf  das  letzte  dieser  Correctur  ausgelassen.) 
272      „      7  y.  o.  setze  für  die  Silbe  sem  die  Sitbe  sen, 
272      „     14  y.  n.  streiche  das  tut  an  nnregeU. 
272      „     11  y.n.  setze  par)a//e//7(foAf^  für  parallelfSrmig«. 
272      „      8  y.  n.  setze  de*  für  dec 

274      „      1  y.  n.  setze  ^  für  ~  . 

w  2 


»» 
f» 


»» 


I» 


I» 


ff 


I» 
n 
i> 

»f 


278      ,,       7  y.  o.  setze r  für  . 

JW+1  J» 

278      „      8  y.  o.  yertausche  den  letzten  Bachstaben  u  mit  n. 

mn 

«-^  Ä  A  tti+l  mn 

278     „      9  y.  o.  setze  x  =  — 


m  mn-^H  —  m 

n  — 


„      270      I»     10  y.  u.  setze  homoedrischeu  für  hemiedriscben. 
„     270      „      5  y.  u.  setze  Phänomene  für  Phänomen. 
„     270      „      3  y.  u.  setze  mochte  für  möchte. 


281  „  10  y.  u.  ist  hinter  der  ersten  Silbe  das  Bindeieichen  ausfcelassen. 

282  „  16  y.  u.  ist  für  das  letzte  Wort  „ein**  zu  setven:  na. 

282  „  15  y.  n.  ist  das  erste  „beiden"  za  streichen. 

283  „      2  y.  o.  setze  Doue  für  Dom. 
383  it      0  y.  o.  setze  welchen  für  welche. 


XVI. 

Veber  einige  Formeln  aus  der  analytischen  Geometrie 

der  Flächen. 

Von  Dr.  A.  Enneper  , 

Docent  an  der  Universität  Göttingen. 
(Fortsetzung  der  Abhandlang  T.  VII,  p.  313  dieser  Zeitschrift.) 


X. 

Die  Coordinaten  Xy  y,  z  eines  Punktes  einer  Carve  doppelter  KrÖm- 
iBQDg  seien  Fauctioneu  einer  Yariabeln  w.  Das  Bogenelement  der  Carve 
D^seichne  man  durch  ds^  ferner  sei  q  der  Krümmnngshalbmesser ,  r  der 
ToftioDsradius  im  Punkte  (a?,  y,  «).  Die  Winkel,  welche  die  Tangente, 
^^Qptoormale  und  die  Normale  zur  Krümnjungsebene  mit  den  Coordinaten - 
•^«•on  bilden ,  seien  respective 

«»  ßy  y» 

a,  by  c. 
Für  die  Differentialquotienten  von  cos  a  etc.   nach  n;  hat  man  dann 
"•eh Serret  {Journ.  de  Math.  XVI, p.  193)  folgende  Gleichungen*): 

dcostt      cosl  ds      dcosß cosfi  ds       dcosy cosv  ds  ^ 

dw  Q     dw^       dw  Q     dw^      dw  g     drv^ 

cosv  ds 
d7v' 


dcosa       cosl  ds       d  cosb cosfids       dcosc 

dw  r     dw^      dw  r     dw^      dw 


drosl /cosa       cosa\ds       dcos^a fcosß       cosb\ds 


r 

cosb^ 
r 


d  cos 
dw 


=-( 


cosy  j^  cosc 


\ds_ 
Jdw' 


*)  Die  Winkel  Z,  f»,  v  and  a,  b,  c  beieichnct  S  e rr et  respective  durch  {,  17,  f;  und 
V'^***  ^e  Grössen  a,b,  c  erscheinen  hier  in  einer  anderen  Bedeutung,  wie  in  I, 
^  *i«  jedoch  in  der  hier  gebrauchten  Bedeutung  nicht  weiter  vorkommen,  so  kann 
Mnreh  kein  Missverständniss  entstehen.  In  allen  folgenden  Entwiokelongen  be- 
Jl^JBkiiea  a,b,c  immer  die  Winkel,  welche  die  Normale  im  Punkte  {x,  y,  x)  einer 
'iMi«  mit  den  Achsen  bildet. 


MImMA  Ar  iUthemBlik  u,  Phyfik.  Vit,  «. 


1& 
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^-^S^^^^^-s^^^^'^ 


Der  Mittelpunkt  ($,  ?;,  {;)  der  osculatorischen  Kngelfläche  ist  durch  fol- 
gende Gleichungen  bestimmt: 

I  =  o:  +  ^  CO*  A  —  ^—  r—  CO*  fl, 

OS    ow 

dm 

^  ds  ow 

drv 

f.         -1-  r    dg 

OS  ow 
dw 

Für  den  Radius  R  der  osculatorischen  Kugelfläche  ergiebt  sich  hieraus  die 
Gleichung : 


\dw       ) 


Sind  wieder  u^v  die  Argumente  der  Krümmungslinien  einer  Fläche,  so 
sollen  pt ,  Tf  und 

«n   ft,  Xi, 
^n   f*M  »'m 

dieselbe  Bedeutung  wie  p,  r,  a  etc.  haben  für  das  System  Ton  Krümmnngs- 
linien,  in  welchem  u  allein  variabel  ist,  die  Coordinaten  des  Mittelpunkte« 
der  osculatorischen  Kugelfläcbe  und  ihr  Radius  seien  li ,  i/n  (i  und  Aj.  In 
dem  System  von  Krümmungslinien,  in  welchem  v  allein  variirt,  sollen  die 
analogen  Grössen  durch  r, ,  ^,,  er, . . .  bezeichnet  werden. 

In  dem  ersten  System  von  Krümmungslinien  hat  man  w  =  %i  und 

%-T,-A  (1-:)'+  (rO"+  (r:)"l = '•  «"  "'"•  -" »«»-  °-- 

chungen  und  der  in  V  aufgestellten  Formeln  findet  man  nun : 

dx  ds     dy  ^  ds      dz  ds 

—  =cosa,  — ,    5p  =  cosp,  ^,    —  =  co«y, — 
du  du     du  '^  du     du  'du 

oder 

52)  cos  Ol  =  cosa\   cosßt  =  co^fr',    cosyt  =  co*c'. 

Durch  Differentiation  nach  u  geben  diese  Gleichungen : 

CO*  Ai       cosa  ,   M  „ 
=  —77-  +  TT-  CO*  a  , 

«  jCosyL^       cosb       M  ,, 

53)  \ — j:l  .=  __- -f.       CO*  6  , 

^     9i  r  P  ' 

cos  Vi      cosc  .  J!f         „ 

=  —77-  +  TT  ^^*  <^  • 

Q^  r  P 

Diese  Gleichungen  quadrirt  und  adA\Tt  ^e\i^\x\ 


Von  Dr.  A.  Enkeper.  367 


Di«  Gldchangen  für  cosX, ,  cosui ,  co« v,  nach  w  di£ferentiirt  geben : 

i»  (,.//' ilA'jj       /Mr"  ..\d    r"M 

CO,  ft.  -  1 1+ (^— j  }    =\^—cosb-coshj- 
P\,,(r"MV.\       (Mr"  ..\d 


p  ' 

COaC,  —  H  +  1  — r—  J  V  =1— T7-C0JC — cosc'   ]x ^. 

BQdet  man  die  Summe  der  Quadrate  der  vorstehenden  Gleichungen,  so 
folgt: 


oder 

a    r'M 


cot 


...  P  du    P  d  rM 

Die  Gleichungen  für  co*a, ,  cosfe, ,  cosc^  werden  hierdurch  einfacher: 

aty  \i  +  [-p-)]=-^  <^osa  —  cosa  , 

66)  )cosb,l/[l+  (Ä'l  ^L^cosh- cos h\ 

cos c^y  j  1  + 1 ~^~ )  j  =  "F" ^^*^  —  ^^*^  • 

Bezeichnet   man   durch   dta!   den  Winkel   zweier   successiven  Krüni- 

BQQgsebenen ,  so  lässt  sich  die  Gleichung  55)  auch  schreiben : 

a  w'        d  r'M 

-T—  =  —  arciang  -—- . 
du       du  P 

'heraus  folgt  durch  Integration : 


arctang  ——  =  co  +  Ä  oder  -— -  =  tang  (co  +  /<), 
^^  ^  eine  Constante  bedeutet.    Aus  den  Gleichungen  53)  folgt  aber : 
cosX^  cosa'\'  cos^x  cosb-^-  cosv^  cosc  =  %  = 


^  ßi         /  -"  Ä#  \ « - » 


«lao: 

C05  ii  cos  a  +  C05  fi,  cos  b  +  co5  V,  cos  C  =  CO*  (m'  +  Ä). 
.  Bezeichnet  man  durch  q>    den   Winkel,    welchen   die  Normale   zur 

^äehe  mit  der  Hauptnormale  der  Krümmungslinie  bildet,  so  ist  die  linke 
^te  der  vorstehenden  Gleichung  gleich  cosq>\  folglich  g)'=a>'4-Ä.  In 
^•m  anderen  Punkte  der  Krümmungslinie  hat  man  ^"=o>"-{-A,  also 
^  "^f ''  =  ai —  »",  d.h.: 


368  Ueber  einige  Formeln  aus  der  analytischen  Geometrie  der  1 


Die  Differenz  der  Winkel,  welche  in  zwei  Punkten  eine 
mnngslinie  die  jedesmalige  Normale  zur  Fläche  mit  dem 
mnngshalbmesser  der  Curve  bildet,  ist  gleich  dem  Winkel , 
die  Krümmungsebenen  der  beiden  Punkte  einschliessen. 

Es  ist  ferner  4?  =  cos  fp\  hieraus  folgt : 

Die  Frojection  eines  der  Hauptkrümmungshalbmesser  i 
Punkte  einer  Fläche  auf  die  Hauptnormale  einer  KrÜmmn 
welche  durch  diesen  Punkt  geht,  ist  gleich  dem  Krümmui 
messer  der  Curve. 
Substituirt  man  in  die  Gleichungen: 

Ji  =  a:  +  ^1  co8k^  "~  ^  ä7  ^^^^^ ' 

für  ^1,  co*Ai,  cota^  etc.  ihre  Werthe  aus  53),  54),  55),  56),  so  gel 
selben  über  in: 


57) 


.   d    r  M        .,  d    M  „dr" 

d    r"M        „  d    M  ,„dr' 

dr" 


.3    r"M    '    „,  d    M  , 


ff 


du    P  du  P 

Diese  Gleichungen  quadrirt  und  addirt  geben : 


cosc 


58) 


_    \du  pJ^Kdur') 
y?"  du  P       P   du  r") 


Für  das  System  von  Krümmungslinien,  in  welchem  v  allein 

.......=.  ?i=ii==/i(i5)vaf)V(i^j(=.. 

Man  findet  für  dieses  System  folgende  Gleichungen : 


Qt 


N 


cos  a^  ==  cos  a   ,  cos  A,  =  —  cos  «  +  pi  77  cosa\ 

r  Q 


Qt 


N 


cosßf  =  cosh"y    cosfi^  =  -?-  cos  b  +  Qf-p-  cos  b\ 


Qt 


N 


cosy^  =  cos  c ',  cos  Vt  =  V  co5  c  +  ^j  —  cos  c\ 

r  Q 


i-A^^Ql 
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59) 


cosa^y  ll  +  y—J\=—cosa—cosa^ 
cosc^y  il  +  l-TT-j  (  =  7r  ^^*^  —  cosc i 


_0 


dv    Q 


1  + 


(?) 


a  rN 

.--arcuwg  —  , 


-        a»  ö  a«;  ö  au 

*       '^a»  0  av  ö  ^u 

,.       ^  a  r'jv      ,,        a  iv^       ,dr' 


/?.«= 


\at;  p/"^\at;  /) 

\r  a»  (?        ö  ^«^   rV 


Die  vorstehenden  Gleichungen  gehen  nnmittclhar  einige  bekannte 
Eigenschaften  der  Krttmmnngslinien ,  welche  plan  oder  sphärisch  sind. 
Ist  das  System  von  Krümmnngslinien ,  in  welchem  u  allein  variirt  plan ,  so 
hat  man  r|  =  od,  oder  nach  55) : 

a  r"M 

—  arctang  -y  =  0. 


Dnroh  Integration  folgt  hieraus : 

r'M 
arctang 


r   M 

p  =^M  oder    —=stang^,^ 


wo  der  Winkel  ^i  nur  von  v  abhängt.    Die  Gleichungen  56)  werden  dann : 

cos  Ol  =  ftn  ^1  cos  a  —  cos  ^|  cos  d\   cos  6,  =  sin  ^'^  cos  b  —  cos  ^,  cos  6", 

COSCf  =  5m ^1  cosc  —  cosd'i  cosc'. 
Hieraus  folgt  unmittelbar : 

cos  Ol  cos  a  +  cos  6,  cos  b  +  cos  c,  cos  c  =^sin^i^ 
d.  h.  die  Ebene  einer  Krttmmnngslinie  schneidet  die  Fläche  unter  einem 
eonstanten  Winkel.  Durch  die  Winkel  aj ,  6, ,  c,  ist  im  vorliegenden  Falle 
die  Normale  zur  Krümmungsebene  der  Curve  bestimmt,  und  da  die  Curve 
plan  ist,  so  ist  diese  Normale  identisch  mit  einer  Normale  zu  ihrer  Ebene. 
Sind  die  Krümmungslinien  des  Systems  {v)  ebenfalls  plan,  so  hat  man 

^        ^  r'N       ^ 

r,  =  00,  oder  r-  arctang  -—  =  0, 

ov  0 

woraus  durch  Integration  folgt: 
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rN 

der  Wiukel  &f  ist  nur  von  tt  abhängig. 

Die  vorstehenden  Kesultate  sind  specielle  Fälle  der  sphärische! 
Krümmungslinien.  Ist  eine  Curve  sphärisch ,  so  ist  der  KrümmnngshalU 
messer  der  oscnlatorischen  Kngcl  in  jedem  ihrer  Punkte  constant.  SoS 
das  System  der  Krümmungslinien  (u)  sphärisch  sein ,  so  moss  nach  58)  L 
der  Gleichung: 

l         V"  du  P       P  du  r") 


\du  P J       \du  r  / 


/?!  unabhängig  von  t/| ,  also  blosse  Function  von  v  sein.     Die  vorstehenva 
Gleichung  giebt  dann  integrirt: 

60)  j^=-yy-  +  stn^i-, 

wo  d|  nur  von  v  abhängig  ist.     Für  diesen  Werth  von  Bi  werden  die  61  ^ 
chungen  57)  einfach : 

il,  =  ar  +  Ä,  cos^i  cosa  -f-  /?,  sin  9^  cosa\ 
i^j  =  y  +  -ßi  ("OS  -Ö",  cos  6  +  /?!  sin  ^,  cos  b'\ 
t,  =  «  +  Ä,  cos  ^,  cos  c  +  -ßi  ^w  -^1  cos  c". 
Aus  den  vorstehenden  Gleichungen  findet  man  unmittelbar: 

ix — X  fit"--'!/!  £i — 2 

-^ —  cosa  +  ''         cosb  +  ^-— —  co*c  =  co5  d,. 
Äi  i^i  Ä, 

Der  Krümmungshalbmesser   der    oscnlatorischen  Kugelfläche  biU« 

also  im  Punkte   (a:,  y,  «)  mit  der  Normale  zur  Fläche  einen  constaat« 

Winkel,  oder  eine  Kugelfläche,  welche  eine  sphärische  Krümmnngslim 

enthält,  schneidet  die  Fläche  unter  einem  constanten  Winkel.    Sind  o,i 

Krümmungslinien   des   Systems    {v)   ebenfalls   sphärisch,    so    ist  in  d^ 

Gleichung : 


1         \r   dv  0        0  dv  r) 


_  0       0  dv 

/?,  nur  von  u  abhängig.     Die  vorstehende  Gleichung  integrirt  giebt: 
ß9^  ^  _cos»^_^  ^'„A  ^ 

wo  ^t  eine  Function  von  u  allein  ist.     Der  Mittelpunkt  (|t,  i;,,  J^)  der  ^' 
culatorischen  Kugelfläche  ist  durch  folgende  Gleichungen  bestimmt: 

II,  =' a:  +  Bf  cosd'f  cos  a  +  Äf  ^^^  ^t  ^^os  a\ 
iy,=  y  +  Ä,  cos^f  cosb  +  Bf  sin^f  cosb\ 
f,  =  z  +  /?,  cos  O,  cosc  +  Ä,  sth  dt  cosc. 
Transformirt    man    eine  Fläche   mittelst  reciproker  Radienvectore*^ 
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Bimmt  den  Radius  der  Kngelfläche  zur  Einheit  und  ihren  Mittelpunkt  zum 
Anfangspunkt  der  Coordinaten,  so  gehen,  nach  den  in  IX  gegebenen  Ent- 
Wekelangen,  die  Quantitäten: 

P'  r"  Q  '  r" 
respectlTe  über  in : 

^*+2^".     ^  +  2^.     ^^  +  2»'.     7  +  2^. 

WO  ^^ieder ,  wie  in  IX : 

H  =  x  cosa  +yco8b  +zcosCy   H'  =  x cosa+y  cosb'+zcosc^ 
ä"=  X cos a'+  y cos f'  +  zcosc'^   2)  =  rr*  +  y*  +  zK 

Bezeichnet  man  durch  /?/,  /?/  die  Halbmesser  der  osculatorischen 
K^K^lflächen  für  die  transformirten  Krümroungslinien  (u)  und  (v)^  so  findet 
maxA    leicht  mittelst  d^r  obigen  Bemerkungen  und  der  Gleichungen  58),  59): 

\ou  r  J        \du  P J 
1    \     \r   dv  Q        Q    dv   r  J  dv  Q  dv   r  \ 

\dv  r)^\do  Qj 

Sind  die  ursprünglichen  Krümmungslinien  sphärisch,  so  nehmen  die 
▼<^i^tehenden  Gleichungen  mittelst  der  Gleichungen  00) ,  62)  folgende  ein- 
fidhe  Formen  an : 

64) 

i  i=l  +^{Hcos^,  +  H"8in^,),    +  ^.  =  ^  +2{Hcos9^+H' sin^;). 

Durch  Differentiation  nach  u  und  v  findet  man  leicht,  dass  /?/  unab- 
''^^gig  von  u  und  Rf  unabhängig  von  v  ist,  was  sich  von  selbst  versteht, 
^  eine  sphärische  Krümmungslinie  bei  der  bemerkten  Transformation 
sphärisch  bleibt.  Für  plane  Krümmungslinien  hat  man  in  den  Gleichun-  , 
gen  54^  nnr  /?|  =  ao,  i?,  =  oo  zu  setzen,  um  unmittelbar  die  Radien  der 
*>eiilat(»rischen  Kugelflächen  der  transformirten  Curven  zu  erhalten,  die 
*^lbstver8tändlich  sphärisch  sind. 

XI. 

Sind  die  beiden  Systeme  von  KrUmmungslinien  einer  Fläche  plan ,   so 
Ott  man  die  Gleichungen : 


d   (r'M\  d  (r'N  V 
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oder : 

65)  M  =  ^^r,   N=^,ü, 

r  r 

wo  V  nur  v  enthält  and  ü  Function  von  u  allein  ist     Wegen  der  t« 
stehenden  Werthe  von  M  nnd  N  gehen  die  Gleichungen : 

^r  r         r   ö»  r  du  r        r    du  r 

über  in: 

fifiN  »^_    -Pö«    aö_    i'P„ 

'  ^»r  rrötir  rr 

Snbstituirt  man  die  Werthe  von  M  und  N  ans  65)  in 

a^      dN_PQ 
»        ^M       r   r 
80  folgt: 

d  V  \r^    /       du\r      )       r"  r^ 

oder  wegen  der  Gleichungen  66) : 

PO  P  0  ^ 

67)  f:F'  +  ^t7'  =  (l+t7*+F«)^,  ^, 

r  r  r    r 

wo  zur  Abkürzung  gesetzt  ist: 

dt;  du 

Die  vorstehende  Gleichung  wird  identisch  für : 

WO  ^  eine  Unbestimmte   bedeutet.     Substituirt  man   diese  Werthe  ^ 

P     0 

-77,  -r  in  die  Gleichungen  66),  so  folgt: 

r      r 

-'  i  +  ü*+F*      dvg{f  —  iy    l  +  P'  +  F»      au^— 1' 
Die  zweite  Qleichang  integrirt  giebt: 

wo  1p  (v)  eine  beliebige  Function  von  v  bezeichnet.     Dieser  Werth  toi 

in  die  er^te  Gleichung 60)  gesetzt,  transformirt  dieselbe  in:  ■       -  = — V 

dv 

d.  h.  iff{v)  =  k —  V\  wo  k  eine  Constante  bedeutet.     Für  g  hat  man  a 

die  Gleichung: 

/i  +  k  +  ü* 

h'6  Oleicbangen  68)  werden  hierduTcVi*. 
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"■  -1+ 


r"       1+Ü*+V* 

ü' 


/(rÜ^)! 


70) 


ö= ""—-U  +  r/^+'  +  n 

r      i  +  u'  +  v*y^y    k—V^   \ 

F»  1 


Nach  den  Gleichungen  59)  sind  die  Cosinns  der  Winkel ,  welche  eine 
£bene  des  Systems  {v)  mit  den  Achsen  bildet,  folgenden  Quantitäten  pro- 
portional : 

V  €08  a  —  cos  a\    ü  cos  b  —  cos  b\    U  cos  c  —  cos  c . 

Diese  Orössen  sind  nnr  von  u  abhängig.     Sind  cos  /, ,  cos  m^ ,  cos  n^ 
Functionen  von  u  allein,  co^l^  -^  cos^m^  -{~  cos'^n^  =  1,  so  kann  man  setzen: 

Ucosa—  cosa  =  y{\  +  ü*)  cosl^ , 


71)  {  ücosh  —  cosh'  ==  y{i  +  ü")  cos 


m 


11 


ücosc  —  cosc  =  y{l  +  U*)  cosrii. 

Bezeichnet  man  ferner  durch  cos  /, ,  cos  m, ,  cos  n,  Functionen  von  v 
^in,  so  kann  man  setzen: 

IVcosa  —  cosa"=  y{l  +V*)  cosl^, 
rcosb  —  cosb"=y(i+r^)cosmt,    . 
Vcosc  —  cos  c"  =  y{\ + F«)  cos  «, , 

^o   co^l^  +  co^m^  +  cos*w,  =  1.    Differentiirt  man 

Ucosa  —  cos a  =  ^(1 + ^*)  cos /,  nach  m,  ^ 

V cosa  —  cosas=.  y{y  +  F')  cosl^  nach  », 

P    0 
•^bstituirt  für  M,  Ny-r,,  -t-  ihre  Werthe  aus  65)  und  70),  ferner 

cosa'i=ücosa  —  y{l  +  U*)cosli,  cosa'=  Fcosa  —  y{l  +  V*)  cosl^, 
•^  erhält  man  ftlr  cosa  folgende  Doppelgleichung: 

*^ie  Vergleichung  dieser  beiden  Werthe  von  cosa  giebt: 

üy(i  +  (/•)  cosi,+ry{i  +  f«)  cosi^ 

=  '■^^^1'''^^  ni+^»)\-'^  |-^\cos\,V^VVV^V 
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oder: 

v       du\y(i  +  k  +  ü^)S        F«     dv\  y(k—v^)  y 

Da  die  linke  Seite  dieser  Glcicbnng  nnr  u^  die  rechte  nur  v  enthielt, 
so  muss  jede  Seite  der  vorstehenden  Gleichung  constant  sein.  Maa  er- 
hält so : 

d  {cosiyy(\  +  v^)\üyk(k+\) 

du]  y(i+k+ü^)  (-(i  +  ;t  +  ^«)l'''    * 

d  Kcosi^y{i  +  v')\_v'yk(k  +  \) 
a,j    y(k-v^)    \-  (^+Ft)i    '"^  ' 

wo  yk{k'\'\)  cos  l  eine  beliebige  Constante  bedeutet.     Durch  Integrati -^^ 
der  vorstehenden  Gleichungen  folgt: 


72)" 


cosl,  y{l  +  ü')  =  coslj/—.  U-j/^+]^^^\osf, 

cos  /,  y{i  +  F«)  =  cosiy^^  V—  y^-^^  cos  r, 


wo  -,  beliebige  Constanten  sind.     Ganz  analoge  Ausdrilclc:^:^^® 

erhält  man  für  cosnii ,  co*w, ,  cosm^,  cosn^.     Das  System  der  Gleichunge        ^ 
71),  72)  lässt  sich  durch  folgendes  ersetzen : 

Ucosa  —  cosa  =1/7/  .   .  -  cos  l    —  7/  — -—, cos T, 

r    k+i  ¥        Ar  +  1  ' 

73)  ]   V  cosb  —  cos  b'=U  j/j~  cos  m  —  j/^-^^^  cos  m\ 

ücosc—-  cosc  ^=ÜT/ cosn  —  J/     '    .  cosn. 

r    Ar  +  1  f        /f  +  1 

__  tf  TT   -W  / ^   "l         *•  •  ™    / 1^    ""~    '  ^f 

Vcosa  —  cosa  =^Vy  cosl  — 7/ — - — cos  t  ^ 

/k-\-\  /k F* 

74)  \V  cosb  —  cos  b"=zVy  cosm  —  j/  — - —  cos  m\ 

c  —  cosc  =  r 7/  — —  cosn  —  y  - 

Bildet  man  die  Summe  der  Quadrate  der  Gleichungen  73),  so  wird  die 
linke  Seite  gleich  1+^*9  dieselbe  Summe  bei  den  Gleichungen  74)  giebt 
für  die  linke  Seite  1  +  ^'i  multiplicirt  man  die  Gleichungen  73)  mit  den 
entsprechenden  Gleichungen  74),  so  wird  die  lin)ce  Seite  gleich  IJV\  da 
nun  die  rechten  Seiten  bei  diesen  Operationen  dieselben  Resultate  geben 
müssen,  so  folgt,  dass  die  Winkel: 

/,     m,     ff; 
,    m,    n; 
,    m  ,  w  5 
zu  drßi  auf  einander  senkrechten  Richtungen  im  Radi|p  gehöreil ,  also  die 
Relationen  stattfinden: 


COSC  —  cosc  =  r 7/  — : —  COS H  —  7/  — - —  cos n  . 


y. 


-/' 
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co^l  +  cos* w  +  cos^n  =  1,  cosl  cosf  +  cosm  cottn  +  cosn  cosn  =  0, 
CO«*  t  +  co^  m  +  cos^  n'  =  1 ,  co*  /  cos  /"+  cos  m  cos  m"  +  cos  n  cos  n"  =  0, 
cof^t'+  co^m"-^  cos^n'^='  1,     cosf  cosf  +  cosrn  cosm '+ cosn  cosn"  =  0. 

Die  Gleicliungen  der  Ebenen  der  Erfimmnngslinien  sind : 

x{Ucosa  —  cosa)  +y{ücosb  —  cosb')  +  z{Ucosc  —  cosc)  =  IT,, 
x{y  cosa  —  cosa')  +y{Vcosb  —  cosb")  +  z{V  cosc  —  cosc')  =  F,. 

Durch  DiflTerentiation  findet  man  leicht  -x-^  =  0,  -^  =0,  so  dass  also 

ov  du 

27|  eine  beliebige  Function  von  u  allein  bezeichnet  und  analog  Ff  nur  von 
V  abhängt.  Wegen  der  Gleichungen  73),  74)  gehen  die  vorstehenden  Glei- 
chungen über  in: 

-— —  U  (x  cosl  +  y  cosm  +  z  cos  n) 
Ar  + 1 

—  y  — 7—- 1 —  {xcosf  +  ycosm  +  z  cos  n  )  =  ü^, 

^    <     /    A 

J  1/  7 F  (a:  COS / 4" y  <?osm  +  z  cosn) 

Ic — F* 

-- —  (x  cos  r+  y  cosm"+  z  cosn')  =  F,. 

Die  erste  der  vorstehenden  Gleichungen  nach  u  differentiirt  giebt: ' 

— —  U*  {x  cosl  'i'  y  cosm  +  z  cosn) 

vy  -j-r-  cosm  —  y  -jrjr —  «^"^  «' )  ^  CO*  6' 

.   /»ri/    *  ,/A:+l+g'  A  .       du, 

+  VVü+i"'"'-y-k  +  r-  ">"*)^<=osc  =--1. 

Wegen  der  Gleichungen  73)  wird  der  Factor  von  P  einfach  gleich  — 1, 
hierdurch  vereinfacht  sich  die  vorstehende  Gleichung  in: 

7/  ü'{xcosl  +  y  cosm +  z  cosn) 

oder  a:cos/'+y  cos//i'+zcos;i'  mittelst  der  ersten  Gleichung  75)  eliminirt : 

yfc(k  4-1) 
V  -  -   ^    .  ...  (x  cosl  +  ycosm+z  cosn)  —  P 
7fi^  /       fc+\+U 

^  ^  du,         üü'  ,  a         r7,  * 

Analog  findet  man  durch  Differentiation  der  zweiten  Gleichung  1^^w»kOcv\^\ 


/, 


376  Ueber  einige  Formeln  aus  der  analytischen  Geometrie  der  J^lich^^BD. 

"IT — Ft"^  ^^  ^^^  +  ycosm  +  zcosn)  —  Q 
'        \  ^y  yy  d         V 

In  den  Gleichungen: 

d_P_0^dP     ±Q__]_^ 

dv  r"       r    dv^    du  r        r"  du^ 

oder  besser  in  den  folgenden : 

^p  r        r    ov  du  r        r    du 

P     Q 

ersetze  man  -7;,  -;-  durch  ihre  Werthe  ans  70),  dann  folgt: 
r      r 

dP  vü' 1 

dv  '^^yk+i  +  ü^  y{k  +  i'^ü^)  —  y{k—V^)~^' 

du  ^    yk—v^  y{k  + 1  +ü*)  ^y(jc—v'') 

Substituirt  man  hierin  für  Pj  Q  ihre  Werthe  aus  76) ,  77) ,  so  gehen  die  v 
stehenden  Gleichungen  über  in : 

d  Ut 


oder 


=  F 


duy{h  +  i+u*y 

Aas  diesen  Gleichangen  erhält  man  anmittelbar : 
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Sabstituirt  man  diesen  Werth  von  x  cos  /  +  y  cos  m  +  z  cos  n  in  die 

GlelchüDgen  75),  so  hat  man  mit  der  vorstehenden  Gleichung  drei  Glei- 

dkiUQgen  zur  Bestimmung  von  x,  y^  z  in  Function  von  u,  v.     Diese  Glei- 

ehoagen  enthalten  scheinbar  vier  arbiträre  Functionen  Z7,  F,  üi,  Fj,   die 

deli  aber  auf  zwei  reduciren  lassen.    Es  ist  nämlich : 

/*„!       t7.  üu,      _  r u,    _    j 

Dozikt  man  sich  u  in  üi  durch  U  ausgedrückt ,  so  kann  man  setzen : 

J  yn+k+u*)        n*+i) 
duni+k+uy  y{k+i) 


ß 


WO    ip{U)  eine  beliebige  Function  von  ü  bezeichnet.     Ebenso  kann  man 
Mtsen : 

J      dvVik  —  F')  yk  '  J  yijc^VY  V^^    * 

^^e  Oleichnngen  75)  und  78)  werden  dann : 

79) 

^^\V{k  +  l  +  Vy  •  ^^  <^«*'  +  y  ^<>*^  +  *  co5fi)  — g,'(t^) 

=  X  cos(+  y  cosm'\-  z  cosn'j 
^}^{jL_yt\)  •  {^ cosl+  y  cosm  +  z  cosn)  —  'iif\V) 

=  X  00*/*'+  y  co5m"+  z  cosn\ 

Dorch  Elimination  von  V  und  F  zwischen  diesen  Gleichungen  erhält 

die  allgemeine  Gleichung  der  Flächen ,  in  welchen  beide  Systeme  von 

^^^mmungslinien  plan  sind.     Die  vorstehenden  Gleichungen,   in  etwas 

^^^chiedener  Form,   hat  zuerst  Serret  aufgestellt   {Journal  de  Mathim. 

-^VIll).     Diese  Gleichungen   erfordern  eine  Modification  für  den  Fall, 

••«  der  Winkel,  welchen  die  Ebene  einer  Krümmungslinie  mit  der  Nor- 

^4e  cor  Fläche  bildet,  constant  ist.    Findet  dieses  statt  für  das  System 

^^'  Krttmmongslinien ,  in  denen  v  allein  variirt,  so  ist  —-=3  Ar,  wo  k  eine 

^^stante  bedentelUpan  hat  dann  statt  der  Gleichungen  65)  bis  67)  die 
'^U^enden^ 
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0  P       d   P  PO  d    0  PO 

r  r        ov  r  r    r  cur  r    r 


^^,[F'-^(H-r'  +  A-)]=0. 


Setzt  man  r'=   ,  (1  +  r* +  /:*),  so  ist  -r  unabhängig  von  u^  also  dÄnn 

P  0  . 

—  /r  —  -r  =  0.    Diese  Gleichung  kann  nur  bestehen  für  r"=^  oo  oder  Ar^=  0. 
r   r 

Die  erste  Annahme  führt  auf  developpable  Flächen ,  die  sich  leichter  Auf 

andere  Weise  untersuchen  lassen.     Die  Annahme  /r=:0   zeigt,  dass    die 

^Ebenen  des  Systems  {y)  durch  die  Normalen  zur  Fläche  gehen.    In  diesem 

Falle  werden  die  obigen  Gleichungen  einfacher : 

N—Ci     Ö_  J^       d    P_       P_9.v~       ^      ^^' 


r         1  +  r«'    at;r"  r'  r         "       r"    1  +  F«' 

/>  y 

Aus  der  letzten  Gleichnncp  folgt  unmittelbar:  -;;  =  -- — — -rr ,  wo  V  ei«^* 

ö      ®  r         j/(^i-|-r*) 

orr 

beliebige  Function  von  ü.  und  U'=  r—  ist.  Die  Cosinus  der  Winkel  Lm-*  ^y 

du 

welche  eine  Ebene  des  Systems  (i/)  mit  den  Achsen  bildet,  sind  durch   fol" 

gende  Gleichungen  bestimmt: 

80) 

Vcosa  —  cosa"  Vcosb  —  cosb"  Vcosc — cos  c^ 

Durch  Differentiation  nach  v  überzeugt  man  sich  leicht,  dass  l^  m  -9  ^ 
unabhängig  von  t^,  also  constant  sind.  Die  Gleichungen  der  Ebenen  A  ^^ 
beiden  Systeme  sind  nun : 

X  cosl  +  y  cosm  +  z  cosn  ==  F, ,     x  cosa  +  y  cosb'  +  z  co8C'=i  l/, , 
wo  Fg,  (/,  Functionen,   respective  von  v,  u  allein  sind.     Die  erste  GI^i- 
chungjzeigt,  dass  die  Ebenen  des  einen  Systems  sämmtlich  einander  p^' 
rallel  sind.     Wegen   cos  a  cos  l  +  cos  b'  cos  m  +  cosc  cosn  =  0  kann   ta  «-n 
setzen : 

icos  a  =  cos  d"  cos  t  +  sin  d-  cos  /", 
cos  b'  =  cosd'  cos  m  +  sin  O  cos  m\ 
cos  c  =  cos  d'  cos  n  +  sin  d'  cos  n\ 
wo  ^  nur  von  u  abhängig  ist  und  die  Winkel  /,  m,  n;  /*,  m,  n';  f,  m',  ^ 
zu  drei  auf  einander  senkrechten  Richtungen  im  Räume   gehören,    ü'^ 
obigen  Gleichungen  nach  u  differentiirt,  quadrirt  und  addirt  geben: 

also,  mit  Weglassung  einer  überflüssigen  Constanten,  ^=:U.  Für  dieser* 
Werth  von  d'  geht  die  Gleichung  a?  co^a'+y  co*  6'+^^*  c'  =  £^,  mit  Hilf^ 
der  Gleichungen  80)  über  in :  WIß 

82)  (xcosf-i^y cos i//+  z cosn) cos t/  +  (a: cos t'+  y cos ni'  +  z cos n') sin (/=«=  ff|« 
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Die  erste  Gleichung  81)  nach  u  differentiirt,  fär  ^=zU, 

-T,  cos  a-^M  cos  ö"  =  {cos  U  cos  t'  —  sin  U  cos  t)  U\ 

T 

P    P  u' 

cosa  +  Vcosa'  .,        .   „       / 

..  ,T —  =  cos  U  cosT  —  stn  U  cos  f. 

OoTch  Elimination  von  cosa  zwischen  dieser  Gleichung  und  der  ersten 
Oleichung  80)  folgt: 

y(i  +  F«)  cos  a  =  —  cosl  +  {cos  U  cos  f  —  sin  ü  cos  f)  V. 
analoge  Gleichungen  erhUlt  man  für  cos b'\  cos c\     Ans  diesen  Gleichun- 
leitet  man  leicht  die  folgende  ab : 

txn ü {eos a   cos t  +  cos h" cos m'+  cos c" cos n) 

V 
Q,^^    I       — cosUicosa  cosf  +cosb  cosm  +cosc  cosn  )  =  —  -- —       .^ 

cos  d'  cos  l  +  cos  h"  cos  m  +  cos  c'  cos  w  =  —    y  -     _—  . 

Y\\  +  V*) 

Seilt  man  zur  Abkürzung : 

84)  A=^ lJ{xcost'\'^cosm  '\' z cos ri)^^ cos [J{x cos t' '\'y cosm' •\^ z cos n\ 

•o  folgt  durch  Differentiation  nach  v\ 

-— =  ipÄiwü  (co5ö  cosT-^rcosh  cosm+cosc  cosn) 
ov 

. —  0  cos U {cos d' cos ["+  cos h" cos m"  +  cos c" cos n'\ 

^^©r ,  wegen  der  ersten  Gleichung  83) ,  einfach : 

dSl_  QV 

dp~    y{i+r*y 

Die  Gleichung  xcosl-^y  cosm+z  cosn^=V^  nach  v  differentiirt  giebt 

^  C^o*  a"  cos  1 4-  cos  b"  cos  m  +  cos  c"  cos  n)  =  -^  .oder  mit  Rücksicht  auf  die 

'       ov 

Gleichung  83),  — -r — r-;7iT  =  -^.     Setzt  man  hieraus  den  Werth 

^     y{i+y)     cv 

voi^  Oin^,  so  folgt: 

ov 

dv  dv  ' 

^ie  Gleichungen  81)  geben  für  e=U 

sin  U  {cos  d  cost+  cos  b'  cos  m  +  cos  c  cos  n) 

—  cos  U  {cos  d  cos  f  +  cos  b'  cos  m"  +  cos  c  cos  n")  =  0. 
^t  Rücksicht  auf  diese  Gleichung  und  82),  84)  findet  man  leicht: 

-—  ==  iru* ,   ^—  =  F  —-  geben : 
du  ov  ov 
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J  J       ov 


Siebt  man  wieder  U^ ,  T,  als  Functionen  von  (/,  V  an,  setzt  U^^^ff^*(^U\ 
r,  =  t/i'(F),  so  ist  eine  Fläche,  in  welchen  die  Ebenen  des  einen  Systems 
planer  Krümmungslinien  beständig  normal  zur  Fläche  sind,  die  Ebenen 
des  anderen  Systems  sämmtlich  einer  festen  Ebene  parallel  sind,  dorch 
folgende  Gleichungen  bestimmt: 

X  cos  /  +  y  cos  m-f-  z  cos n  ■=  i/;'(  F), 
{x  cos  f  +  y  cos  m  •\'  z  cos  n)  cos  U 
85)     \      +  (^ cos  f+y  cos  171*+  z  cos n')  sin U  =  q>\U)^ 
{x  cos  /'+  y  cos  fn+z  cosn")  sin  U 

—  (x  cosr+  y  cos m"+  z  cosn")  cos  U=<p {U)  +  V^\V) ^• 

In  dem  besonderen  Falle,  dass  (p{U)  constant  ist,  erhält  man  Kc>ts- 
tionsflächen. 

Der  Fall  einer  developpabeln  Fläche  mit  planen  KrOmmungslin  isn 
lässt  sich  leicht  auf  folgende  Weise  erledigen.  Im  Punkte  (jr,y,  z)  ^w 
Wendecurve  seien  a^  ß^  y  die  Winkel,  welche  die  Tangente  mit  den  Ko- 
ordinatenachsen bildet,  Q  der  Krümmungshalbmesser  und  r  der  Torsi o>^^* 
radius.  Die  Quantiäten  x^  y,  z^  a,  ß,  y^  q,  r  werden  als  Functionen  vo^  ' 
angesehen,  wo  ds  das  Bogenelement  der  Wendecurve  bezeichnet.  ^^ 
(x, ,  y,,  Z|)  ein  Punkt  der  Fläche,  welcher  mit  dem  Punkte  (ar,  y,  2)  ^^^^ 
derselben  Generatrix  liegt,  v  die  variable  Distanz  der  beiden  Punkte  9  ^^ 
hat  man: 

a:,  =  *  +  {v — s)  cos  a , 
yt:=y  +  {v—s)cosß, 
Zi  =  z  +  {v — s)  cosy. 
Die  Krümmungslinien   sind  durch  v  =  ConsL ,   *  =  ConsL  bestim     ^ 
Nimmt  man  in  den  vorstehenden  Gleichungen  s  allein  variabel ,  so  find 
man  leicht,  mittelst  der  zu  Anfang  von  X.  aufgestellten  Gleichungen, 
den  reciproken  Torsionsradius,  einer  Krümmungslinie,  in  welcher  s  allei 
variirt,  folgenden  Ausdruck: 

Q  ds    r 

Für  eine  plane  Krümmnngslinie  verschwindet  dieser  Ausdruck,  man 

hat  dann  —  —  =  0,  oder  —  =  ConsL.  die  Wendecurve  der  developpabeln 
OS  r  r  ^'^ 

Fläche  muss  also  eine  Helix  sein,  wenn  beide  Systeme  der  Krilmmongs- 

linien  plan  sein  sollen.    Diese  Bemerkung  ha#V^erst  O.  Bonnet  gemacht 

{Journal  de  tecoL  polyt.  iom.  XX ^  p.  172).  ^^^ 

Substituirt  man  aus  den  Gleichungen  72)''  dieflBthe  von  coslt  und 

ros  Jg  in  72)",  so  folgt : 


X 
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\y{l+k+V)  —  y{k—V*)\  cosa 

Gans  analoge  Werthe  findet  man  für  cos  h ,  cos  c.    Ans  diesen  Glei- 
chia^Kigen  leitet  man  leicht  die  folgenden  ab: 

{^(1  +  Ar  +  C/*)  —  y{k — F*)}  {cosa  cos  1+  cos b  cosm  +  cosc  cosn) 

{^(1  +^+  IT«)  —  y{Jc  —  V^)\  {cosa cosr+  cosb  cosm'+  cosc cosn") 
___F 

{y{i  +  k+  U*)  —  y{k  —  V*)\  (cosa  cost  +  cosb  cosm  +  cosc  cosn) 
U 

^~y{i  +  k)' 

Mit  Bücksicht  anf  70)  findet  mau  aus  den  vorstehenden  Gleichungen : 

/l  +k 
— T — 

1  //g yt 

S6)     J     —  {cosa  cosf'-j-  cosb  cosm'-^  cosc  cosn*)  7/  — j- —  =  F, 

cos  a  cos  r  +  cos  b  cos  m  +  cos  c  cos  n  = t;  tpI/       -  -.— r-     . 

r    V  ^         \  +  k 

Hit  Hilfe  dieser  Gleichungen  lässt  sich  für  die  Flächen  mit  planen 
Immnngslinien  eine  bemerkenswerthe  Eigenschaft  nachweisen,  be- 
Reffend  die  Strictionslinie  der  windschiefen  Fläche,  gebildet  aus  den  Nor- 
^iden  längs  einer  Krümmungslinie*).  Sind  a,  ß^  y  die  Winkel,  welche 
^iia  Normalscbnitt  im  Punkte  (^ ,  y ,  z)  mit  den  Achsen  einschliesst ,  so  ist 
*Qln  recipToker  Krümmungshalbmesser  gleich : 

{cosa  cosa*'+  cos ß  cos 6"+  cosy  cosc")* 


1» 

r 


,  {cos  a  cos  a'  +  cos  ß  cos  b'  +  cos  y  cos  c'y 

r 

Geht  der  Normalschnitt   durch  die  Tangente  zu  einer  Krümmungs 
*^6,  in  welcher  u  allein  variirt,  so  hat  man  a=«",  ß=zb'\  y=c\  der 
^Ümmungshalbmesser  ist  iianu  einfach  gleich  r\     Trägt  man  auf  der 

i* 

*)  Die  Konnalen  längs  einer  KrUnunungslinie  bilden  keine  developpabie,  sondern 
^*  windschiefe  Fläc^H||a  sich  diese  Normalen  im  Allgemeinen  nicht  schneiden. 
^t  Dedsction  der  DiflHiialgleichang  der  KrUmmnngsli'nien ,  wie  sie  in  V.  nach 
^Oage  gegeben,  ist  mSifganz  genau,  sie  wurde  nur  deshalb  ^enomm^i^^  x»si^\^ 
"^mte  Gielohmi^  ra^cliar  abcnieiten. 

UH$ebrUt  f.  Mathematik  a.  Physik.  Vll,  6.  lA 
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Normalen  einer  Linie  des  Systems  (u)  die  Quantität  r"  ab,   so  liegt 
Endpunkt  (iCi ,  yi ,  *i)  auf  einer  Curve  doppelter  Krümmung,   welche 
Strictionslinie   der   windschiefen  FlHche   ist,  geliildet   aus  den  Normt 
längs  der  Krümmuugslinie.     Für  a-, ,  y, ,  r,  hat  man  die  Gleichungen: 

,r,  =  jr  + /'cü*«,    yi  =  y  +  r" roA' /> ,    z^  =  z  +  r' cosc. 

Diese  Gleichungen  nach  u  difierentiirt  geben ,  nach  37)  und  40) : 

dx.       dr"  dVi       dr*        .      dz.       dr' 

ÖH        du  du        du  au        ou 

Aus  den  vorstehenden  Gleichungen  folgt: 

a'i  cost'\'  y^  cosm-^-  ;,  cosn  =s  cosf'\-  y  cos  w'+  z  cosn 
+  r"  {cos  a  cos  V  +  cos  h  cos  m  +  cos  c  cos  n  ) , 

dx^  ( 

d 


?(yT-"-/'-^""«0 


87)  <[  ■^d^vy-F"'"'-}/  T  '*''") 


n'+ 


'••)/K-?)+e*)"+a?)] 


=  ",  -,   Tr.c  7/  — ; — (rosa  cos  1+ cos 0  Citsm  + rose  cos u) 

y{i  +  r»)  f<     k 

\  //^' yt  l  ,  , 

\  —  7/       -  -  -     -; —  (ro5rt  COS  ^ '+  rosr  b  cos  w"+  ro5  r  cosn"] 

Substituirt  man  aus  75)  und  86)  für  x  cos  l'  +  y  cos  m'+  ;  coi 
cosa  cos  t-^-  cosh  cosm'\-  cosc  cosn  ihre  Werthe,  so  geht  die  erste  der  v 
stehenden  Gleichungen  über  in: 

jj  cos  f-^-yx  cosm*'^'  r,  cosn 

Wegen  70)  reducirt  sich  diese  Gleichung  einfach  anf : 

X,  cos  I  +  y.  cosm  + 1,  cosn  =-,y      ^  ^  ^.       [^-  -  -jj-] 


Die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  ist  artüfihKngig  von  v,  hieraus  f< 
unmittelbar :  ^^ 

Die  Krttmmungsuiittelpunkte  aller  Nqflpschnitte ,  welche 
den  Tangenten  einer  planen  KtfimmungilTnie    senkrecht   steh 
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•'''»■••^«T^^i^^^*'^^««^^^'»  ■<%/••  «'•*\^^ 


Hegen  in  einer  Ebene.  Die  Ebenen  der  Kriimniungsmittelpunkte 
fdr  ein  System  planer  Krümnnmgslinien  sind  sammtlich  einander 
parallel. 

Dieser  Satz  gilt  natürlich  nur  für  Flächen ,  in  welchen  beide  Systeme 
^OD  Krtomangslinien  plan  sind. 

Wegen  der  ersten  Gleichung  86)    reducirt  sich  die  rechte  Seite   der 

V 
«weiten  Gleichung  87)  einfach  auf —^—-      ,     Die   linke   Seite   ist  gleich 

dem  Cosinus  des  Winkels,  welchen  die  Tangente  zur  obigen  Strictionslinie 
^it  einer  Richtung  bildet,  bestimmt  durch 


m 


k  —  V^ 
-  — -,  etc. 
k 


Oieser  Winkel  ist  gänzlich  unabhängig  von  u.    Hieraus  folgt: 

Die  Strictionslinic  der  windschiefen  Fläche,  gebildet  durch  die 
Normalen  längs  einer  planen  Kriimmungslinie,  ist  eine  Helix. 

Oieser  Satz  lässt  sich  auch  auf  folgende  Art  darthun.  Sind  die  Co- 
ordins^ten  o?, ,  y, ,  r,  eines  Punktes  einer  Curve  doppelter  Krümmung  Func- 
tionen einer  Variabein  t/,  bezeichnet  man  durch  p  das  Verhältniss  des 
•^■"Üniiunngshalbmessers  zum  Torsiousradius ,  so  ist:  # 

dx^    dyx    dzi 


88) 


du 

du 

du 

d^x, 

aVi 

d'z, 

di^ 

dt^ 

dx^ 

a»«i 

^'yt 

^3^ 

!f!  ^  ^  _  .    \(''2^W  C^^JjiW  OlliiY^  /"^Vl* 

iti*  dt^  dx^  ~  —  ^\\du^)^\dur)^\du)     \du)\' 


di^    dt^    dt^ 


^  Allein  variabel,  so  geben  die  Gleichungen  37)  und  40): 


dx^       dr'  d^x,        e)«/'  P  ,dr' 

S=  -r —  COSa.      -:r-T  =  --— r-  COS Ü T/  t'O««    r —  , 

r  du 


du         du 


du" 


du^ 


cosa 


ff 


P  „dr 

Ti  M  -T —  cos  a  . 

r         du 


Mit  Hilfe  dieser  Gleichungen  und  der  analogen  für  j^  ^  .^ roducirt 

•ich  die  Determinante  in  88)  auf: 

c^/t     cos  b     cos  c 
(9^    cos  b'     cos  c 


ros  a     cos  b      cos  c     \ 


X^^ 
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also  abgesehen  vom  Zeichen,  einfach  auf  Ml—,]  l-r — j  .     Es  ist  fem 

jr-^  =  - — ,  der  Factor  von  +  />  in  88)  nimmt  folgende  einfache  Fonn 
du       du  — 


(U     o    '»\t  w    Ulf 

-T,  - —  )  .     Für   +  p  ergiebt  sich  hieraus  der  Werth  -^  ,  diese  QaantitXftt 

ist  nach  65)  gleich  F,  p  ist  also  unabhängig  von  ti,  mithin  gehört  der  Pun^kKt 
(^1 }  ya  ^i)  ^ilr  6111  constantes  v  einer  Helix  an. 


xvu. 

Beiträge  zu  Weddle's  Methode  der  Auflösiing  numerisehi 

Oleiohnngen. 

Von  Josef  Popper. 

(Aus  den  Abhandlnngen  der  königl.  böhmischen  Gesellschaft  der  Wissensohafton«.— 

V.  Folge.  XI.  Band.  ») 


Unter  den  fielen  Methoden  für  die  Auflösang  höherer  nnmerischi 
Gleichungen  ist  auch  eine,   die  sich  von  der  als  höchst  vortheilhaflt  bi 
kannten  Homerischen  wesentlich  blos  in  der  Darstellangsfonn  der  üi 
bekannten  oder  der  Wurzel  unterscheidet.     Wird  n&mlich  die  Unbekann^^^  *® 
nicht  als  Summe  von  successiv  zu  berechnenden  Decimalziffem ,  soni 
als  das  Product  von  ebenfalls   nach  einander  aufzufindenden 
dargestellt,  so  erhält  man  die  von  dem  Engländer  Weddle  erfundene  Mi 
thode,  welche  derselbe  in  der  Schrift:    „^  nerv  simple  and general  metkod 
solving  Numerical  Equations  of  all  Orders^  by  Thomas  Weddle,  London  184S 
Hamilton  and  Co,  (5  shill.y^  auseinandersetzte.     Seither  hat  Herr  Dr.  C. 
Schnuse  (in  seiner  „Theorie  und  Auflösung  der  höheren  algebraische 
und  der  transcendenten  Gleichungen*',  Braunschweig  1850,  im  11.  Capit^ 
S.  2280 — 364)  sie  an  höheren  algebraischen  Gleichungen  erläutert. 

Die  speciellen  Vorzüge  der  genannten  Methode  als  aus  diesen 
handlungen  leicht  herausfindbar  voraussetzend,  gedenke  ich  hier  einig^^^^'^' 
Modificationen  und  Erweiterungen  derselben  mitzo^eilen,  durch  welchc^^*^ 


tzji^c 


*)  Dieser  Abdruck  enthält  einige  BeiapieU  Nv^uXic^t ,  «U  die  Ori^inalabkaadli 
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m  taeh  in  den  für  sie  minder  günstigen  Fällen  an  SchDelligkeit  selbst  die 

florner'sche  Methode  übertrifft.     Ich  werde  sie  ferner  behnfs  der  Berech- 

aang  imaginärer  Wurzeln  durch  passende  Substitutionen  vereinfachen  und 

endlich  die  bisher  noch  nicht  versuchte  Anwendung  derselben  auf  trans- 

candente  Oleichnngen  auseinandersetzen. 

Der  Qrad  der  Schnelligkeit  und  Genauigkeit  der  veränderten  Methode 
«ird  leicht  ans  den  vorzulegenden  Beispielen  zu  ersehen  sein,  die  ich  stets 
mit  den  vollständigen  Rechnungsoperationen  vorlegen  werde ,  und  ich  be- 
gii&me  sonach  mit  den  höheren  numerischen  Gleichungen. 


L    Höhere  algebraische  Oleichnngen  mit  Einer  XTnbekannten. 

Wenn 

/"(a:)  =  ^ X«  +  Ai  x^^  +  A^ af^^  + . . .  +  ^-i  a:  +  ^«  =  0 
di^  gegebene  Gleichung  nten  Grades  und  a  ein  gegebener  Näherungswerth 
d^^  Unbekannten  ist,  so  setze  ich  nach  Weddle 

X  =  axi 
»*>.^  erhalte 

^a"x,«  +  A^ a*-ia:|"-i  + .  • .  +  An^\ax,  +  ^,  =  0. 

Die  neue  Unbekannte  o:.  =  —  muss ,  wenn  a  in  der  Zahl  der  obersten 

a 

^^ladischen  Einheiten  genau  angegeben  ist,  nothwendiger  Weise  =-=!  +  « 
•^in,  wobei  a  einen  ächten  Bruch  oder  allgemeiner  eine  positive  Zahl  <  1 
^^ deutet.  Wird  daher  dieser  Ausdruck  für  x  eingesetzt,  so  kann  o  leicht 
^t^nähemd  gefunden  werden  und  x  erscheint  sodann  etwas  genauer,  als 
^  (l  -f"  a)>     Das  wahre  x  aber  muss 

o;  =  ö  (1  +  a)  Xiy 
•^in,  wo  Xi^  wieder  =  1  +/J  sein  wird,  wenn  ß  eine  Zahl  unterhalb  1  be- 
4«atet;  nach  Wiederholung  der  obigen  Operation  wird  auch  ß  erhalten 
Verden  und  die  Unbekannte  x  durch  den  genaueren  Ausdruck  a  (l  + «) 
Cl  +  /J)  angedeutet  erscheinen.  Offenbar  könnte  man  dieses  immer  wieder- 
kehrende Verfahren  sehr  weit  treiben;  wir  aber  werden  stets  schon  die- 
jenige Genauigkeit  als  erwünscht  voraussetzen,  die  sich  bis  auf  Einheiten 
^er  0.  Decimale  erstreckt  und  in  der  Hauptsache  den  eben  bezeichneten 
^Teg  einschlagend,  uns  der  Logarithmen  bedienen,  um  folgende  Vortheile 
^n  bezwecken : 

1.  Die  vielen  Potenzirungen  und  Divisionen  werden  vermittelst  der 
iLfOgarithmen  mit  Leichtigkeit  verrichtet;  demnach  können  auch 

2.  die  Correctionen  der  Wurzel  schon  einzeln  in  mehreren  Decimal- 
9tellen  bestimmt  werden  und  endlich 

3.  es  werden,  um  die  Wurzel  bis  auf  Einheiten  der  6.  Decimale  zu 
ünden,  wegen  2)  b^^zwei  Transformationen,  d.  h.  die  Berechnung  von 
nur  awei  corrigirenim  Factoreu  noth wendig  sein;  ein  Vorzug  dieser  Me- 
thode, bei  welcher  (was  den  Hauptunterschied  ÄH?\ftdi^u\Vit  xm.^^^^'ÄSÄtÄ't!  - 
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söhen  begründet)  spätere  Decimalen  der  Correction  nicht  überflüssig,  so 
dem  als  wirklich  verbessernde  Glieder  zu  gebrauchen  sind,  wenn  aa 
nicht  eben  jede  folgende  Decimale  der  Correction  eine  weitere  der  Wara 
hervorbringt. 

Ich  will  nun  eine  Gleichung  des  4.  Grades  vornehmen  und  den  6a: 
der  Operationen  behufs  der  Wurzelauffindung  auseinandersetzen. 

Es  sei  2,7  ein  genäherter  Werth  der  Wurzel  folgender  Gleichung: 

x*  +  3a**+2.r«  +  6;f — 148,G==0. 

Wir  setzen  x  =  2,7  ar, ,  theilen  durch  (2,7)*  und  erhalten  : 

Wir  suchen  daher  die  Logarithmen  der  Coefficienten : 

/o^  3  =  0,477121,  %  2  r=  0,30 1030,  /<></ 0  =  0,778151,  %  148,0= 2,1 720U»; 
ebenso : 

%  2,7  =  0,431304 
und  ziehen  die  Vielfacheu  des  letzteren  Lügaritliinen 

/of/ 2,7  =  0,431364,  2  %  2,7  =  0,802728,  3 /(></ 2,7  =  1 ,294092,  4 /o^f  2,7  =  1,7254 
von  den  darüber  stehenden  Logarithmen  ab ,  dadurch  bilden  wir  die  Lo^ 
rithmen  der  Coefficienten  der  neuen  Gleichung  mit  der  Wurzel  a;,=^(l+a) 

0,045757,    0,438302  —  1,    0,484059  —  1,    (),446503„. 

Wenn  zu  diesen  Logarithmen  die  Zahlen  mit  beiläufiger  Interpolation  ^ 
sucht  werden ,  so  wird  angenähert 

Xi^  +  1 ,111  j:,^  +  0,2743  a-/  +  0,3048  a-,  —  2,996  =  0. 

ym  eine  Gleichung  mit  der  Unbekannten  a  zu  erhalten,  berechnet  ni 
deren  Coefficienten  nach  der  Formel: 

t\l  +  a)  =  F(l)  +  « J"(l)  +  ^  F"(l)  +  ... 

in  welcher  die  nach  einander  folgenden  Ableitungen  der  Function  F{x) 
üblicher  Weise  durch  F\x)j  /'"(jt); /"'"(a), . .  .  angedeutet  werden,  u 
erhält  angenähert: 

10  a*  +  8,186  a  —  0,1058  =  0. 

Durch  blose  Division  erscheint 

0,1058 

«  =  i-—  =  0,013 
8,186  ' 

und  durch  ungefähre  quadratische  Correctur,  da  10.0,013* -— 0,0017  ist, 

0,1058  —  0,0017       ^  ^. 
a  =: ^-  0,0127. 

8,186  * 

Log(l+a)  ist  daher  --=%  (1,0127) -- 0,005481  und  mit  diesem  Loj 
rithmen  ist  genau  ho  wie  mit  /o^/ 2,7  zu  verfahren. 

Wir  stellen  daher  die  obigen  Logarithmen  derSuefficieuten  der  Gl 
chiiug  mit  der  Wurzel  Xi  wieder  her ; 
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0,045757,    0,438302  —  1,    0,484059  —  1,    0,440563; 
oad  sieben  die  Vielfachen 

%(!  +  «)  =  0,005481,    2  %  (I  +  a)  =  0,110962,    3 /ogr  (1  +  a)  =  0,116443, 

4  log  (1  +  a)  =  0,021924 

'    von  den  über  ihnen  stehenden  Logarithmen  ab ,  wonach  die  Reste 

0,040276,    0,427340  —  1,    0,467616  —  1,    0,42463J^ 

die  LiOgarithmen  der  Coefiicienten  der  neueren  Gleichung  mit  der  Wurzel 
'jj  =  1  +  /3  darstellen;  mittelst  genauer  Interpolation  erhalten  wir: 

a?„*  + 1,097147  o:,,'  +  0,267509  oTi,*  +  0,203505  J-y  —  2,658512  =  0. 

Wenn  die  Wurzel  wie  oben  um  1  vermindert  wird,  entsteht 

^       2,658512  —  2,658188       0,000324 

ß—-- -— -  =   '- =0,0000399 

^  8,12  8,12  ' 

(ohuo  eine  (][uadratische  Correctur  anzuwenden). 

Da  nun  log  (1  +  jS)  =  log  1,000039  =  0,000017  ist,  so  zeigt  sich ,  weil  an- 
genÄLert  x  =  a{i  +  a)  {i  + ß)  ist, 

log  X  =^loga  +  log  (l  +  a)  +  log  (1  +  ß) 
log  X  =  0,431364  +  0,005481  +  0,000017  =  0,436862 
X  =  2,734399. 

l^ie    iiahfe  Wurzel  aber  ist  2,734400. 

Ich  lasse  nun  zwei  andere  Beispiele  folgen ,  bei  denen  stets  die  ganze 
Rechnung ,  wie  sie  erforderlich  war ,  aufgenommen  wurde : 

I.  Beispiel.  • 

•st*  — J4a*    +26a-^    +2420;*   — 399j:   — 1300.=  0,  j;  =  3,8  .r, 
0,146128,»   1,414973   2,383815   2,600973„   3,113943« 
0,5663^14«   0,255405    0,644463   0,281837„   0,215023« 

•*'!*  — 3,6842^+  1,8005  a:,»  +  4,4102jr,2—J,9135u:i  — 1,6407  =0 

—  2,2935  o*  +  2,5716  a  —0,0277  =  0 

0,0277         0,0277  +  0,0002   ^  ^,  ^ 

J =  0,010, ir-r- =0,0108=«, 

2,57     '   *   .  2,5716 

0,561679„     0,246075     0,630468     0,263177«    0,191608« 

^ii**  -  3,644842x„*+  J, 762280 Xh^*  +4,270392 j:,|*  —  l,8:m59jr„  —  1,554886  =  0 

+  2,415197  ß    -   0,0001 15  =  0 

0,000115 


2,415197 


=  0,000048  =  /?. 


log  3,8  -  -  0,570784 
/o^  (1  +  a)  =  0,0046(So 
log(\   +/3)^ -0,000021 


Uuj  X  =:  0,584470 
X  -—  3,841223 
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'>»i^^^"^^ 


IL  Beispiel. 
x»  +  5ap"  +131iF^*       —8762,58  =0,         x=l,4a:^ 

0,698970  2,117271         3,942632» 

0,260586         0,802119         1,020072« 
x,^  +  1,8221  Xi"  +  6,3406  J?i"  — 10,4730   =  0 
787  a*         +120,7«       —1,3104     =0, 
wobei  die  beiden  ersten  Coefficienten  nur  näherungsweise  berechnet  sii 

1»31^       /v/v,      1,3104—0,0787       ^^^^ 

-1-—  =  0,01,     ~ —^ =  0,0120  =  a 

120,7  '     '  120,7  ' 

0,247365  0,762456  0,931032» 

^ii"  +  1 ,767522  o:,, "    +  5,787026  o?,"         —  8,549333  =  0 

114/?+ 0,005215  =  0, 

wobei  der  erste  Coefficient  nur  genähert  ist, 

—  0,005215  ^  ^^^^^^        ^ 

=  —  0,000046  =  ß. 

114  '^ 

log  1,4  =  0,146128 

log  (1  +  a)  =  0,004407 

logll  +ß)  =  9,999980 


log  X  =  0,150512 
X  =  1,414213 

2.    Höhere  algebraische  Oleichaxigen  mit  mehreren  Xrnbekannten. 

Sind  mehrere  algebraische  Gleichungen  mit  einer  gleich  grossen  A^ 
zahl  von  Unbekannten  gegeben,  so  lässt  sich  die  in  den  vorhergehent 
Beispielen  angewendete  Methode  leicht  auch  auf  diesen  Fall  ausdehnec^ 

Gesetzt,  man  habe  zwei  Gleichungen  mit  den  unbekannten  x  und 
und  man  kenne  einen  N&herungswerth  a  von  or,  sowie  einen  Näherung^ 
werth  b  von  y. 

Man  setze 

x  —  axiy   y  =  hy^, 
so  werden  zwei  transformirte  Gleichungen  mit  den  Unbekannten  x^  und  ^ 
erhalten 

^(^nyi)=0,   /•(ar„y,)  =  0. 
Setzt  man 

a?,  =  1  +  a ,    y,  =  1  +  j3 
und  entwickelt  nach  dem  Taylor'scheu  Lehrsatze  bis  zu  den  Gliedern  d^ 
2.  Ordnung  inclusive,  so  erhält  man 

1)     r^(l,J)  +  «        ,  -  — h  P  — 3 r  —  •  — ; — ^ r  «P  •      , — y- 

2         dy^  ^ 

und 
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Zuerst  werden  die  Glieder  der  2.  Ordnang  vernachlässigt  und  zwei 
Gleichungen  von  der  Form 

3)  Aa+Bß=V, 

4)  4«+^j|8=rj 

erhalten,  welche  genäherte  Werthe  für  aund  ß  geben,  welche  zur  quadra- 
tischen Correction  in  den  Gleichungen  1)  und  2)  benutzt  werden.  Das 
Resultat  sind  zwei  Gleichungen,  ganz  ähnlich  den  Gleichungen  3)  und  4), 
in  'welchen  nur  T  und  Fj  andere  Werthe  angenommen  haben.  Die  Auf- 
lösung dieser  Gleichungen  giebt  verbesserte  Werthe  von  a  und  ß. 
Durch  Substitution  von 

;Pi  =  (H-«)aPu  und  y,  =  (l+/J)yn 
^''hült  man  zwei  Gleichungen 

-^(«u,yu)  =  0  und  f{xujyv)  =  0, 
>>^    Mrelchen  die  Functionszeichen  insofern  eine  andere  Bedeutung  haben, 
^^  die  Coefficienten  andere  sind.    Setzt  man 

^u=^l  +  «i  und  yg  =  l  +  ft, 
'^  erhält  man  die  Benutzung  der  Tajlor'schen  Beihe 


and 


^'obei  die  Glieder,  von  der  zweiten  Ordnung  angefangen,  vernachlässigt 
Verden.  Die  Auflösung  dieser  beiden  Gleichungen  giebt  iti  und  ßi  und 
d^ix^t 

a:  =  fl(l  +  «)(l  +  «,)   und  y  =  b{l  +  ß){l  +  ß,). 

Beispiel.     Es  seien  gegeben  die  zwei  Gleichungen 

a^+Sx^y  +  lOx^  —  189,562  =  0, 
y*  +  y»a:  +  20y  j?«  —  174,884  =  0 
^^d  man  kennt  die  Näherungs werthe 

a  =  l,7,    6  =  2,2, 
ar'        +      Sx^y      +     lOxy^     —189,562=0 
0,000000       0,930090  1,000000 

1,152245       0,691347  0,230449 

0,342423  0,684846 

1,152245       1,936860  1,915295 

1 4,198 a^+ 86,469  ar,«i^i  +  82,280  ari^j*  —  189^2  ~  0 
1)         (401««+424«/J  +  82/J»)  +  (4l3a+2SV^'i— ^,^Vb^=^ 
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•  y*       +       ^x        +      20yjr*       —178,884  =  0 

0,000000       0,000000  1,301030 

0,230449  0,460808 

l  ,369602       1 ,027269  0,342423 

1,369692       1,257718  2,104351 

23,425^,*  +  18,102  y,'a:,  +  127,160  y,x,*  —  174,884  =  0 

2)  (127a*  +  309a/J+195/J«)  + (272  c  + 275  jS)  — 6,197  =  0 

Aus  1)  und  2) 'erhält  man  mit  Vernachlässigung  der  Glieder  de 
ten  Ordnung 

a  =  0,0058 ,     ß  =  0,0168 
und  damit 

«•  =  0,000033,     « /J  =  0,000097,     j3*  =  0,000282. 
Damit  wird  die  quadratische  Correction  in 

Gl.  1):  401a*+424a/J+   82jJ«  =  0,076, 
-    2):  127a«  4- 309 of/3  + 195/5*  =  0,089 
und  die  verbesserten  Wertho  von  a  und  ß  erhält  man  ans  den  Gleic 

413«  +  251  /?  —  6,539  =  0 

272  «  +  275/J  —  6,108  =  0 

«  =  0,00586,   j3  =  0,0164 

log  (1  +  «)  =  0,002538,  log  (1  +  j3)  =  0,007065 

1,152245     1,9  6860      1,915295 

0,012690     0,007614      0,002538 

0,007065      0,114130 

1,164935     1,951939      1,931963 

14,6196  V  +  89,4415  Vyu  +  85,4994  jr„  ^u*  —  189,562  =  0 

3)  427  «,  +  260  ft  —  0,0015  =  0 

1,369692     1,257718      2,104351 

0,002538      0,005076 

0,028260     0,021  95      0,007065 

1 ,397952     1,281451       2,1 16492 

25,0007  yu*  +  19,1184  yu'j?u+  130,7651  yuX,,*  —  174,884  =  0 

4)  281 «,  + 288  ft  + 0,0002  =  0. 

Aus  3)  und  4)  folgt 

«,  =  -(-0,000010,     ft  =  ~  0,000010 
log  (1  +  «,)  =  0,000004 ,     log  (1  +  ft)  =  9,999996. 

j?  =  l,7(l  +  «)(l+«,) 
/ogF  1,7  =  0,230449 
%(!+«)=  0,002538 
log  (1  +  «i)  ==  0,000004 

/o^  j:  =  0,233991  • 

X  =  1,709980 
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y  =  2,2(l+iJ)(l+ft) 

%  2,2  ~  0,342423 

%  (1+13)  =0,007005 

/'>^(l+ft)  =  ö,Ü99il96 

/<,</ ^  —  Ö~349484 

^  -^  2,236(Ki2 

S.    Berechnung  der  imaginären  Wurzeln  höherer  Oleiohnngen. 

Die  Weddle'sclie  Methode  eignet  sich  in  vorzüglichem  Grade  zur  Bc- 
reolinung  der  imaginären  Wurzeln  hölierer  Gleichungen. 
Es  sei 

A^  a.«  +  A,  a"-»  +  --/,  .r""'^  +  .  .  .  +  ^/«-i  x  +  //„  =  0 
die   gegebene  Gloichung  und  man  kenne  einen  Näherungswerth 

a-"-^  {ciiS  <p  +  /  .vi/j  (jp) 
der   gegebenen  Wurzel.     Setzt  man 

<o   wird  die  transformirte  Glcichun;;^  mit  der  Unbekannten  u^ 

.  )      +  -^1  ^"""^  l^'^**  ('*  —  09^  +  '  **'" (w  —  1) 9]  •^i""* 

+  -^t  ^"""'^  [<^'*'^*  ('*  —  2)  9  +  I  si>i  (w      2)  9]  ai"- ^  +  . . . 
+  ^„_i  ^  {ros  q>  +  I  5IW  9)  J*i  +  ^„  =  0 
*^iii-     Ist  «  ein  genäherter  Werth   der  unbekannten  Wurzel  jt,  so  wird 
•*■!    nicht  viel  von  der  i^inhcit  verschieden ,  aber  im  Allgemeinen  eine  com- 
P^öx.e  Grösse  sein.     Setzt  man  also 

so    ^fverden  a  und  ß  kleine  Grössen  sein.    Bezeichnet  man  das  Polynom  der 
tileichung  i;  mit 

F{x,)  ^  0, 
**^  Ijiebt  die  erwähnte  Substitution 

F{l  +  a  +  ßi)~0 
oder  nach  dem  Taylor'schen  Lehrsatze,  indem  man  bis  zu  den  Gliedern 
der  zweiten  Ordnung  inclusive  entwickelt 

2)  F{i)  +  F\i)  {a  +  ßi)  +  ^F'\i)  («  +  ^1/^0. 

Die  Grössen  /"(l),  F'{\)  und  JF"(l)  sind  complexe  Cocfticienten,  wel- 
^"eu  man  die  Form 

F(l)  =  /?  (ms  k  +  I  sin  k) ,    F'(l)  =  li^  (coj?  A,  +  1  sin  A») 

i  F"(\)  ^=  7?,  (cosX^  +  I  sin  A,), 
obei  Ä,  Äj,  /?2>  A,  A, ,  A,  bekannte  Grössen  sind,  geben  kann.    Ebenso 
'***t  sich  a  +  ßi  auf  die  Form  bringen 

a  +  jS/  -  -  r  (ro.v  t/;  + ;  »vi/i  i/ij, 
^  *^bcr  r  und  i/;  unbekannte  Grössen  sind. 

Die  Gleichung  2)  nimmt  dann  folgende  Form  au 
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+  R{cosX  +  isink)  =0. 

Da  r  =  "/e^  +  j3'  eine  kleine  Grösse  ist ,  so  kann  man  in  ere 
proximation  r*  vernachlässigen  und  die  Gleichung  3)  reducirt  sich  s 

Ä,  r  [cos  {^  +  Ai)  +  I  sin  (^  +  A,)]  +  R  {cosk  + 1  sin  k)  =  0, 
ans  welcher  mit  Leichtigkeit 

r  =  ^    und   ^  =  l9lf  +  {k  —  k,) 

folgt.     Mit  diesen  genäherten  Werthen  von  r  und  '^  berechnet  n 
Glied  der  zweiten  Ordnung 

Ä,r«[cos(2t+il,)  +  i5m(2t(;  +  A,)] 
und  sucht  auf  dieselbe  Weise  wie  früher  die  neuen  verbesserten 
von  r  und  f\f.    Kennt  man  r  und  %  so  kennt  man  auch 

a  +  /St  =  ^  {cos^  + 1  sin ip) 
und 

1  +  «  +  /?»  =  ^1  (^os  9i  + 1  sinfpi), 
welches  ein  genäherter  Werth  von  x^  ist  und  wo  ^|  nahe  gleich  der  ] 
fpi  aber  ein  kleiner  Winkel  ist    Se'tzt  man 

a?!  =  (1  +  a  +  /?  0  *H  =  ^1  *n  {cos  y,  + 1  sin  9, ), 
so  erhält  man  eine  transformirte  Gleichung  mit  der  Unbekannten  o^u , 
eine  ganz  ähnliche  Form  wie  die  Gleichung  1)  besitzt,  nur  ist  in  de 

Q  in  ^^1 , 
also 

log  g  in  log  q  •+  log  q^ 
und 

9  in  9+^1 
tibergegangen.    Bezeichnet  man  auch  dieses  Polynom  wieder  mit 

4)  F{x^)  =  0, 

so  wird 

*I1  =!  +  «!  + A« 
und  die  Gleichung  4)  bis  auf  Glieder  der  ersten  Ordnung  genau  enl 

sein.     Man  findet  wie  oben  «i+A'  und  damit 

a?u  =  1  +  «i  +  ft  t  =  ^,  (costpt  +  isin(pt)y 
womit  man  in  der  Begel  die  Rechnung  schliessen  kann.     Die  Wui 
Gleichung  ist  dann 

*  =  «  *i ^u  =  ^  ^1  ^t  [cos  {g>  +  fpi  +  (pt)  +  i  sin  (q>  +  g>,  +  g,^)]. 
Durch  den  Gebrauch  der  Gauss'schcn  Logarithmen  für  die 
oder  Differenz  zweier  Zahlen  Hesse  sich  die  an  sich  schon  einfach« 
nung  nicht  un^iresentlich  abkürzen.  In  den  folgenden  Beispielen  sind 
die  Gauss'schen  Logarithmen  nicht  benutzt  worden. 
Beispiel.     Gegeben  sei  die  Gleichung 

dr**  +  15a:' — 100  aJ*  +  ^M!5^« -V  ^^VQO  =  0 
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•  —  --•  -^^"-*^  ^  .^^-•■-v     ^"^  ^^^/"W  «wf-^  * 


and  bekannt  der  Nfthenmgswerth 

a  =  ^  (co«9  +  ism(p)  =  2,6  +  3,9t 
log  Q  =  0,670916  9  =  56®  18'  36,0" 

0,0€0000  1,176091  2,000000  (180®  O'  O''),  5,441638 

5,7€9160  4,696412  2,683664(22514  24  ),  0,670916 


5,700160 (208®6*0),  5,872503  (34®  10'  12  ),  4,683664  (  45  14  24  ),  6,112554  (56®  18' 36") 
0,6729«     6,3029»      5,7902       5,6219  4,5314        4,5349  5,8566        6,0328 

(—4709  — 2009t)«i*®+  (616,9+418,7 1>,^  +  (33,99+34,27 1>/+  (718,8 +1078 1)0? 

+  3520  =  0, 
^enn   man   der  Kürze   wegen   die  ganze  Gleichung  durch   10^  dividirt. 
Seist  man 

*i  =  l  +  «+j5i, 
00  iat  bis  auf  die  Glieder  der  zweiten  Ordnung  genau 

( — 1Q8746— 814060  («+ /J0*  + (—41917— 15944 1)  (a  +  /Ji)  +  (l81— 478i)  =0 
5,8319  (202®  17')  4,6517  (200^49')  2,7084  (290® 45*), 

w^obei  die  zuletzt  angeführten  Zahlen  die  Logarithmen  der  Moduli  und  die 
'^V'^nmente  der  drei  complezen  Coefficienten  sind. 

Mit  Vernachlässigung  der  Glieder  der  zweiten  Ordnung  ist  genähert 
log  Modtdus  (a  +  ßt)  =  8,0567,     Argument  (a  +  ßt)  =  2e^ 56'. 
^Qr  das  compleze  Glied  der  zweiten  Ordnung  findet  man  damit 

den  log  Modulus  =  44,53,     das  Argument  sr:  22®9' 
^^d  dieses  Glied  selbst 

25,82  + 10,51 1. 
I^«ii  verbesserten  Werth  von  a  +  ßi  erhält  man  aus 

(—  41917  —  159441)  (a  +  ßi)  +  (206,8  —  467,5)  =  0 
4,6517  (200^49')  2,7086  (293® 52') 

'^«Äa  damit 

log  Modulus  (a  +  /Si)  =  8,0569,     Argument  («  +  ßi)  =  273®3' 

a  +  ßi  =  +  0,0006  —  0,01141 
log  Q^  =  log  Modulus  (l  +  «  +  /Ji)  =  0,000289 
9,=    Argument  (l +  a  +  ^i)  =  —  0®39'6" 
^»■^09160  (203®  6'0"),  5,872503  (34®10'l2"),  4,683664  (45®14'24"),  6,112554  (56®18'36"), 
^^OC>2890  (—6  31 0  ),  0,002023  (-4  33  42  ),  0,001156  (-2  36  24  ),  0,000289  (-0  39   6  ), 

^»•7X2050(196  350  ),  5,874526  (29  36  30  ),  4,684820  (42  38  0  ),  6,112843  (55  39  30  ), 
^*Wä3599«  6,167519«,  5,813757  5,568313,     4,551523    4,515604,    5,864220   6,029659 
C~  4938545  —  14706821)%*®  +  (651264  +  379095  i)V  +  (35606  +  32780  f)  V 

+  (731510  +  1070679  i)a?u  +  3520160  =  0. 
Setzt  man 

%  =  1  +  «1  + 18,  t, 
*^  iat  mit  Vernachlässigung  der  Glieder  der  zweiten  Ordnung 

—  48952668  —  10914356 f)  (a^  +  ft  1)  +  (—  5  +  2872i)  =  0 

7,6559  (193®57')  8^4588  (JWPft'^ 
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log  Modulus  (a,  +  ß^  t)  =^  5,«02 4  —  10,     Argument  (a,  +  /3,  i)  =r  76»9' 
a,  +  ß^i   ==  0,0000  1519  +  0,0000  OlÖOi 
htg  p,  =  log  Modulus  (1  +  a,  +  fJ,  f)  r=  0,000000,5 
«p,  ^     Argumetii  ( 1  +  a,  +  jS,  f )  =  0°0'  12,7" 
%(!    ^0,670910  (p  =  + 56"  18' 30,0" 

log  Qi  --  0,000289  (jp,  =  —   0  39    6,0 

log  Q^  =  0,000006,5  <jp,  =  +   0    0  12,7 

Jf^g  99t  9i  =  0,67121 1 ,5  g>  +  (Pi+q>i^       55»  39'  42,7" 

^ogQ9t99  e-05('<p+<jp, +9,)  =  0,422549,     loggQiQ^  sin  (<p4-<p,+g),)  =^0, 

a:  =  2,645750  +  3,872991 1. 
Der  angenommene  Wertli  war  aber 

a?  =  ^7  +  ij/i5 
/o^  ^7   =:=r  0,422  549     vollkommen  tibereinstimmend  mit  dem  obigen  Log 

rithmas, 
log  y\b  =  0,588  045,5  bis  auf  eine  halbe  Einheit  der  seclisten  Deeimale 

dem  obigen  Logarithmus  übereinstimmend. 

4.    Anflöinng  tranioendenter  OleiohnngeiL 

Auch  bei  dieser  Art  von  Gleichungen  wollen  wir  die  Verfahrungswei 
für  algebraische  Gleichungen  consequent  durchführen,  also  nicht  die  trai 
cendenten  Gleichungen  in  höhere  algebraische  verwandeln,  sondern 
gegebene  Gleichung  zweimal  transformiren  (das  zweite  Mal  mit  genai 
Interpolation),  um  die  Wurzel,  die  genühert  bis  in  die  erste  Deeimale  t_»>  *- 
kannt  sein  soll ,  mit  zwei  corrigirenden  Factoren  zu  multipliciren ,  wodoar*  ^h 
die  Wurzel  in  der  Regel  bis  auf  Einheiten  der  sechsten  Deeimale  gecj^  ^=)u 
erhalten  wird. 

Ist  z.  B.  die  Gleichung  gegeben 

1)  16'  +  25'  +  36'  —  36767,98  =  0 
und  ein  angenäherter  Werth  von  x  sei  a  =  2,8. 

Wir  setzen 

und  der  Kürze  halber 

M  =  16*^'8,    «  =  252.^  p  =  362^ 
so  wird  die  obige  Gleichung  übergehen  in 

m  .  nfi  +n.nP  +p  .pß    -  36767,98  ==  0 
oder  wenn  man  iwr,  tiP  und  pP  als  Exponentielle  in  Reihen  entwickelt  mind 
bei  der  zweiten  Potenz  von  ß  stehen  bleibt 

m(\+ßhn  +  ^ß'lm*)+fi(\  +^/w  +  i(3'/;j»)  +  p(l  +  /?/;^  +  i|3*//>')  — :W67,98  =Ö 
oder 

2)  (m  +  ti  +  p  —  30767,98)  +  ^  ('w  hg m  +  n  log»  +  p  logp) 

ß* 
+  -!--5  (m  Utqm^  +  II  Uu}  M*  -^  |i  Itiffp^)  =  0. 

2  3P 
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VernachlAsfligt  man  einstweilen  die  aweite  Potenz  von  /),  so  erhält 
iDAii  einen  vorl&uiig;en  Wertli 

_  M  [36767,08  —  (m  +  M  +  jp)  I 
m  log  m + n  log  n  +/>  log  p ' 
Mit  diesem  vorläufigen  Werthe  von  ß  wird  das  Glied  der  zweiten  Ord- 
nung in  der  (lleichung  2)  berechnet  und  sodann  nach  Aiibriugaug  dieser 
quadratischen  Correction  ein  neuer  verbesserter  Wertli  von  ß  erhalten. 

Wir  wollen  noch  ganz  kurz  ein  einzelnes  Glied  der  Gleichung  in  sei- 
ner   Entwickelung  bis  zum  Schlüsse  der  zweiten  Transformation  näher  be- 
trachten, z.  B.  das  Glied  16*. 
Es  ist 

m  =  16^'», 
d&her 

log  m  =  2,8  log  16, 
log  log  m  =  log  2,8  +  log  log  16. 
Diese  Grösse  log  log  m  ist  die  einzige ,  die  man  mit  genauer  fnterpola- 
tioo    zu  berechnen  hat,  und  dies  nur,  weil  sie  bei  der  zweiten  Transforma- 
tion   wieder  benutzt  wird,  wie  leicht  im  Voraus  einzusehen. 
Zu  log  log  m  nimmt  man  sogleich  log  m  und  annähernd  m. 
Als  Factor  von  ß  erscheint  ferner  der  Ausdruck  m  logm\  es  ist  aber 

log  (w  log  m)  =  log  m  +  log  log  m , 
^Ä-lier  ergiebt  sich  dieser  Logarithmus  aus  der  Addition  zweier  bekannter 
Logarithmen  und   man  hat  nur  annähernd   die  dazu  gehörende  Zahl  zu 
® bellen.     Ebenso  verhält  es  sich  mit  m  {Jogtnf^  da 

log  (m  log  m*)  =  /o^  m  +  2  log  m 
'^^  >    also  auch  hier  bereits  berechnete  Grössen  zur  Verwendung  kommen 
FUr  die  zweite  Transformation  ist 

logm' =  2,S{i  +  ß)  log  iü, 
log  log  m  =  log  (2,8  log  16)  +  log  (l  +  |8)  =  log  log  m  +  log  (1  +  ß), 
^^^     dass  sich  die  meisten' der  in  der  Rechnung  vorkommenden  Grössen  mit 
^^ Finger  Mühe  auseinander  ableiten  lassen,   wie  die  folgenden  Beispiele 
^och  deutlicher  zeigen  werden. 

^»    Vene  Daritellnng  und  Berechnung  der  Wnrieln  algebraitoher  nnd 

tranioendenter  Oleidhongen. 

Zum  Schlüsse  will  ich  noch  ein  anderes  Verfahren,  die  Wurzeln  höhe- 

^^^  Gleichungen  zu  finden,  auseinandersetzen ,  welches  in  einer  abgeändert 

^^n  Darstellung  der  Unbekannten  jeder   algebraischen  sowohl,  als  auch 

Jeder  transcendenten  Gleichung  besteht,  indem  nämlich  für  die  Unbekannte 

*  die  Form  einer  Exponenticllen  x  =  0*+**  angenommen  wird ,  unter  a  ein 

K^näherter  Werth  der  Wurzel  verstanden. 

Wie  die  Durchführung  der  Keclinung  durch  die  verschiedcxv^XL  O'^^'«.- 
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i 

tionen  erfolgt,  wird  das  folgende  Beispiel  zeigen,  ans  welchem  anch  ec 
sichtlich  bt ,  dass  die  Auflösang  der  im  letzten  Beispiel  angeführten  tran^ 
cendenten  Gleichung  das  Muster  für  alle  derartigen  Wurzelaaffindnng^ 

darstellt. 

* 

Beispiel.     Es  sei  gegeben  die  Oleichnng 

und  man  kenne  den  Näherungswerth 

a  =  l,7,    /o^  a  =  0,23044». 
Man  setzt 

und  erhJÜt 

2)         a*-f  4«  ^  24a»-f  5«  +  lft5a»+««  —  612«*+«  +  580  =  0 
oder 

3)   («*— 24a«+105a«—612a  + 580)  +  «-^ (4a*  — 3,24ii»+ 2,196a«— 1,61!^ 

+  \^C^)  (I6a*-.9,24a«  +  4,195a«— l,6l2a)=0, 

indem  man  bis  zu  den  Gliedern  der  zweiten  Ordnung  inclusive  entwicke  -< 
0,000000  1,380211.         2,290035  2,786751» 

0,921796  0,691347  0,460898  0,230449 

0,921796  2,071558«         2,750933  8,017200» 

8,352      —  117,912       +  563,551      — 1040,400      +  580,000  =  —     6,409 

33,408      —  353,736      + 1 127,102      — 1040,400  =  —  233,626 

133,632      —1061,208      +2254,204      —1040,400  =:+ 286,228 

Ferner  ist 

log  log  a  =  9,362575  log  J  =  9,698970, 

log  M  =  9,637785       -  log  (^)  =  9,449580 

log  (%^J  =  8,724790       log  l  y^J  =  9,148550 
log  (—  233,626)  =  2,368521»  log  286,228  =  2,456712 

2,093311»  1,605262 

Die  Gleichung  3)  übergeht  somit  in 
4)  (0,806790»)  +  (2,093311»)  a  +  (1,605262  a*  =  0, 

wo  die  eingeklammerten  Grössen  die  Logarithmen   der  entsprechende) 
Coefßcienten  sind.    Mit  Vernachlässigung  von  o*  erhält  man  zunächst 

vorläufiger  Werth  von  log  a  =  8,713479» 

log  9?  =  7,426958 
1,605262 

9,032220 
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das  Glied  der  zweiten  Ordnung  +  0,1077 

—  6,409 


—  6,3013 
%  (—  6,3013)  =  0,799431» 

2,003311 

verbesserter  Werth  von  log  a  =  8,700120« 

log  log  a  =  9,302575 

log  (a  log  a)  =  8,068695« 
aloga:^—  0,011714 
Ä    die  Stelle  von  a  tritt  nun  a=a^'^ 

„        „         „       loga    „      „        loga=     (l+a)  loga=z    loga  +  aloga 
„       n        „    nloga    „      „     nloga=:  91(1-^0)  loga  =  Hloga  +  naloga 
0,Ö21796  2,071558«  2,750033  3,017200« 

0,046856  0,035142  0,023428       —0.011714 

0,874040  2,036416«  2,727505  3,005486« 

-7,498       —108,747  +  533,955       —1012,713         +580,000  =  —     0,007 

,992        —326,341  +1067,910       —1012,713  =  —  241,152 

log  a  =       0,230449 
aloga=z  —  0,011714 

loga=       0,218735 

^^  =  0,504    (genähert). 
M 

Statt  der  Gleichung  4)  ist  nun  folgende  aufzulösen 

—  0,007       —  241.0,504  a  =  0 

«=  — 0,0000576 

log  a  =       0,218735 

a  log  a=z-^  0,000012,5 

loga'=       0,218722,5 
x  =  a"=       1,654712. 


•  :• 
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XVIIT. 
Allgemeine  Eigenschaften  der  algebraischen  Flächen.    . 

Von  M.  Dietrich, 

Jjehrer  an  der  Gewerbeschule  zu  München. 


Einleitung. 

Von   deu  bis  jetzt  bekannten   allgemeinen  Eigenschafton   der  aV  ^- 
braischen  Curven  sind  wohl  die  folgenden  drei  von  Newton  und  Co  "Ä^e« 
bereits  ausgesprochenen,  welche  die  Abschnitte  betreifen,  die  durch  6^ ioe 
solche  Curvo  auf  parallelen  oder  durch  feste  Punkte  gehenden  Transver- 
salen gemacht  werden ,  als  die  bedeutendsten  anzusehen. 

1.  „Wenn  man  in  der  Ebene  einer  algebraischen  Curve  Transver- 
salen zieht,  die  unter  einander  parallel  sind,  und  auf  jeder  von  ihnen  <3*^ 
arithmetische  Mittel  der  Abstände  ihrer  Schnittpunkte  mit  der  Curve  von 
einem  beliebigen  Punkt  der  Transversalen  von  letzterem  aus  aufträgt,  ^^ 
liegen  die  anderen  Endpunkte  dieser  arithmetischen  Mittel  in  einer  G^' 
raden." 

2.  „Wenn  man  um  einen  festen  Punkt  in  der  Ebene  einer  a1^®' 
braischen  Curve  eine  Transversale  sich  drehen  lÄsst,  welche  die  Curv©  ^^ 
so  vielen  Punkten  schneidet,  als  deren  Gradzahl  anzeigt,  und  auf  die ^^^ 
Transversalen  in  jeder  ihrer  Lagen  das  harmonische  Mittel  der  Abstäi:m  ^^ 
ihrer  Schnittpunkte  mit  der  Curve  von  jenem  festen  Punkt  aus  auftrü^^ 
80  liegen  die  anderen  Endpunkte  dieser  harmonischen  Mittel  in  einer  (^^ 
radeu." 

3.  „Wenn  man  durch  irgend  einen  Punkt  in  der  Ebene  einer  a1^^^ 
braischen  Curve  zwei  Transversalen  parallel  zu  zwei  festen  Geraden  zie^^ 
80  stehen  die  Prodncte  der  Abschnitte,  also  auch  die  geometrischen  M\t^^^ 
der  letzteren,  welche  auf  diesen  beiden  Transversalen  von  jenem  Panl^^^ 
bis  zu  ihrem  Schnittpunkte  mit  der  Curve  gemacht  werden,  unter  einan^-  ^^ 
in  einem  constanten  Yerhältniss,  das  von  der  Lage  jenes  Punktes  un^*'' 
hängig  ist.** 

Es  liegt  nun  nahe,  und  ist  auch  leicht  und  fast  ohne  alle  Rechnw.MMg' 
aasführbar,  aas  diesen  Sätzen  die  entsprechenden  Eigenschaften  der 
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'bTaischen  Flächen  abzuleiten.  Doch  möchte  eine  directe,  von  jenen  Sätzen 
»Abhängige  Aufstellung  dieser  Eigenschaften,  welche  dann  obige  Sätze 
Nieder  als  Zusätze  in  sich  enthalten,  schon  deshalb  den  Vorzug  verdienen, 
eil  sich  aas  dem  analytischen  Ausdrucke  derselben  leicht  noch  weitere 
igenschaften  als  Folgerungen  ergeben,  welche  man  sonst  wohl  nicht 
'^BV'ürde  erkennen  können.  Ich  erlaube  mir  daher,  diese  Aufstellung  im 
^Nachfolgenden  zu  unternehmen  und  derselben  nur  als  Einleitung  einige 
Bemerknngen  über  die  Asymptoten  der  algebraischen  Flächen  vorauszu- 
schicken. 

Die  allgemeine  Gleichung  der  Flächen  nten  Grades,  auf  rechtwinklige 
Coordinaten  bezogen,  sei: 

i&nd  die  Gleichungen  einer  beliebigen  Geraden  seien : 

2)  x=^z  +  a,   y=^z  +  b, 

Y  Y 

^^o  Oy  ß^  y  die  Cosinus  der  Winkel  bedeuten,  welche  diese  Gerade  mit  den 

Kichtnngen  der  Coordinatenachsen  macht.  Für  die  Schnittpunkte  dieser 
Geraden  mit  der  Fläche,  für  welche  die  Gleichungen  1)  und  2)  zusammen 
Gestehen,  erhält  man  durch  Einsetzen  der  in  2)  gegebenen  Werthausdrücke 
Von  X  und  y  in  die  Gleichung  l) ,  wenn  man  noch  die  hierdurch  entstehen- 
den Aggregate 

+  (^,«+^'j3)y--l^.(^,a«^.^/«^+^T))^-H...+^„««+...+-4<»)i3^ 

^t^{B,a  +  B'ß)y^+...,    Cy'*'^  +  {C,cc  +  C'ß)y^-^+ ...,  ... 
Abkürzung  beziehungsweise  mit  %,  93,  €, . .  •  darstellt,  die  Gleichung: 

3)  Y^'.f^-z  +  a.lz  +  b.z^ 

(•r.+'r,)H'--+[*(%4+'r>+K".-.+".i)*» 

Setzt    man    hier    für  a  und   b    die  die   Coordinaten  r,  9,  3    irgend 

^^^es  Punktes  der  Geraden  2)  enthaltenden  Werthe  r 3>  n  —  —  3   ein, 

Y  Y 

^^   erhält  man  mit  Beachtung  der  bekannten  Eigenschaft  einer  homogenen 

^^inction  mten  Grades  JJ  (er,  j3,  y) : 

^aeh  den  nötbigen  Reductionen  für  die  Coefficienten  obiger  Gleichung  vom 
sweiten  angefangen  die  Ausdrücke : 

27 '^ 
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j[yt2).?(_2(M_i)y}.y)9i+«(«— i)j*-«]+r[y''S5— («  — >)J-®l+y*' 

|(j.s/>»5i_S(«  —  2)y*3./>»^+3(n—l)(«—2)y3*. />«—«(«  — l)(«—2)l*-'    -    ■ 
+4y  [,.'//'SB-2(n-2)j.j.  Z>33  +  (n-l)(n-2)i'.»]+y*[y^6— (»— 2^-  6)+/'    *■- 

•  •^••* •••••••• 

in  welchen  mit  D  das  Symbol:  c-—  +nT^  +  3-T--  angedeutet  ist. 
%  da        dp        dy 

Aiis'dor  Gleichung  3)  zeigt  sich  sogleich,  dass  eine  algebraisc        he 

Fläche  nten  Grades  durch  eine  Gerade  im  Allgemeinen  iK=a  ii 

(nie  mehreren)  Punkten  und  also  durch  eine  Ebene  in  eitt.    er 

Curve  Uten  (nie  höheren)   Grades  geschnitten  wird.     Weni^j-er 

als  n  Schnittpunkte  aber  erhält  man  in  zweierlei  Fällen,  nämlich  einnrujsi.], 

wenn  für  besondere  Werthe  der  Zahlen  a,  j3,  y,  a  und  6,  d.  i.  flir  be8ond€*ire 

Richtungen  und  Lagen  der  schneidenden  Geraden  ein  oder  mehrere  Pcic&r 

von  Wurzeln  imaginär,  dann  auch,   wenn  der  erste  oder  mehrere  <ier 

ersten  Coefficienten  dieser  Gleichung  Null  und  dadurch  eine  gleiche  An- 

zahl  von  Wurzeln  unendlich  gross  werden.*) 


*)  Wird  nämlich  in  der  Oleicbang: 

vorerst  a^  gleich  Null,  so  werden  die  Quotienten 

-^=-(1,4-2,...)»     -^=2:,(2,+i,  +  ...)4-2,28+...,  ... 
unendlich,  während  die  Quotienten 

endliche  Werthe  behalten,  woraus  folgt,  dass  eine,  und  nur  eine  der  Wurielo  ^^^^ 
gegebenen  Gleichung,   etwa  Z|  unendlich  gross  geworden;   es  wird  dann  soglei-«^^* 

^— ^         V^'t'^1   •   •  •  0  »  =Z«3j  +  ..#,    .•• 

entsprechend  der  Gleichung 

Werden  ferner  a^  und  a^  Null,  so  werden  dadurch  sowohl  die  Quotienten 


als  auch 


» 


.  •  • 


unendlich,  während 

^,  2,r,-f2,:s-f ...  '    fl,  2,2,-fr|ra4-...  '"' 

endlich  bleiben,  woraus  man  schliessen  kann,  dass  zwei  der  Wurzeln,  etwa  Zf  H^" 
Zji  unendlich  geworden,  wodurch  dann 

■— =^  —  (Zs+Z44-...j,     -—  —  ZjZ^H-...,  . .. 
a^  Of  * 

wird,  entsprechend  der  Gleichung 

Aehnlich  lässt  sich  schliessen,  wenn  drei  oder  noch  mehr  der  Coefficiesten      ^ 
Nall  werden. 
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ß^0^^^^^t0^^^ii^>^^^ 


Dnrch  das  Eintreten  dieses  letzteren  Falles  erhält  die  Gerade  für  die 
tehe  eine  besondere  Bedeutung.  Nähert  sich  nämlich  vorerst  in  der 
Mchong  3)  der  erste  Coefficient  91  der  Null,  so  wird,  da  nach  der  eben 
nachten  Bemerkung  dann  eine  der  Wurzeln  dieser  Gleichung  unendlich 
'd,  einer  der  Schnittpunkte  der  Geraden  mit  der  Fläche  auf  dieser 
ner  weiter  hinausriicken  und  mit  dem  Verschwinden  von  %  sich  im  Un- 
llichen  verlieren.     Da  der  Werth  von  91  blos  von  den  Zahlen  a,  /3,  y, 

0  blos  von  der  Hichtung  der  Geraden  abhängt,  so  wird  das  eben  Gesagte 
s  ftfr  eine  Gerade,  so  für  alle  mit  dieser  parallelen  gelten,  und  die  Fläche 
bst  demnach  nach  dieser  Kichtung  sich  ins  Unendliche  ausdehnen.    Un- 

diesen  parallelen  Geraden  werden  ferner  auch  solche  sein,  für  deren 
londere  Lage  auch  noch  der  zweite  Coefficient  in  3)  verschwindet,  wel- 
>r  ausser  von  a,  ß^  y  auch  noch  von  a  und  b  oder  r,  9,  3,  d.i.  von  der 
^e  der  schneidenden  Geraden  abhängig  ist.  Je  mehr  nun  eine  der  in 
*  Richtung  (a,  /3,  y)  gehenden  Geraden  dieser  besonderen  Lage,  also  dem 
.<iprechend  jener  zweite  Coefficient  der  Null  sich  nähert,  um  so  weiter 
*d  auf  dieser  Geraden  auch  noch  ein  zweiter  ihrer  Schnittpunkte  mit  der 
Iche  hinansrücken  und  mit  dem  Eintreten  derselben  in  die  genannte 
ge  gleichfalls  im  Unendlichen  verschwinden,  während  er,  sobald  die  Ge- 
le über  diese  Lage  hinweg  ist,  entweder  auf  derselben  Seite  oder  auf 
r  entgegengesetzten  wieder  erscheint,  je  nachdem  der  zweite  Coefficient 
8)  beim  Durchgang  durch  Null  sein  Vorzeichen  beibehält  oder  ändert, 
dieser  besonderen  Lage  nun,  wo  die  Gerade  die  Fläche  nach  einer  Seite 

1  nicht  mehr  trifi*t,  ihr  aber  doch,  je  weiter  hinaus,  desto  näher  kommt 
1  beim  geringsten  Heraustreten  aus  ihrer  Lage  oder  Richtung  dieselbe 
'h  wirklich,  wenn  auch  noch  ferne,  erreicht,  nennt  man  sie  eine 
jrmptote  der  Fläche.  —  Wenn  für  gewisse  Werthe  von  o,  /5,  y  nicht 
'  der  erste,  sondern  unabhängig  von  a  und  b  oder  von  r,  9, «3  noch  meh- 
9  nachfolgende  der  ersten  Coefficicnten  der  Gleichung  3) ,  etwa  bis  zum 
u  verschwinden ,  so  ist  dann  leicht  zu  sehen ,  dass  auf  allen  Geraden, 
che  die  durch  jene  Werthe  von  a,  ß,  y  bestimmte  Richtung  haben,  so- 
ich  je  k  Schnittpunkte  derselben  mit  der  Fläche  im  Unendlichen  liegen 

eine  solche  Gerade  erst  in  jenen  Lagen  eine  Asymptote  der  Fläche 
1,  in  welchen  die  entsprechenden  Werthe  von  a  und  b  auch  noch  den 
H  Coefficienten  mit  zu  Null  machen. 
Die  Bedingungen ,  dass  die  Gerade  2)  eine  Asymptote  der  Fläche  1) 
bestehen  demnach  im  Allgemeinen  in  den  Gleichungen: 

6)  91  =  0 
l 

7)  ^•«  +  7^-^  +  33 
'  da  da 
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von  denen  die  erste  die  Richtungen ,  die  zweite  für  jede  dieser  Hiehtong  ^^ yi 
die  Lagen  dieser  Asymptoten  bedingt.  Wenn  für  besondere  der  Gleichn -^-^  0 
0)  genügenden  Werthe  von  «,  jU,  y  unabhängig  von  a  und  h  oder  von  r,  9^    j 

die  Gleichnno^  7)  mit  erfüllt  wird,  also  von  den  Ausdrücken  ---  ,  --^,  i^nd 
°    '  da     dp 

d% 
hiermit  auch  — ,  sowie  33  joder  für  sich  Null  wird,  wodurch  angezeigt  i 

dy 

dass  in  der  entsprechenden  Kichtung  eine  Gerade  immer  zwei  ihrer  Schnit 

punkte  mit  der  FlHche  zugleich  im  Unendlichen  hat,  so  unterliegt  sie,  ai 

eine  Asymptote  der  Fläche  zu  werden,  der  weiteren  Bedingung: 

oder 

welche  sich  ergiebt,  indem  man  den  dritten  Coefficienten  iii  3)  mit  Beach- 
tung der  Gleichungen  6)  und  7)  gleich  Null  setzt.  In  ähnlicher  Weise  er- 
hält man  auch  die  Bedingungen,  welche  bestehen,  wenn  eine  Geradi 
Asymptote  der  Fläche  werden  soll,  von  welcher  in  gewisser  RiclitQD| 
immer  drei  oder  mehrere  Schnittpunkte  mit  der  Fläche  zugleich  im  Ua  ^* 
endlichen  liegen.  * 

Die  Gleichungen  6)  und  7),  t^-elche  die  Bedingungen  enthalten,  uate  ^v 
welchen  eine  Gerade  eine  Asymptote  der  Fläche  1)  wird,  lassen  die  Rieh  —^ 
tung  und  Lage  einer  solchen  noch  unbestimmt  und  bedingen  dieselben  niL  ^ir 
theilweise,  so  dass  einer  Fläche,  welche  überhaupt  Asymptoten  hat,  dei 
eine  unbegrenzte  Anzahl   zukommt.     Die  Richtungen  dieser  Asymptol 
sind  alle  parallel  den  Seiten  eines  Kegels  vom  nten  Grade,  dessen  GleS.^ 

chung  man  e'rhält,  wonn  man  in  C)  für  a,  j3,  y  die  Werthe  — — ',  ^-7—,  — y— — ' 

einsetzt,  wo  |,  r/,  f  die  Coordinaten  der  beliebig  genommenen  Spitze  dies^*  -* 
Kegels  sind.    Es  ergiebt  sich  als  Gleichung  dieses  die  Asymptotenrichtai 
gen  der  Fläche  1)  enthaltenden  Kegels: 

9)  A{z^i)^  +  y,{x^^)  +  A\y-ii)](z-iy-^  +  ...+Mx^^)^  +  ... 

Die  Gleichungen  7)  und  8)   ferner,    welche  die  Werthe   der  Zahlei 
a  und  b  oder  r,  9,  3  beschränken,  zeigen  sogleich,  dass  jeder  der  aus  6 
bestimmPen  Richtungen  eine  unbegrenzte  Anzahl  von  Lagen  der  Asympto — ^ 
ten  zukommt,  und   zwar  liegen  diese  alle  im  Allgemeinen  in  einer  Ebene^' 
als  deren  Gleichung  die  Gleichung  7)  selbst  angeschen  werden  kann.  WinL 
aber  für  eine  gewisse  Richtung  die  Gleichung  7)  unabhängig  von  r,  i|,  j  er- 
füllt,  HO  worden  die  Lagen  der  in  dieser  Jtichtung  gehenden  Asymptoten 
durch  die  Gleichung  8)  oder  eine  höhere  noch  bedingt,  ausweichen  ersieht-  j 

lieh  iht,  dass  diese  Asymptoten  dann  die  Seiten  eines  Cylinders  des  zwei-         J 
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ten  oder  eines  höheren  Grades  sind.     Die  so  sit^h  als  Ort  der  Asymptoten 
Ton  gleicher  gegebener  Richtung  ergebende  Ebene  oder  den  Gleiches  dar- 
itelleaden  Cylinder  kann  man  die  dieser  Richtung  zugehörige  Asympto- 
tenebene oder  Asymptotencylinder  der  Fläche  nennen. 
Schneidet  man  die  Fläche  l)  durch  die  Ebene 

10)  Lx  +  My  +  Nz  +  P=0, 

so  werden  die  in  dieser  Ebene  liegenden  Asymptoten  der  Fläche  zugleich 
die  Asym^ptoten  der  Schnittlinie  derselben  mit  der  Ebene  10)  sein.  Die 
Richtungen  dieser  Asymptoten  bestimmen  sich  aus  den  Gleichungen 

11)  «=0   und   La  +  Mß+Nyz^zO, 

welche  je  n  Werthe  der  Quotienten  —  und  ~ ,   also   auch  n  verschiedene 

oder  zum  Theil  oder  durchaus  gleiche  Richtungen  fUr  die  Asymptoten  lie- 
fern. Diese  werden,  wie  sich  aus  den  Gleichungen  ]1)  sogleich  zeigt,  für 
ille  mit  10)  parallelen  Ebenen  dieselben  sein,  woraus  folgt,  dassparal- 
leleSchnitte  auf  einer  algebraischen  Fläche  auch  parallele 
Asymptoten  haben.  Die  einer  der  aus  11)  erhaltenen  Richtungen  ent- 
sprechenden Lagen  der  Asymptoten  findet  man  sodann  ans  den  Gleichungen 

12)  :7^.a  +  --^.6  +  S  =  0  und  La  +  Mb  +  P  =  0, 
da  dp 

®der  auch 

rf9l         cfS         d% 
t^  +  ^^  +  i^  +  Sb^OnnALt  +  M^+Ni  +  P^O, 

welche  für  jede  Richtung  je  eine  Lage  der  Asymptote  bezeichnen ,  weiche 

'ctztere  auch  als  der  Schnitt  der  gegebenen  Ebene  mit  der  ihrer  Richtung 

'^gehörigen  Asymptotenebene  betrachtet  werden  kann.     Die  Bedingung, 

^^ea  wenigstens  zwei  der  aus  11)  folgenden  Richtungen  gleich  sind,  heisst, 

^^Q  leicht  zu  finden, 

da  dp  dy 

*^®lche  ausspricht,  dass  dann  die  Asymptotenebene  der  Richtung  (a,  j3,  y) 

*^T  Ebene  10)  parallel  ist.     Die  Gleichungen  12)  liefern  in  diesem  Falle 

**Äetidliche  Werthe  oder  bestehen  für  jeden  Werth  von  a  und  6,  letzteres 

^^<ln  der  Quotient  S3  :  P  den   in   obiger  Bedingung  stehenden  gleich  ist. 

S«*  (/9     d%     d% 

"^*tie  Ausnahme  macht  der  Fall,  wo  -— ,    -—-,    -7—  ^nd  ©  jedes  für  sich 

da      dp      dy  ' 

^^11  wird,  welcher  auch  der  für  gleiche  Richtungen  der  Asymptoten  eben 

^^fgestellten  Bedingung  genügt.    In  diesem  Falle  dienen  zur  Bestimmung 

Lagen  der  so  gerichteten  Asymptoten  dio  Gleichungen 


^^  *(''^+''Ä)'*  +  ("Ä  +  ''Ä)®+*^="  "'"•  i«+;»f6+/>=0.. 


dßj        '   \   do   '      dß. 
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und  Zc  +  ;i!/i|  +  iV3  +  P=0, 
welche  'den  Asymptoten  zwei  verschiedene  oder  nur  eine  Lage  zuweist,  Ji 
nachdem  die  aus  13)  kommenden  Werthpaare  von  a  nnd  b  bezüglich  r&d 
und  ungleich ,  oder  gleich  sind.  Sind  aber  die  genannten  Werthe  imagin  ^i 
so  ist  damit  angezeigt,  dass  eine  in  der  gegehenen  Richtung  gehende  Gte 
rade  in  keiner  Lage,  weder  in  bestimmter  Nahe,  noch  unendlich  fex*n 
Asymptote  der  Schnittlinie  oder  der  Fläche  werden  kann,  und  dass  des m 
nach  Schnittlinie  und  Flache  nach  dieser  Richtung  hin  sich  nicht  ins  LTn 
endliche  ausstrecken.  Die  zwei  verschiedenen  Lagen  von  gleich  gerichi'te 
ten  Asymptoten  in  der  Ebene  10)  erhält  man,  wenn  diese  Ebene  den  in  de: 
ersten  der  Gleichungen  13)  dargestellten  Cylinder  schneidet,  nur  eine  Lftge 
wenn  sie  diesen  Cylinder  berührt,  und  keine  Lage,  d.  i.  keine  Asymptote 
wenn  die  Ebene  ganz  ausserhalb  des  Cylinders  liegt.  —  Durch  Fortsetzuni 
dieser  Schlussweise  kon)mt  man  zur  Erkenntniss,  dass  die  Schnittlinie  eioei 
Fläche  nten  Grades  mit  einer  Ebene  höchstens  n  Asymptoten  haben  kann 
welche  sich  alle  als  die  Schnitte  dieser  Ebene  mit  den  gewissen  Richtun^d 
zugehörigen  Asyraptotenebeuen  oder  Asymptotencylindern  ergeben;  an* 
dass  sie  keine  solche,  weder  in  bestimmter  Lage,  noch  unendlich  fern  H*^ 
wenn  die  für  die  Richtungen  der  Asymptoten  bestehenden  Bedingung^ 
gleichungen  diesen  entweder  blos  imaginäre  oder  auch  noch  paarwetB' 
gleiche  reelle  Werthe  liefern,  und  wenn  im  letzteren  Falle  dann  die  se^ 
Bestimmung  der  Lage  der  Asymptoten  dienenden  Gleichungen  den  B*' 
stimmnngsstücken  imaginäre  Werthe  geben.  Hiermit  ist  auch  das  Mit'^ 
gegeben,  zu  erkennen',  ob  eine  algebraische  Fläche  oder  ehe  ^ 
Schnitte  einer  solchen  vollständig  geschlossen  seien  od  ^ 
nicht. 

Die  Gleichung  0),  welche  die  Richtungen  der  Asymptoten  der  Fläche 
bedingt,  enthält  blos  die  mit  den  verschiedenen  A  dargestellten  Coefficic^  ^ 

ten  der  Gleichung  l),  deren  Anzahl  ^ — — '■ — -  ist,   und  ist  bezügli- ^ 

dieser  linear.    Wenn  also 

{n  +  l){n  +  2)     ^^n(/i  +  3) 
2  2       ~ 

verschiedene  Asymptotenrichtungen  gegeben,  so  erstehen  daraus  eben  -^ 
viele  verschiedene  Formen  der  Gleichung  0),  aus  welchen  sich  dann  ei^ 
gleich  grosse  Anzahl  der  Coeffieicnten  A,  also  alle  bis  auf  einen,  als  b 
stimmt  Vielfache  dieses  letzteren ,  unbestimmt  bleibenden  ergeben.  Set?^ 
man  diese  Werthausdrücke  für  die  Coefficienten  in  der  Gleichung  0)  ei 
so  fällt  jener  unbestimmt  gebliebene  Coefficient  durch  Division  weg  ur^ 
die  Coefficienten  dieser  Gleichung  erscheinen  als  bestimmte  Function^ 
der  gegebeuen  Richtungen.    Hieraus  folgt,  dass  für  ciue  Fläche  nten  6r-^ 
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M  (tk  Jkm  ^^ 

des  nur  — ^ verschiedene   Asymptotenrichtungen    willkürlich    ange- 

iß 

nommen  werden  können,  durch  welche  dann  auch  alle  Übrigen  Asympto- 
tenrichtnngen  rollständig  bestimmt  sind,  nnd  dass  ferner  zwei  Flächen 

fiten  Grades,  welchen  — verschiedene   Asymptotenrichtungen    ge- 

meinscbaftlich  sind,  auch  alle  übrigen  gemein  haben.  Solche  Flächen, 
welche  daran  zu  erkennen  sind,  dass  die  Coefficienten  der  mit  der  höchsten 
Dimension  der  Coordinaten  versehenen  Glieder  ihrer  Gleichungen  bezüg- 
lleb  gleich  sind,  kann  man  Flächen  gleicher  Asymptotenrichtung 
nennen. 

Da  gemäss  der  Gleichung  7)  die  Neigung  der  zur  Asymptotenrichtung 
(«,  /},  y)  gehörigen  Asymptotenebene  gegen  irgend  eine  Gerade  oder  Ebene 
blos  von  den  Coefficienten  des  Polynoms  ^ ,  die  Lage  derselben  aber  auch 
noch  von  dem  Polynom  93  abhängt,  so  sieht  man  sogleich,  dass  alle  Flächen 
desselben  Grades  und  von  gleicher  Asymptotenrichtung  'die  irgend  einer 
ihrer  Asymptotenrichtungen  zugehörigen  Asymptotenebenen  parallel  haben. 

Haben  diese  Flächen  aber  zu  — ^-^ Asymptoten richtungen  (so  gross  ist 

AQch  die  Anzahl  der  in  93  vorkommenden  Coefficienten  B^  die  Asymptoten- 
ebenen gemeinschaftlich,  so  sind  ihnen  auch  die  allen  übrigen  Asymptoten- 
>^cbtungen  zugehörigen  Asymptotonebenen  gemein  (da  in  ihren  Gleichun- 
8^11  dann  nicht  blos  die  Coefficienten  A^  sondern  auch  noch  die  zur 
•Weithöchsten  Dimension  ihrer  Coordinaten  gehörigen  Coefficienten  B  die- 
■ölben  sind). 

Nacji  diesen  Bemerkungen  über  die  Asymptoten  der  algebraischen 
^Iftchen  soll  nun  zur  Untersuchung  der  Eigenschaften  der  durch  eine 
•olche  Fläche  auf  geradlinigen  Transversalen  gemachten  Abschnitte  vor- 
sprangen werden. 

I. 

ßind  ]9j,]9t,...,Pn  die  Schnittpunkte  der  Geraden  2)  mit  der  Fläche  1) 
'^'^d  zwischen  denselben  der  Punkt  p  oder  (r,i>,  3)  so  gelogen,  dass  seine 
^batände  von  den  auf  der  einen  Seite  desselben  befindlichen  Schnitt- 
Punkten  dieselbe  Summe  geben,  wie  die  Abstände  desselben  von  den 
^^Hnittpunkten  auf  der  anderen  Seite,  dass  also 

PPi  +  PJ»t  +  •  •  •  +  FP.  '-^Pi-^x  F  +  . . .  +  jt>ii  F 
'^^  Y  80  hat  man  auch,  wenn  man  alle  diese  Punkte  auf  einen  weit  genug 
Zurückliegenden  Punkt  n  bezieht, 

(p»— p,  w)  +  (pTJ -'Pt n)  +  ...  +  ij^n—pin)  =  (jO/4.1  ;t  —  pjj)  +  . . . 

+  (Pii»  — F^) 
^«Ifr 

14).  -Si(p«  — Pa^)  =  0, 
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welche  Gleichung  dann 

n 
giebt;  d.  h.  es  ist  alsdann  der  Abstand  des  Punktes  p  von  einem  beliebig 
auf  derselben  Geraden  gewählten  Punkte  n  das  arithmetische  Mitt 
der  Abstände  der  Schnittpunkte  p  von  demselben  Punkte.    Mau  kann  d 
wegen. den  Punkt  f  den  arithmetischen  Mittelpunkt  der  Punkt 

nennen.     Wegen  »»  = und  p;r  = wird  nun  aus  14) : 

Y  y 

^[(3.-0  — («*  — ß]  =  Ä(3  — t*)  =  n3  — 2;zt  =  0, 
woraus ,  da  die  Gleichung  3)  sogleich 

giebt,  für  den  Punkt  p  die  Bedingung  entsteht: 

15)  r.  — +  !>.— +3.--  +  S  =  0, 

da  dp  dy 

welche  Gleichung  denselben  blos  noch  von  der  Richtung  der  Geradexm  2) 
abhängig  lässt  und,  da  sie  für  alle  mit  jener  parallelen  Geraden  dieselbe 
bleibt,  den  Ort  des  Punktes  p  auf  diesen  Parallelen  als  eine  Ebene  l>^' 
zeichnet.     Man  hat  demnach  den  Satz: 

I.  „Wenn  man  eine  Reihe  Transversalen  zieht,  dieax^' 
ter  einander  parallel  sind,  und  auf  jeder  von  ihnen  d^^* 
arithmetische  Mittel  der  Abstände  ihrer  Schnittpunkte  m  *^ 
einer  algebraischen  Fläche  von  einem  beliebigen  PunR*^® 
der  Transversalen  von  letzterem  aus  aufträgt,  so  lie^^  ^ 
die  anderen  Endpunkte  dieser  arithmetischen  Mittel  ^  ^ 
einer  Ebene." 

Die  durch  die  Gleichung  15)  ausgedrückte  Ebene  nennt  man  die  ^  ^' 
Transversalenrichtung  {a^ß^y)  zugehörige  Diametralebene. 

Dem  in  I.  ausgesprochenen  Satz   lassen  sich  noch  folgende  Benm.^  ^' 
kungen  anfügen: 

a)  Der  Winkel  q)  einer  Diametralebene  mit  der  ihr  zugehörigen  Tri 
Versalrichtung  ist  bestimmt  durch  die  Gleichung 

stn  q>  = 


/(:-!)•- Q"+D" 


1«) 

«91 


vmMmw 


Von  M.  Dietrich.  407 

^welche  seigt,  dass  im  Allgomeinen  unendlich  viele  Trahsversalrichtnngen 
^e^en  die  zugehörigen  Diametralebenen  gleich  geneigt  sind.  Zieht  man 
durch  irgend  einen  Punkt  n  nach  allen  jenen  Kichtungen  Gerade,  welche 
xnit  ihrer  Diametralebene  bezüglich  denselben  Winkel  (p  machen,  so  wer' 
d«ii  diese  Geraden  die  Selten  eines  Kegels  vom  Grade  2n  sein,  dessen 

C31eichung  man  erhält,  wenn  man  in  16)  statt  «,  /3,  y  die  Werthe  — - — , 

\— —  setzt,  wo  lz=z]/{x  —  J)*  +  (.y — vif  +  {^ — f)*  ist,   welche  jene 

Z»hleii  durch  die  Coordinaten  der  Kegelspitze  n  und  eines  beliebigen  an« 
deren  Punktes  auf  einer  Seite  des  Kegels  ausdrücken.    Für  ^=0  reducirt 
sich  die  Gleichung  10)  auf  3(=0  oder  auf  die  Gleichung  6),   welche  die 
-v^erachiedenen  Asymptotenrichtungen  der  gegebenen  Fläche  enthält.    Da 
d»i»n  auch  die  Gleichung  15)  mit  7)  identisch  wird,  so  folgt,  dass  die 
irgend      einer     Asymptotenrichtung     einer     algebraischen 
]Pl£che    zugehörige    Asymptotenebene    zugleich    auch    den 
rFr ansversalen    dieser  Richtung  als  Diametralebene   zuge- 
hört. —  Ist  endlich  der  Winkel  q>  ein  Rechter,  so  geht  die  Gleichung  16) 
über  m : 

(  d%    ^d^\^,(^d%      d^\*/dn      rfay    ^ 
Vdß-^dl^)  +  Vd:^-^dß)  +  Vd^-''dy)^'^ 

welche  Gleichung  in  die  Beziehungen  zerfällt : 


17) 


d'S, 

„d% 

u—z 

■^a- 

:0, 

rf/J 

^1 

.d% 

d« 

^J7- 

^.dß 

0, 

d% 

rf« 

^  da 

'^dy- 

:0, 

da  dd     ^       dv 


^^r  auch 

d%  rf^«  J« 

dß  '^~dy 
Je  zwei  dieser  Gleichungen,  mit  welchen  auch  die  dritte  erfüllt  wird, 

'cfern  die  Werthe  von  —  und  — ,   also  die  Richtungen  der  Transversalen 

r        r 

***  bestimmter,  «*  nicht  tibersteigender  Anzahl.  Diese  Richtungen,  welche 
ß^gen  die  zugehörigen  Diametralebenen  senkrecht  sind,  kann  man  die 
**^Uptrichtungen  und  die  zugeliörigcn  Diametralebcnen  die  Haupt- 
®"^nen  der  gegebenen  Fläche  nennen. 

b)  Da  die  Gleichung  15)  ebenso  wie  7)  ausser  von  den  Coefficienten 

^^  Foljnoms  21  nur  noch  in  dem  letzten  die  Lage  der  Diametralebene  be- 

**^genden  Gliedc  33  von  den  verschiedeneu  Coefficienten  B  aus  der  Glei- 

'^Hng  1)  abhängt,  so  ist  ersichtlich,  dass  bei  einer  Fläche  wten  Grades 

^   gegebener  Asymptoteurichtung,   d.  h.   w^V^iVk^  uviX.  <i\w^x  ^<^^<5^^\3ävl 
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Fläche  desselben  Orades  von  gleicher  Asymptotenrichtang  ist,  durch  die 

ZU  — ^^ verschiedenen    Transversalrichtungen    gehörigen   Diametral- 

ebenen  auch  für  alle  übrigen  Transversalrichtungen  die  Diametralebenen 
bestimmt  sind.  Während  also  zwei  Flächen  itten  Grades  von  gleicher 
Asymptotenrichtung ,  wie  alle  Asymptotenebenen,  so  auch  für  jede  Trans- 
versalenrichtung  die  Diametralebenen  im  Allgemeinen  bezüglich  parallel 

haben,  haben  sie,  sobald   für  beide  die  zu  — ^ '   verschie- 

denen  Transversalrichtungen  gehörigen  Diametral-  o<1er 
Asymptotenebenen  bezüglich  dieselben  sind,  auch  die  allen 
übrigen  Transversalrichtungen  zugehörigen  Diametral- 
und  Asymptotenebenen  gemeinschaftlich. 

c)  Lässt  man  die  Richtnng  einer  Transversalen  nach  einem  gegebenen 

«       ^  P 

Gesetze,  welches  durch  eine  Gleichung  zwischen  deu  Quotienten  —  nnd  — 

y       y 

ausgedrückt  werden  kann,  sich  ändern,  so  wird  dem  entsprechend  aa<^h 
die  zugehörige  Diametralebene  ihre  Lage  und  Neigungen  ändern  und  zwar 
werden  die  Durchschnitte  je  zweier  nächst  aufeinander  folgender  La^en 
derselben  eine  Cnrve  berühren,  die  Diametralebene  selbst  also  in  jeder 
ihrer  Lagen  Wendungsberührebene  einer  Curvc  sein,  deren  Gleichungen 
man  erhalt,  wenn  man  aus  der  das  Aenderungsgesetz  der  Transversalricli- 

tungen  ausdrückenden  Gleichung,  welche  —  als  Function  von  —  giebt,  bo- 

y  y 

dann  aus  der  Gleichung  15)  und  ihrer  ersten  und  zweiten  nach  ~  gehorom®' 

y      • 

nen  Ableitung  die  Quotienten  —  und  -^  oder  die  Zahlen  a,  ß,  y  elimini 

So  werden  z.  B.  die  Diametralebenen,  welche  den  der  Ebene  10)  parallel 
Transversalen  zugehören,  Wendungsberührebenen  einer  Curve  sein,  der" 
Gleichungen  sich  durch  die  Elimination  von  a,  /3,  /  aus  den  Gleichun^^^ 

La+Mß+Ny  =  0, 

ergeben,  von  denen  die  letzten   drei   bezüglich  der  Zahlen   a,  ß^  y 
Grade  (n— 1),  («  —2),  (w— 3)  haben. 

d)  Die  allen  möglichen  Trans versalenrichtungen  zugehörigen  Di 
trahbeueu  berühren  ciuc  Fläche,  deren  Gleichung  man  erhält,  wenn  m 


'r.,.f 


« 


le 
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a  ß 

mns  der  Gleichnng  15)  und  ihren  partiell  nach  —  nnd  — ,  oder,  was  das- 

Y  Y 

»elbe  gieht,  nach  o  nnd  ß  genommenen  ersten  Ableitungen,  also  aus: 

die  Zahlen  a,  /?,  y  eliminirt.  Die  so  sich  ergebende  Umhallungsfläche 
der  Diametralebenen  der  Fläche  1)  ist,  wie  man  sieht,  vom  Grade 
(.*•  —  1)  (n  —  2)\  kann  aber  auch  von  niedrigerem  Grade,  selbst  blos  eine  in 

bestimmter  Nähe  oder  unendlich  fern  liegende  Gerade  oder  ein  Punkt  sein. 
e)   Den  durch  denselben  Punkt  (p,  q,  r)  gehenden  Diametralebenen 

entspricht  eine  unendliche  Folge  von  Transversalrichtungen,  deren  Gesetz 

mAn  er.hält,  wenn  man  in  der  Gleichung 

^®>  ^57  +  ^^+'-^+®  =  ' 

die  Zahlen  «,  /3,  y  durch  die  Werthe  — r— ?,  — r— ',  ersetzt.    Es  stellt 

dann  diese  Gleichung  einen  Kegel  vom  (n  —  1)  ten  Grade  vor ,  dessen  Sei- 
ten die  durch  den  Punkt  (| ,  f} ,  £)  gehenden  Transversalen  sind ,  für  welche 
die  Diametralebenen  den  gegebenen  Punkt  (p,  ^,  r)  enthalten. 

/*)  Um  die  durch  den  Punkt  ({,  i},  (;)  gehenden  Transversalen  zu  er- 
halten, deren  Diametralebenen  einer  Geraden  von  der  Richtung  (iL,  ^,  v) 
parallel  sind,  setzt  man  die  vorher  angegebenen  Werthe  von  cc^  ß,  y  in  die 
öJeichung 

'  da  dß  dy 

welche  dann  wieder  die  eines  Kegels  vom  {ri — l)ten  Grade  ist,  dessen 
leiten  die  Richtungen  derjenigen  Transversalen  angeben,  deren  zugo- 
nörige  Diametralebenen  der  gegebenen  Geraden  parallel  sind. 

g)  Die  Transversalrichtungen ,  deren  Diametralebenen  durch  eine  ge- 
gebene Gerade,  oder,  was  desselbe  ist,  durch  zwei  gegebene  Punkte  gehen, 
^''^eben  sich  aus  den  Gleichungen 

90N  /        ^"  ^ß  ^Y 

^^Iche  im  Allgemeinen  (n  —  1)' Werthe  von  —  und  ~,  also  (n — l)*Rich- 

^^Hgen  für    diejenigen   Transversalen    angeben,    deren   Diametralebenen 
^^rch  die  gegebenen  Gerade  gehen. 


I 
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/<)  Endlich  erhilU  man  ans  den  Gleichungen 

ooN  /     <''»         ''f'         «'r 

^  '  ,.d?l  ,     ,d3l  .    ,rf2l       „ 

WO  A,  ft,  V  und  r,  ia\  V    die  Kichtangen  zweier  Geraden  bestimmen,         im 

Allgemeinen  (w — 1)*  Werthe  von  —  und  — ,  also  (n  —  1)*  Richtungen        fir 

die  Transversalen,  deren  Diametralebenen  zwei  gegebenen  Geraden,  ^^ko 
auch  einer  gegebenen  Ebene  parallel  sind. 

t)  Während  die  Bedingung  14)  für  parallele  Transversalen  auf  die  cfer 
Richtung  derselben  zugeordnete  Diametralebene  führte,  werden  den  mit 
jener  verwandten  Bedingungen 

£n{]fJt  —  pi7t)  (pw pf^n)=Oy 

24)  (  £n{V^—PAn)  {fTt—pin)  {f7t—pkn)  =  0. 


für  jene   Richtung   Diametralflächen   höherer  Ordnungen   ent- 
sprechen.    Die  Gleichungen  24)  geben  hierfür  sogleich 

n(n  —  1)  . 

w(ii  — l)(n— 2)  ,      («  — 1)(«  — 2),^        .  /       ^N    ^  ^  A 


woraus  man  durch  Einsetzen  der  aus  3)  und  5)  folgenden  Werthe 

y/)g— W3.g  +  ya3 

a 

i(y'i>'a  — 2(;»-l)y3./>a-hw(n  — l)3«.SI)-hy[y/>93~(/i~1)3.g]+/ 
nach  den  nöthigen  Reductionen: 


»(■s+4+'i)'*+('Ä+'i+'0»+«=». 
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t,  welche  Gleichungen  Flächen  des  zweiten,  dritten,  . . .  Grades  vor- 
n  and  als  Diametralflftche  ;iter  Ordnung  auf  die  gegebene  Fläche 
T  führen.  Von  den  Eigenschaften  dieser  Diametralflächen,  deren 
'tfuchnng  nicht  hierher  gehört,  soll  nur  die  angeführt  werden,  dass 
Diametralfläche  Arter  Ordnung  der  gegebenen  Fläche 
eich  Diametralfläche  Arter  Ordnung  für  alle  Diametral- 
ben höherer  Ordnung  der  gegebenen  Fläche  ist. 

II. 

(Verden  auf  einer  Geraden  von  einem  Punkt  aus  mehrere  Abschnitte 
cht,  so  nennt  man  bekanntlich  harmonisches  Mittel  dieser  Ab- 
tte  diejenige  Strecke,  deren  reciproker  Werth  das  arithmetische 
l  der  reciproken  Werthe  der  Abschnitte ,  oder  welche  selbst  die  dritte 
»rtionale  zu  dem  arithmetischen  Mittel  der  mit  derselben  Mittellinie 
ruirten  dritten  Proportionalen  jener  Abschnitte  ist,  wobei  noch  die 
itgegengesetzten  Seiten  des  Punktes  liegenden  Abschnitte  durch  ent- 
[gesetzte  Vorzeichen  unterschieden  werden.  Ist  nun  n  oder  (|,  i;,  (;) 
ankt  auf  der  Geraden  2)  und  sind  />i )  />t  i  •  •  •  i  fn  wieder  die  Schnitt- 
e  dieser  Geraden  mit  der  Fläche  1),  so  giebt,  wenn  man  den  anderen 
ankt  des  von  n  aus  genommeneu  harmonischen  Mittels  der  Abschnitte 
,j>i»  • . .,  Pm  mit  f  oder  (r,  9,  ^)  darstellt,  die  Bedingung 

-.=-(-+-+--+4-)' 

Tcp        n  \npi       npi  ^Pm/ 

le  auch  in  der  mit  14)  ähnlichen  Gestalt: 

Virp       npkJ 
rieben  kann,  wegen  np  = sogleich: 


""H(t:=^+t-z.+"-  +  r=i;) 


wenn  man  das  den  Nenner  hier  bildende  Product  mit  Pn{t — Zk)  ftb- 
und  beachtet,  dass  der  Zähler  die  nach  (genommene  Ableitung  des 
ers  ist, 

dPn{t—Zk) 

1  1  df 


t  — 3         «       Pn{i—Zk) 

!Jun  ist  das  in  der  Gleichung  3)  für  /*./*(  — «+fl|  —  «+*i  * )  ge- 
«  Poljnom  offenbar  identisch  mit  dem  Producte  S.Pn  {z-Zk)^  woraus, 
f  2=J:,  —  z+ö==|,  -!-2+^  =  iy,  sowie  :tt  =  — ,  ji— ~  wird,  folgt: 
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27)  p,a-r^)=y"'^^'^-iQ 


und 


dP.it— zt)__ 


^  'ly'      rff       '^J-'dri—'^       di     J 


folglich  auch ,  wenn  man  noch  statt  /'($,  i;,  {;)  kürzer  f  schreibt, 

28)  ^  =  a^1l^ZI^. 

Lässt  man  nun  die  Richtung  der  durch  n  gehenden  Geraden  sich  Krä- 
dern, so  wird  der  Punkt  p  diesen  Richtungsänderungen  entsprechend  an«?  li 
andere  Lagen  annehmen  und  für  den  Ort  dieser  Lagen  erhält  man  dar(^  ^ 

Elimination  der  Zahlen  a,  /5,  y,  welche  den  Differenzen  {  —  f ,  i|  —  9,  { 3 

proportional  sind ,  aus  28)  die  Gleichung :  ^^ 

welche,  wenn  man  in  /'selbst,  um  diese  Function  homogen  zu  machen,  die 
einzelnen  Glieder  derselben  mit  den  entsprechenden  Potenzen  von  c(=l) 
multiplicirt,  wegen  einer  in  4)  bereits  angegebenen  Eigenschaft  homogener     '^ 
Functionen  auch  in  der  Form 

2q^  ^Un    ''Ux    ^^A..    ^^-a 

dargestellt  werden  kann.     Sie  ist,  da  sie  die  Coordinaten  des  veränder* 
liehen  Punktes  p  nur  im  ersten  Grade  enthält,  die  Gleichung  einer  Ebene       ^ 
und  lässt  folgenden  Satz  erkennen: 

IL    „Wenn    man   um  einen   festen   Punkt  eine  Transver- 
sale sich  drehen  lässt,    welche  eine  algebraische  Fläche  in       ^^ 
80   viel   Punkten  schneidet,    als   der   Grad  ihrer  Gleichung       "< 
anzeigt,  und  man  injederihrerLagenvondem  festen  Punkte       ^ 
aus   das  harmonische   Mittel  der  durch  ihre  Schnittpunkte        * 
mit  der  Fläche  bestimmten   Abschnitte  auf  derselben  auf- 
trägt,   so    wird    der    andere    Endpunkt    dieses  Mittels   eine 
Ebene  beschreiben/' 

Den  festen  Punkt  und  die  gemäss  dieses  Satzes  ihm  bezüglich  der 
Fläche  harmonisch  zugeordnete  Ebene  kann  man  Pol  and  Polarebene 
bezüglich  dieser  Fläche  nennen. 

Aus  deoi  eben  Gefundenen  folgt  noch  weiter: 

a)  Der  in  der  Richtung  (a,  /3,  /)  genommene  Abstand  des  Pols  k  von 
seiner  Polarebene  bezüglich  der  Fläche  1),  der  Ebene  29)  ist,  wie  sich  aus 
28}  sogleich  ergiebt: 
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tiO)  7t  f  = = 


'%^^U.^4 


Da  für  einen  Punkt  der  Fläche  l)  selbst  /"oder  /"(J,  iy,  t)  Null  ist,  so 
ird  für  einen  nahe  an  der  Fläche  befindlichen  Punkt  f  wenig  von  Null 
schieden  sein,  und  zwar  um  so  weniger,  je  näher  dieser  Punkt  an  der 
FlKche  sich  befindet.  Damit  werden  aber  zugleich  wegen  der  Gleichung 
30)  die  in  irgend  welchen  Richtungen  genommenen  Abstände  des  Punktes 
von  der  Ebene  29) ,  also  auch  die  Abstände  desselben  von  den  Punkten 
Schnittlinie  dieser  Ebene  mit  der  Fläche  immer  kleiner ,  die  Schnitt- 
selbst  also   von   allen  Seiten   an   den  Punkt  n  immer  mehr  heran- 

* 

kommen,   bis   sie  sich   ganz   auf  diesen  zurückzieht,  wenn  dieser  Punkt 

• 

si.iaf  die  Fläche  selbst  gekommen  ist.     Die  Ebene  wird  dann  die  Fläche 
in  der  Nähe  dieses  Punktes  nicht  mehr  schneiden,  sondern  sie  in  diesem 
Paukte  berühren,    die   Gleichung  20)   also  für  Punkte   der  gegebenen 
Flüche,   oder   für/'=0  die   Gleichung    der    Berührungsebene    der 
Belache  in  einem  solchen  Punkte  sein.    Die  Polarebene  eines  Punk- 
tes  einer  algebraischen  Fläche  bezüglich  dieser  Fläche  ist 
demnach  die  Berührungsebene  der  Fläche  in  diesem  Punkte. 
Unendlich  wird  der  Abstand  des  Pols  von  seiner  Polarebene ,  in  jeder 
Richtong  genommen ,  in  zwei  Fällen ,  nämlich  wenn  der  Zähler  des  in  30) 
^r  einen  solchen  Abstand  gegebenen  Ausdrucks  unendlich ,  und  wenn  der 
Kenner  unabhängig  von  der  Richtung  («,/?,  y)  Null  wird.    Der  erste  Fall, 
der  durch  f=zQO  angezeigt  ist,  tritt  ein,  sobald  der  Pol  selbst  unendlich 
^ern  liegt,  also  eine,  zwei  oder  alle  drei  seiner  Coordinaten  |,  rj,  i  unend- 
lieli  gross  werden.     Dann  haben  in  der  Gleichung  29)  offenbar  blos  mehr 
diQ  mit  der  höchsten  Dimension  dieser  Coordincten  versehenen  Glieder  Be- 
^^Htnng  und  die  Gleichung  der  Polarebene  eines  solchen  unendlich  fernen 
'^^üktes  reducirt  sich  dadurch ,  wenn  man  die  gemeinschaftliche  Richtung 
d^i»  diesem  Punkte  zustrebenden  Transversalen  durch  die  Zahlen  a\  /^,  y 
*^^%timmt,  auf 

^"^^Iches  die  Gleichung  der  der  Richtung  («',  /J',  /)  zugehörigen  Diametral  - 
^^^ne  ist.  Die  Polarebene  eines  unendlich  fern  gelegenen 
'^'t^nktes  bezüglich  einer  algebraischen  Fläche  ist  demnach 
^  ^  e  Diametralebene  dieser  Fläche  für  die  durch  jenen  Punkt 
^  ^stimmte  Transversalrichtung. 

Der  Nenner  des  in  30)  für  nif  gefundenen  Ausdrucks  wird  unabhängig 
der  Richtung  (a,  /?,  /)  zu  Null ,  Tcp  selbst  also  unendlich  für  alle  Werthe 
S»<?i  t>  welche  die  Gleichungen 

ao)       f(=».  --:■='•  %-" 

Ztit»ehrift  f.MAthemAtik  u.  Physik.  VII,  6.  26 
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gleichzeitig  befriedigen.  Da  diese  Gleichungen  bezüglich  S,  i;,  f  v^ 
(«  —  l)ten  Grade  sind,  so  liefern  sie  die  Coordinatenwerthe  fürjpi  All^ 
meinen  (/<  —  1)' Punkte,  für  welche  nach  allen  Richtungen  %p  =  oo,  a. 

—  -.=  0  ist ,  so  dass ,  wenn  man  durch  einen  solchen  Punkt  na. 

irgend  einer  Richtung  eine  Transversale  zieht,  welche  d 
Fläche  in  der  ihrem  Grade  entsprechenden  Anzahl  ir 
Punkten  schneidet,  die  reciproken  Werthe  der  Abschniti 
die  dadurch  auf  der  einen  Seite  von  jenem  Punkte  auf  d 
Geraden  gemacht  werden,  dieselbe  Summe  geben,  wie  d 
reciproken  Werthe  der  auf  der  anderen  Seite  gemacht 
Abschnitte.  Diese  der  gegebenen  Fläche  durch  eine  wesentliche  Eig^4 
Schaft  angehörigen  Punkte  kann  man  die  harmonischen  Mitte 
punkte  oder  auch  die  Hauptpunkte  der  Fläche  nennen. 

b)  Bewegt  sich  der  Pol  n  auf  einer  Linie ,  so  berühren  die  Durc 
schnitte  der  je  zwei  nächst  aufeinander  folgenden  Lagen  desselben  bezi 
lieh  der  Fläche  1)  entsprechenden  Polarebenen  eine  Curve,  deren  Grl 
chungen  man  erhält,  indem  man  aus  der  Gleichung  29)  und  ihrer  erst 
und  zweiten  nach  ^  etwa  genommenen  Ableitung  mit  Beiziehung  der  61 
chungen  der  vom  Pol  durchlaufenen  Linie  die  Coordinaten  §,  17,  J^  des  le^ 
teren  eliminirt.  Ist  z.  B.  diese  Linie  eine  Gerade ,  so  ist  die  Eliminati 
von  ^j  fii  i  auszuführen  bei  den  Gleichungen 

V  V 

ons  ,   \   «I         «•/         d?        dt/ 

(  '^  ,    d  ,    d  ,    d\, 

wo  der  Kürze  wegen 

genommen  wurde.  Die  drei  letzten  der  Gleichungen  32)  haben  die  Gr^ 
{n  —  1),  (n  —  2),  (« — 3)  bezüglich  der  Coordinaten  ^,  1?,  f. 

c)  Bewegt  sich  der  Pol  n  auf  einer  Fläche ,  so  wird  die  Polareb^ 
desselben  bezüglich  der  Fläche  1)  eine  andere  Fläche  berühren,  de^ 
Gleichung  sich  ^ergiebt ,  wenn  man  die  Coordinaten  dieses  Pols  aus  C 
Gleichung  der  von  ihm  beschriebenen  Fläche,  sowie  aus  der  Gleichung  > 
und  ihren  partiell  nach  £  und  97  genommenen  ersten  Ableitungen  eliminS 

Bewegt  Bicb  der  Pol  z.  B.  auf  emei  Ebene  ^  so  erhält  man  die  GleichauJ 
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33) 


<ier  UnihülluDgsflachn  seiiior  Polarebouon  bezüglich  der  Fläche  1)  durch 
£^liniiuation  Von  §,  ^,  ^  aus  den  Cf leichungen : 

(•j-i+',7;,+'j-£+'jJ^""' 

wodurch    man   auf  eine  Fläche   vom   im  Allgemeinen  (w — 1)  (w — 2)*ten 
Grade  kommt. 

d)  Geht  eine  Ebene  durch  einen  festen  Punkt  {p^g^  r),  so  unterliegt 
ihr  Pol  bezüglich  der  Fläche  1)  der  Bedingung 

welche  unter  Beachtung  des  ersten  Theiles  von  Zusatz  a)  Folgendes  an- 
zeigt:   Bewegt    sich  eine    Ebene    um   einen   festen   Punkt,    so 
beschreibt  ihr  Pol  bezüglich    einer  Fläche  wten  Grades  eine 
Fläche    vom    (;« — l)ten  Grade,    welche    die   gegebene    Fläche 
öach  jener  Linie   schneidet,   längs   Avelchor   die  bewegliche 
£bene  diese  Fläche  berührt,  also  nach  der  Berührungslinie 
dea  von   dem   festen  Punkte   aus   der  gegebenen  Fläche  um- 
schriebenen Kegels.     Diese  als  Ort  des  Pols  gefundene  Fläche  kann 
die  dem  festen  Punkt  bezüglich  der  gegebenen  Fläche  entsprechende  Pol- 
^*tohe  heissen. 

e)  Ist  eine  Ebene  einer  festen  Geraden  von  der  Richtung  (A ,  jü  ,  v) 
P^irallel,  so  ist  ihr  Pol  bezüglich  der  Fläche  1)  bedingt  durch  die  Gleichung 

^^Iche  offenbar  ausser  anderen  Werthen  von  ^,  i/,  J  auch  die  aus  den  Glei- 
chungen 31)  sich  ergebenden  enthält  und  den  Satz  ausspricht:    Bewegt 
^ich  eine  Ebene  einer  festen  Geraden  parallel,  so  beschreibt 
^hr    Pol    bezüglich    einer    Fläche    ;iten    Grades    eine    Fläche 
^ti — l)ten  Grades,   welche   durch   die  Hauptpunkte  der  ge^Q' 
l>enen  Fläche  geht   und   dieselbe   nach  der  Berührungslinie 
des   ihr  jener  festen    Geraden  parallel   umschriebenen  Cy- 
linders    schneidet.      Diese   Fläche   {n  —  l)ten   Grades   möge  die   der 
Richtung  der  festen  Geraden   bezüglich   der  gegebenen  Fläche   entspre- 
chende Polfläche  heissen. 

f)  Geht  eine  Ebene  durch  eine  die  Punkte  {p,  f/^  r)  und  {p\  g\  r) 
etwa  enthaltende  Gerade,  so  hat  man  für  ihren  Pol  bezüglich  der  Fläche  1) 
die  Oleichnngen: 


OQ* 
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welche  aof  den  Satz  hinweisen:  Dreht  sich  eine  Ebene  um  eine 
feste  Gerade,  so  bewegt  sich  ihrPol  bezüglich  einer  Fläclie 
n""  Grades  auf  der  Dnrchschnittslinie  zweier  Flächen  (n  —  O*^ 
Grades,  welche  Linie  die  gegebene  Fläche  in  den  n  {n — 1)* 
Schnittpunkten  der  Berührnngslinien  der  von  zwei  Punk- 
ten der  festen  Geraden  aus  der  Fläche  umschriebenen  Ke- 
gel scheidet.  Da  die  für  den  Ort  des  Poles,  also  für  die  der  festen 
Geraden  bezüglich  der  Fläche  1)  entsprechende  Pollinie  gegebenen  Gleich- 
ungen 36)  offenbar  auch  für  alle  anderen  Punkte  der  durch  (p,  g,  r)  und 
(p'>  9\  O  gegebenen  Geraden  erfüllt  werden  und  die  Polcurve  selbst  di« 
Fläche  in  nicht  mehr  als  n{n  —  1)*  Punkten  schneiden  kann,  so  folgt  fer- 
ner, ddas  alle  den  Punkten  einer  Geraden  bezüglich  einer 
Fläche  n^^  Grades  entsprechenden  Polflächen  sich  nach 
derselben  Linie,  der  dieser  Geraden  entsprechenden  Pol- 
curve, schneiden,  durch  welche  auch  die  der  Richtung  der 
Geraden  entsprechende  Polfläche  geht;  sowie  dass  die  3e- 
rührungslinien  aller  von  Punkten  einer  Geraden  aus  der* 
selben  Fläche  umschriebenen  Kegel  sich  in  denselben 
n{n  —  1)*  Punkten  schneiden,  durch  welche  auch  die  Bertib* 
rungslinie  des  der  Fläche  in  der  Richtung  dergegeben^^ 
Geraden  umschriebenen  Cylinders  geht. 

g)  Ist  eine  Ebene   einer  durch  zwei  ihrer  Richtungen  (A,  (u,  v)  i*** 
{k\  fi',  v)  gegebenen  Ebene  parallel,  so  bestehen  für  ihren  Pol  bezügü^^ 
der  Fläche  1)  die  Bedingungen : 

welche   Folgendes   aussprechen:    Bewegt    sich    eine    Ebene    ein 
festen  Ebene  parallel,  so  durchläuft  ihr  Pol  bezüglich  ein 
Fläche  n^'**  Grades   die   Durchschnittslinie   zweier    Fläch« 
von  (n  —  1)^*  Grade,  welche  Linie  durch  die  Hauptpunkte  d 
gegebenen  Fläche  geht  und  dieselbe  in  den  n(n  —  l)*  Schnit  ^ 
punkten    der   Berührungslinien    zweier    dieser    Fläche    d^ 
festen  Ebene  parallel    umschriebener  Cjlinder    schneide  ^^ 
Mittelst  derselben  Schlussweise,  wie  vorhin,  findet  man  ferner,  dass  all 
den  verschiedenen  auf  einer  Ebene  möglichen  Richtange^ 
bezüglich    einer    Fläche    n^   Grades    entsprechenden   Pol' 
flächen  ßieb   nach   derselben  Llnie^   der  der  Gesammtrich- 
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tnng  der  Ebene  entsprechenden  Polcurve  schneiden;  sowie 
dass  ferner  die  Berührnngslinien  aller  derselben  Fläche 
einer   gegebenen   Ebene   parallel    umschriebenen   Cylinder 

sich  in  denselben  n(n  —  l)'  Punkten  schneiden. 

h)  Ist  eine  Ebene  durch  drei  ihrer  Punkte  (p,  q,  r),  {p\  q\  r)  und 

{p'\  q\  r")  gegeben ,  wodurch  auch  alle  anderen  Punkte  derselben ,  sowie 

ihre  Richtungen  bedingt  sind,    so   hat  man  für  ihren  Pol  bezüglich  der 

Fl&che  1)  die  Gleichungen: 


38) 


(  n  d        „  d         „  d  d\ 


welche  demselben  im  Allgemeinen  {n  —  1)'  verschiedene  Stellen  anweisen, 
woraus  folgt,  dass  jeder  Ebene  bezüglich  einer  Fläche  n'^"  Gra- 
des {n  —  1)'  Punkte  als  Pole  entsprechen.  Es  ist  auch  leicht  zu 
*chliessen,  dass  diese  (n  —  1)*  Punkte  die  gemeinschaftlichen 
Schnittpunkte  aller  den  verschiedenen  Punkten  und  Rich- 
^Qngen  einer  solchen  Ebene  bezüglich  jener  Fläche  ent- 
sprechenden Polflächen  sind. 

f)  Da  eine  Ebene  durch  drei  ihrer  Punkte  vollkommen  bestimmt  bt, 
*o  genügt  es,   um  die  Polarebene  eines  Punktes   bezüglich  einer  Fläche 
^**'  Grades  zu  erhalten,  dass  man  die  3n  Durchschnittspunkte  hat,  welche 
^uf  drei  durch  jenen  Punkt  gehenden  Geraden  durch  die  gegebene  Fläche 
^Citetehen ,  da  dadurch  auch  drei  Punkte  der  Polarebene  jenes  Punktes  ge- 
S^ben  sind.    Wenn  nun  eine  zweite  Fläche  n'^"  Grades  durch  dieselben  3n 
-^Unkte  geht,  so  wird  offenbar  die  Polarebene  jenes  den  drei  Geraden  ge- 
meinschaftlichen Punktes  bezüglich  beider  Flächen  dieselbe  sein,  was  auch 
'^Oeh  Geltung  hat ,  wenn  die  drei  Geraden  in  eine  einzige  zusammenfallen 
^Od  also  die  beiden  Flächen  in  den  n  gemeinschaftlichen  Schnittpunkten 
^^€  dieser  einzigen  Geraden  sich  berühren.    Man  kommt  so  auf  folgende 
^^rallgemeinerung  eines  bekannten  Satzes  von  Maclaurin:   Wenn  eine 
**  1  äche  w**"  Grades  von  einer  Geraden  in  der  ihrem  Grad  ent- 
^t^  rechenden  Anzahl,  also  in  n  Punkten  geschnitten  und  von 
^iner  zweiten    durch   dieselben  n  Punkte   gehenden  Fläche 
(gleichen   Grades  in  diesen   Punkten    berührt   wird,    so   dass 
^Is  diese  zweite  Fläche  auch  das  System  der  jenen  Punkten 
Entsprechenden  n  Berührungsebenen  der  ersten  Fläche  ge- 
kommen werden   kann,    so    ist   für  irgend   eine   durch    einen 
^unkt  der  gegebenen    Geraden    gehende    Transversale    das 
■harmonische  Mittel   der  durch  jede  der  beiden  Flächen  auf 
derselben  gemachten  Abschnitte  von  gleichem  Werthe^  alao 
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auch   die   Polarebene   irgend   eines   Punktes   jener  Geraden 
beiden  Flächen  gemeinschaftlich. 

k)  Sind  /*!  =  0  und  /"« =  0  die  Gleichungen  zweier  Flächen  vom    n^* 
Grade ,  so  stellt  die  Gleichung 

wo  X  und  fi  beliebige  Constante  bedeuten,  im  Allgemeinen  irgend  eine 
Fläche  desselben  Grades  vor,  welche  durch  die  Schnittlinie  der  beiden,  er- 
sten Flächen  geht.  Aus  dem  Bau  der  Gleichung  29)  ist  nun  sogleich  er- 
sichtlich, dass  für  irgend  welche  Werthe  von  r,  i),  3,  welche  den  Gleiclmn- 
gen  der  Polarebenen  irgend  eines  Punktes  bezüglich  der  beiden  ersten 
Flächen  genügen,  auch  die  Gleichung  der  Polarebene  desselben  Punktes 
bezüglich  der  dritten  obiger  Flächen  besteht.  Es  folgt  hieraus,  dass  die 
Polarebenen  desselben  Punktes  bezüglich  aller  Flächen 
f^ten  Grades,  welche  durch  die  Schnittlinie  zweier  von  ihnen 
gehen,  sich  alle  in  derselben  Geraden  schneiden.  Ferner 
schneiden  sich  die  irgend  einem  Punkt  oder  irgend  einer 
Kichtung  bezüglich  aller  dieser  Flächen  entsprechenden 
Polflächen  nach  derselben  Linie;  werden  daher  obigen 
Flächen  durch  einen  festen  Punkt  oder  nach  einer  festen 
Kichtung  Kegel  oder  Cylinder  umschrieben,  so  schneiden 
sich  die  auf  den  Flächen  entstehen djen  Berührungslinien 
der  Kegel  oder  Cylinder  beziehungsweise  in  denselben 
n{n  —  1)'  Punkten. 
Für  die  Fläche 

welche  durch  die  w'  Schnittpunkte  der  drei  Flächen  /i  =  0,  ff  =  0  n^^ 
/*j  =  0  geht,  wird  die  Gleichung  der  Polarebone  irgend  eines  Punktes  off^**" 
bar  durch  die  Coordinaten  des  Schnittpunktes  der  Polarebcnen  desselt'^^ 
Poles  bezüglich  jener  drei   anderen   Flächen   befriedigt.     Wenn  dali  ^^^ 
mehrere  Flächen  w''"  Grades   durtfh  dieselben  ;i'  Punkte  g  ^^' 
hen,    so    schneiden   sich    die  Polarebenen    eines    beliebig"  ^^ 
Punktes  bezüglich  dieser  Flächen  alle  in  demselben  Punk^        ' 
ferner  gehen   die   irgend   einem    Punkte    oder    irgend    eit»  ^^  ^ 
Richtung  bezüglich  derselben  Flächen  entsprcchendcnPcF   * 
flächen  alle  durch  dieselben  (w  —  l)'  Punkte. 

/)    Während  aus  der  Bedingung  26)   für  durch  denselben  Punkt  ^^ 
hende  Transversalen    sich   die  Polarebene   dieses  Punktes  bezüglich   rl**'^ 
Fläche  1)  ergab,  Averdeu  den  mit  jener  verwandten  Bedingungen: 


39) 


I       "\7tp        71/',/    \nf        T^Pk/ 

.L^„(l--.L)(i--'-)(-^--'  )-^o. 

I  \7rp        11p h^    \.Tp        npi/    \7r.f       TCpic/ 
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£lir  den  Punkt  tc   Polarflächen  höherer    Ordnungen    entsprechen. 
X>ie8e  Gleichungen  geben  hierfür  sogleich  : 

n(n—i)(n  —  2)  1  („_i)  (n  — 2)  1  1 


-w 


2.3  "a-j)'  2  -(t-a)»  — f_zt 

oraus  man  durch  Einsetzen  der  Wcrthe 


erhält: 

+i[(i-0;^+(.-9)J^^+a-i)/JV=o. 

n(n-i)(„-2)  (/*-l)(n-2)     T  d  rf  d  T 

+  — ..L(^-r);^^+(,-,);^^  +  a-j)^Jr 

^^^r  durch  Einsetzen  der  verschiedenen  die  Function  f  homogen  machen- 
"^n  Potenzen  von  «(=1)  als  Factorcn  der  Glieder  von/*,  und  nach  ent- 
^P^'echender  Keduction : 

('d|  +  'd^  +  ^dl  +  ^d-J^^=«' 


"Welche  Gleichungen  Flächen  des  zweiten,  dritten,  .  .  .  Grades  darstellen 
tind  als  PolarHäche  wtcr  Ordnung  auf  die  gegebene  Fläche  wieder  führen. 
\on  den  Eigenschaften  dieser  Polarflächen,  deren  nähere  Untersuchung 
«iner  besonderen  Abhandlung  vorbehalten  bleibt,  möge  nur  angeführt  wer- 
den, dass  die  Polarfläche  irgend  einer  Ordnung  eines  un- 
endlich    fernen     Punktes     bezüglich     einer     algebraischen 


b 
r 
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Fläche    als    Diametralfläche    gleicher   Ordnung    der   dnr*    «csii 
die  Lage   dieses  Punktes   bestimmten  Richtung   entspric  Mz^t 
Ferner  ist  die  Polarfläche  Arter  Ordnung   eines  Punktes  k>  ^b- 
züglich    der    gegebenen   Fläche    zugleich   Polarfläche    do    ^r- 
selben   Ordnung   dieses   Punktes    bezüglich  aller   Polarfl^^' 
eben  höherer  Ordnungen,   welche   diesem  Punkte  bezüglic^^'' 
der  gegebenen  Fläche   entsprechen;   endlich  berühren  sii 
die  einem  Punkte    der  gegebenen  Fläche   bezüglich  dies 
zugehörigen     Polarflächen     aller     Ordnungen     in'    diesei 
Punkte. 

ni. 

Die  absolute  Länge  einer  auf  der  Geraden  2)  genommenen  Strecke  ff  j 
ist  bekanntlich 

r 

wo  das  obere  oder  untere  Zeichen  zu  nehmen  ist,  je  nachdem  der  Punkt^i^  ^ 
n  in  der  Richtung  der  Geraden  vor  oder  hinter  dem  Punkte  p  sich  be-^ —  ^' 
findet.  Sind  also  wieder  Pi,  j^tt  •  •  •  t /'n  ^i^  Schnittpunkte  der  Fläche  1)^^  -) 
mit  der  Geraden  2) ,  so  erhält  man  für  den  absoluten  Werth  des  Productes  ^^  ^^ 
der  von  n  aus  bis  zu  p, ,  p, , . . . ,  p„  genommenen  Abschnitte  mit  Beizie-  —  *" 
hung  der  Gleichung  27)  alsbald : 

npi  .  npf . . .  npn  =  + ^ 

-±— t-' 

wo  auf  der  zweiten  Seite  gemäss  der  eben  gemachten  Bemerkung  das  obere 
oder  untere  Zeichen  gilt,  je  nachdem  eine  gerade  oder  ungerade  Anzahl 
der  Punkte  p  in  der  Richtung  (o,  /3,  y)  vor  dem  Punkte  n  sich  befinden. 
Da  dann  das  Product  der  Abschnitte  np  einen  positiven  Werth  erhält,  so 
lässt  sich  leicht  schliessen ,  dass  auch  die  Ausdrücke  /*(!,  ij,  i)  und  S  gleiche 
oder  entgegengesetzte  Vorzeichen  erhalten ,  je  nachdem  von  den  Punkten- 
p  eine  gerade  oder  ungerade  Anzahl  vor  n  gelegen  sind.  Ferner  werden 
die  den  Richtungen  (a,  /3,  y)  und  (a ,  ß^^  y)  entsprechenden  Ausdrücke  X 
und  91'  gleiche  oder  entgegengesetzte  Vorzeichen  erhalten ,  je  nachdem  von 
den  Punkten  p  und  p\  welche  auf  den  durch  n  nach  jenen  Richtungen  ge- 
zogenen Transversalen  durch  deren  Schnitt  mit  der  Fläche  l)  entstehen, 
gleichzeitig  eine  gerade  oder  ungerade  Anzahl  vor  dem  Punkt  n  Hegt,  oder 
nicht;  und  /"({»i?,  J)  und  /'(S,  V»f)  werden  gleiche  oder  entgegengesetzte 
Vorzeichen  erhalten,  je  nachdem  von  den  Punkten />  und  r,  welche  auf 
den  durch  die  Punkte  (|,  i^,  ^)  und  (J',  ri\  f ')  oder  n  und  q  in  der  Richtung 
(uy  ßy  y)  gezogenen  Transversalen  sich  befinden,  gleichzeitig  eine  gerade 
oder  ungerade  Anzahl  vor  n  und  q  liegt,  oder  nicht.    Diese  Bemerkungen 


npi  .  npf . . 

•  npn 

Q^ 

.  pr,  . . 

'9^n 

/         / 

t 

r 

t 

1    1 

np  1  •  7t  p  2  •  • 

,.npu 

Q^i 

'Q^t • • 

.^r« 
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gelten  auch  umgekehrt.    Es  wird  daher  hei  den  aus  41)  entstehenden  Glei- 
«sliongen : 

npi.npt...npn  .   31'        ,  np^  .np^...  npn        ,     AS»^»f) 

npi.npt.,.npn       -"31  pr,.^r,...^r„  AS  >  ^ »  H 

die  Wahl  des  Vorzeichens  anf  der  zweiten  Seite  unabhängig  sein,. in  der 
«ersten  von  der  Lage  des  gemeinschaftlichen  Punktes  n,  und  in  der  zweiten 
der  gemeinschaftlichen  Richtung  (or,  ß^  y).  Man  erhält  sonach  für  je 
mrei  durch  die  Punkte  n  und  q  nach  den  Richtungen  (o,  /?, y)  und  (a,  /?',  /) 
izogenen  Transversalen  die  sowohl  den  Werthen,  als  den  Vorzeichen 
nach  bestehende  Beziehung : 

43) 

'Welche  folgenden  Satz  enthält: 

III.     ,,Wenn    man    durch    irgend    einen  Punkt    nach    zwei 
festen  Richtungen,   oder  nach  irgend  einer  Richtung  durch 
Z'wei  feste   Punkte   Transversalen   zieht,   welche  eine  alge- 
braische Fläche  in  so  viel  Punkten  schneiden,  als  der  Grad 
der  Fläche   anzeigt,   so   sind   die  Producte   der   Abschnitte, 
^^elcbe  durch  die  Fläche  auf  jeder  der  Transversalen,   von 
<i  e  m  Punkt  aus  gerechnet,    durch   den  dieselbe  gezogen  ist, 
S^macht    werden,    in    einem   constanten    Verhältnisse,    wel- 
<^lx«s   dasselbe  bleibt,  wie   auch  jener  beliebige  Punkt  oder 
J^ise  beliebige  Richtung  gewählt  werden  mag/* 
Hieran  schliessen  sich  noch  folgende  Bemerkungen : 
d)  Ist  nif  das  von  dem  Punkt  n  aus  in  der  Richtung  (or,  /?,)')  auf  der 
^^Taden  2)  aufgetragene  geometrische  Mittel  der  Abschnitte  npi,npfy.,.,npnj 
So    erhält  man  wegen 

^  —  ^"^      Ä  — ^""'^      .— ^""^ 

^^«  der  Gleichung  41)  für  den  Ort  des  Endpunktes  p  entsprechend  allen 
"^^Öglichen  Richtungen  der  Transversalen  die  beiden  Gleichungen : 

^(3  — f)»  +  K(r-|)  +  ^'(9  -1?)](3-0'^'  +  ••.+^«(^^-S)"+.•• 
.  +  ^<»)(9  -i?)«-/'ai?,0=0, 

^^^che  sich  gegenseitig  ausschliessen  und  ausser  den  Coordinaten  des 
^^^^^nktes  p  auch  die  des  gerade  entgegengesetzt  und  gleich  weit  von  n  ab- 
^^^benden  Punktes  p'  enthalten ;  und  zwar  so ,  dass ,  wenn  die  eine  von  die- 
*^ii  Gleichungen  durch  die  Werthe  von  r,  9,  3  befriedigt  wird ,  bei  geradem 
^    ihr  auch  die  Werthe 

r'^-=2j  — r,  i,'^=2iy— I),  3'  =  2J:  — 3 
S^nögen ,   bei  ungeradem  n  aber  letztere  Wertlio  dann  die  andere  (ilei- 
^liung  erfüllen.    Beide  Gleichungen  zusammen  drücken  das  System  zweier 


422  Allgemeine  Eigenschaften  algebraischer  Flächen, 

Flächen  fiten  Grades  ans,  welches  die  Endpunkte  der  zu  beiden  Seiten 
des  Punktes  n  aufgetragenen  geometrischen  Mittel  der  Abschnitte  enthält, 
welche  auf  allen  durch  n  gehenden  Transversalen  durch  die  Fläche  1)  ge- 
macht werden.  —  Jedem  Punkt  gehört  ein  solches  Flächensystem  zu  nnd 
diese  sind,  wie  der  Satz  III.  sogleich  zeigt,  alle  ähnlich. 

Schneidet  man  das  dem  Punkt  tc  zugehörige  System  der  Flächen  44) 
durch  die  mit  demselben  concentrische  Kugel 

(r-|)'+(9-ij)*  +  (j-Ö»  =  c', 

so  erhält  man ,  da  immer  je  zwei  Punkte  der  Schnittlinie  mit  n  in  einer 
Geraden  liegen,  als  Schnittcurve  die  Leitlinie  eines  Kegels  vom  Grade  2 n, 
welcher  alle  durch  n  gehenden  Transversalen  zu  Seiten  hat,  aufweichen 
das  geometrische  Mittel  der  durch  die  Fläche  1)  von  n  aus  gemachten  Ab- 
schnitte denselben  Werth  c,  also  auch  das  Product  dieser  Abschnitte  den- 
selben Werth  c"  hat. 

Für  diejenigen  Arten  von  Flächen  eines  geraden  Grades,  bei  welchen 
die  Coefficienten  des  Polynoms  91  dieselben  sind ,  wie  die  der  Fntwickelnng 

n 

von  (o'  +  j^'  +  y*)^»  reduciren  sich  die  Gleichungen  44)  offenbar  auf 

l(*  -  D*  +  (9  -  ny  +  (J  -  0']  ^  +  /'(l,  1J,  t)  =  0, 

wodurch   das  in  jenen  Gleichungen  dargestellte  Flächensystem  als  eine 

Kugel  erscheint,  deren  Mittelpunkt  n  und  der  Halbmesser  gleich  )/  +  /($,i}ti^) 
ist,  wo  das  Zeichen  -|-  oder  —  je  nach  der  Lage  des  Punktes  n  zu  wählen 
ist.     Es   giebt  daher  unter  den  verschiedenen  Flächenarten 
desselben   geraden  Grades  immer  auch  solche,   bei  welchen 
das   Product  der   Abschnitte,  welche  auf  einer  durch  einen 
beliebigen    Punkt    gehenden    Transversalen    durch    sie   gC' 
macht  werden,  für  jede  Richtung  dieser  Transversalen  den- 
selben   Werth  hat;    diese  Flächen   haben  zugleich  noch  die 
Eigenschaft,  dass  zu  allen  Transversalenrichtungen  die  un- 
gehörigen Diametralebenen   senkrecht  sind,   wie  sich  ans  der 
Gleichung  16)  alsbald  ergiebt. 

b)  Das  Product  der  Abschnitte,  welche  auf  einer  durch  einen  b©* 
stimmten  Punkt  gehenden  Transversalen  durch  eine  algebraische  FläcD® 
wie  die  Fläche  1)  gemacht  werden,  wird  im  Allgemeinen  für  verschied©^® 
Richtungen  der  Transversalen  verschiedene  Werthe  erhalten.  Die  Gl^*' 
chung  41)  lässt  nun  sogleich  erkennen,  dass  die  grössten  und  kleinst^" 
Werthe  des  Productes  der  Abschnitte  auf  den  durch  n  gehenden  Transv^*"' 
salen,  abgesehen  von  den  aus  91  =  0  folgenden  Asymptotenrichtungen,  ■*" 
welche  jenes  Product  unendlich  gross  wird ,  in  denjenigen  Richtungen  «■**' 
treten  werden ,  bei  welchen  das  Polynom  91  seine  kleinsten  und  gröSÄt^** 
Werthe  erhält.     Es  ergeben  sich  für  diese  Richtungen  durch  Nnllsetseo 
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der  mit  Beacbtung  der  Bedingung :  (ci*+ß*+^zr:zl)  partiell  nach  a  und  ß 
etwa  genommenen  ersten  Ableitungen  von  %  die  Gleichungen : 

da        y     dy  ^P        Y     "/ 

^reiche  mit  der  Gleichung  17)  identisch  sind  und  also  kundgeben,  dass, 
wenn  man  durch  irgend  einen  Punkt  nach  allen  Richtungen 
rTr ansversalen  zieht,  welche  sämmtlich  von  einer  algebrai- 
schen Fläche  in  der  ihrem  Grad  entsprechenden  Anzahl  von 
Pnnkten  geschnitten  werden,  das  Product  der  in  jeder  die- 
ser Richtungen  von  jenem  Punkt  aus  gemachten  Abschnitte 
seine  grössten  und  kleinsten  Werthe  in  den  Hauptrichtun- 
gen der  Fläche  erhält. 

Beschränkt  man  sich  blos  auf  die  in  einer  durch  den  gegebenen  Punkt 
gehenden  Ebene,  der  Ebene  10)  etwa,  möglichen  Richtungen,  so  erhält 
man  für  diejenigen  Richtungen ,  in  welchen  das  Polynom  %  seine  kleinsten 
npd  grössten  Werthe  hat,  unter  Beachtung  der  Bedingungen: 

«•  +  j5«+y'=l    and    La  +  Mß+Ny  =  0 
die  Gleichung: 

(^7V_y  Jf)  .  IS  +    (y  i  _  „  JV)   .  ^  +  («ilf-/SZ)  .  l|f  =  0, 

welche  ausdrückt,  dass  die  der  Richtung  (a,  ß,  y)  bezüglich  der  Fläche  l) 
zugehörige  Diametralebene  senkrecht  ist  zu  den  durch  dieselbe  Richtung 
und  die  Normalen  der  gegebenen  Ebene  bestimmten  Ebenen.  Hieraus 
folgt,  dass,  wenn  man  in  einer  Ebene  durch  einen  festen  Punkt 
beliebige  Transversalen  zieht,  das  Product  der  auf  einer 
so  leben  durch  ihr  Schneiden  mit  einer  algebraischen  Fläche 
bestimmten  Abschnitte  seine  grössten  und  kleinsten  Werthe 
in  jenen  Richtungen  erhält,  welche  mit  der  Schnittlinie  der 
gegebenen  Ebene  und  ihrer  Diametralebene  bezüglich  jener 
Fläche  rechte  Winkel  bilden. 

c)  Wird  die  Fläche  1)  durch  eine  Reihe  paralleler,  etwa  in  der  Rich- 
tung (or ,  /? ,  y)  gehender  Transversalen  geschnitten ,  so  befinden  sich  die- 
jenigen Punkte  dieser  Transversalen,  für  welche  das  Product  der  auf  den 
^«"•nsversalen  durch  die  Fläche  l)  gemachten  Abschnitte  denselben  Werth 
^     hat,  gemäss  der  Gleichung  41)  auf  den  zwei  Flächen 

45)       Aai?,»  — «.c»  =  0   und   /•ai?,f)  +  9l.c«  =  0, 
^^Iche  mit  der  Fläche  l)  von  gleichem  Grade  und  gleicher  Asymptoten- 
^^ditung   bind.     Da  die   auf  einer   beliebigen   in  der  Richtung  («',  /J',  /) 
Sehenden  Transversalen  durch  die  Fläche  l)  und  die  Flächen  45)  von  einem 
"^nkt  p  aus  gemachten  Abschnitte  für  ihr  Product  die  Werthe  : 

/Xr,  n,  3)      AM,J)  -z3  ^     /'(r.  t),  3)  +  « .  c« 
3t'      '  31'  '    ■  31' 

^ftben,  so  findet  man  leicht,  dass,  wenn  man  die  Fläche  1)  und  die  beiden 
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Flächen  45)  durch  eine  Reihe  paralleler  Transversalen  schneidet,  dasPro- 
duct  der  von  irgend  einem  der  Schnittpunkte  der  Flächen  45)  aus  durch 
die  Fläche  1),  oder  von  irgend  einem  der  Schnittpunkte  der  Fläche  l)  ans 
durch  eine  der  Flächen  45)  gemachten  Abschnitte  auf  allen  jenen  Trans- 
versalen denselben  Werth  hat,  welcher  halb  so  gross  ist,  als  der  Werth 
des  Frodnctes  der  Abschnitte,  welche  von  irgend  einem  Schnittpunkte  der 
einen  der  Flächen  45)  aus  durch  die  andere  derselben  auf  einer  solchea 
Transversalen  gemacht  werden.  Ferner  ist  das  Product  der  von  einem  be- 
liebigen Punkt  aus  auf  einer  Transversalen  durch  die  Fläche  l)  gemachten 
Abschnitte  das  arithmetische  Mittel  der  beiden  Producte  der  Absclmitte) 
welche  durch  die  Flächen  45)  von  demselben  Punkt  aus  auf  dieser  Trans- 
versi|len  gemacht  werden. 

d)  Abgesehen  von  unendlich  fernen  Punkten ,  für  welche  das  Product 
der  auf  irgend  einer  Transversalen  durch  die  Fläche  l)  gemachten  Ab- 
schnitte unendlich  gross  wird,  und  von  Punkten  dieser  Fläche  selbst,  f&r 
welche  jenes  Product  Null  ist,  ergeben  sich  für  die  Punkte,  von  welchen 
aus  das  Product  der  auf  einer  in  der  festen  Richtung  (a,  /3,  y)  gehenden 
Transversalen  durch  die  Fläche  1)  gemachten  Abschnitte  seine  grösstem 
und  kleinsten  Werthe  erhält,  durch  Nullsetzen  der  partiell  nach  |)  i}i  t 
genommenen  ersten  Ableitungen  von  /*(|,  ij,  Q  die  Gleichungen : 

^A|l?lO_.    tf/'(^,iy,»_n    rfA|L5iO_n 
d^      ~"'        dti      ~"'        dt      ~"' 

in  welchen  man  die  Gleichungen  31)  erkennt  Es  zeigt  sich  also,  dass 
von  allen  Punkten,  durch  welche  man  nach  irgend  einer 
festen  Richtung  Transversalen  zieht,  welche  von  einer 
algebraischen  Fläche  in  der  dem  Grade  letzterer  entspre- 
chenden Anzahl  von  Punkten  geschnitten  werden,  die  Haupt- 
punkte der  Fläche  diejenigen  sind,  für  welche  das  Product 
der  durch  die  Fläche  auf  der  Transversalen  gemachten  Ab* 
schnitte  seine  grössten  und  kleinsten  Werthe  erhält. 

Wenn  man  in  einer  Ebene ,  wie  in  der  Ebene  10) ,  nach  der  festen 
Richtung  {a^  ß,  y)  Transversalen  zieht,  so  erhält  man  die  Punkte,  fö' 
welche  das  Product  der  auf  der  durchgehenden  Transversalen  durch  di^ 
Fläche  l)  gemachten  Abschnitte  am  grössten  oder  kleinsten  wird,  durch 
Nullsetzen  der  unter  der  Bedingping 

nach  $  und  t^  genommenen  ersten  Ableitungen  von  /*(!,  17,  ^),  also  aus  den 
Gleichungen 

juäf  df  df       uf<if_t. 

welche  gleichbedeutend  sind  mit  den  Gleichungen  37)  und  demnach  kun^' 
geben,  dass  von  allen  Punkten  einer  Ebene,  durch  welch* 
maa  aach  einer  festen  Richtung  Transversalen  zieht,  weicht 


I 
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OD  einer  algebraiscben  Fläche  geschnitten  werden,  die 
nnkte,  für  welche  das  Prodnct  der  auf  der  durchgehenden 
'ransversalen  dnrch  diese  Fläche  gemachten  Abschnitte 
c^  «ine  grössten  oder  kleinsten  Werthe  erhält,  diejenigen 
^  ind,  in  welchen  die  Ebene  von  der  ihrer  Richtung  beztig- 
1  2eh  der  gegebenen  Fläche  zugehörigen  Polcurve  geschnit- 
-^  «D  wird,  also  jene  Punkte  dieser  Ebene,  deren  Polar- 
^  benen  derselben  parallel  sind. 

Diejenigen  Punkte  einer  in  der  Richtung  (or,  ß,  y)  gehenden  Geraden 
endlich,  für  welche  das  Product  der  durch  die  Fläche  1)  auf  der  Geraden 
S^iDAchien  Abschnitte  seine  grössten  Werthe  erhält  —  die  kleinsten  Werthe 
dc8  genannten  Productes  entsprechen  offenbar  den  Schnittpunkten  der  Ge- 
raden mit  der  Fläche  —  findet  man  durch  Nullsetzen  der  nach  der  allein 
'■unabhängig  bleibenden  der  Veränderlichen  J ,  iy ,  f  genommenen  ersten  Ab- 
leitang  von  ^(|,  17,  {;),  also  aus  der  Gleichung 

df  .  ^df  ,      df 

'Welche  gleiche  Bedeutung  hat,  wie  die  Gleichung  35),  und  also  schliessen 
l&88t,  dass  die  Punkte  einer  Geraden,  für  welche  das  Product 
^er  dnrch  eine  algebraische  Fläche  auf  der  Geraden  ge- 
flachten Abschnitte  seine  grössten  Werthe  erhält,  diejeni- 
Son  Punkte  sind,  in  welchen  diese  Gerade  von  der  ihrer 
Richtung  bezüglich  jener  Fläche  entsprechenden  Polfläche' 
geschnitten  wird. 

e)  Sind  /*=0  und  f=0  zwei  Flächen  desselben  Grades  und  gleicher 
-^ymptotenrichtung ,  so  dass  für  irgend  eine  Transversalenrichtung  das 
^oljnom  X  bei  beiden  Flächen  denselben  Werth  erhält,  so  ist  das  Ver- 
^^Itniss  der  Producte  der  Abschnitte,  welche  durch  diese  Flächen  auf  einer 
beliebig  durch  den  Punkt  n  gehenden  Transversalen  gemacht  werden ,  ab- 
gesehen vom  Vorzeichen  ausgedrückt  durch  vlfj      ^,  also  unabhängig  von 

^^T  Richtung  der  Transversalen.  Es  folgt  hieraus,  dass,  wenn  zwei 
^^S^^'Ai^^^^Fl^^hoii  desselben  Grades  und  gl  ei  cherAsymp- 
^^tenrichtung  durch  eine  Reihe  von  Transversalen,  die 
^^rch  denselben  Punkt  gehen,  geschnitten  werden,  diePro- 
**^cte  der  Abschnitte,  welche  auf  diesen  Transversalen 
^^rch  die  eine  jener  Flächen  von  dem  gegebenen  Punkt  aus 
S^macht  werden,  sich  verhalten  wie  dieProducte  der  durch 
^^e  andere  Fläche  auf  denselben  Transversalen  gemachten 
"Abschnitte. 

f)  Sind  ^=0  und  ^  =  0  zwei  Flächen  zweiten  Grades,  so  ist  im  All- 
Semeinen 
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die  Gleichung  einer  Fläche  desselben  Grades,  welche  durch  die  Schnitt-  — ^ 
linie  der  beiden  ersten  Flächen  geht.  Schneidet  man  nun  diese  drei  Flä-^ — ^ 
eben  durch  eine  in  der  Richtung  (o,  /?,  y)  gehende  Transversale,  so  balft^,.^ 
man  für  die  Producte  der  durch  die  Flächen  auf  der  Transversalen  voc:«-^ 
einem  beliebigen  Punkt  n  derselben  aus  gemachten  Abschnitte,  wenn  ma]«-,^ 
selbe  mit  P, ,  P,  und  P  bezeichnet,  die  Gleichungen 

p_/UliM)    p_^niÖ    n_it/-,(g.i,.^)  +  >*A(|,i;,e) 

aus  welchen  sogleich 

folgt,  welche  Gleichung  für  einen  Punkt  der  dritten  der  gegebenen  FlE.  j 
eben ,  also  für  /  und  P  gleich  Null 

P,  k 

giebt.     Da  sonach  das  Verhältniss  der  beiden  Producte  jP,  und  Pf  von  d   ^r 
Lage  des  Punktes  n  auf  der  Fläche  /*=0  ebenso  als  von  der  Richtung  d  ^r 
Transversalen  unabhängig  ist,  so  hat  man  den  Satz:   Wenn  drei  alg^s- 
braische    Flächen    desselben    Grades    durch    eine    gemeiKS- 
schaftliche  Schnittlinie  gehen   und  durch  beliebige  Tran  ^- 
versalen   geschnitten   werden,    so    ist    das    Verhältniss    d^r 
Producte  der  Abschnitte,   welche  durch  zwei  jener  Fläche  n 
auf  einer  Transversalen  von  einem  der  Schnittpunkte  letz- 
terer mit  der  dritten  Fläche  aus  gemacht  werden,   constaKst 
und  gleich  dem  irgend  einem  anderen  Schnittpunkt  derse  ^* 
ben  oder  irgend   einer  anderen  Transversalen  und  der  dri  'A' 
ten  Fläche  in  gleicher  Weise  entsprechenden  Verhältniss    -^ 
Wenn  daher  durch   irgend  zwei  Punkte  letzterer  Fläche  ^^  ^ 
zwei  einander  paarweise  parallele  Transversalen  gezog^*  ^ 
werden,    welche   die    beiden   ersten   Flächen    in    der  ihre      ^^ 
Grade  zukommenden  Anzahl  von  Punkten  schneiden,  so  ve^^' 
halten  sich  die  Producte  der  Abschnitte,   welche  durch  d^^^® 
eine  Fläche  auf  den  Transversalen  der  einen  Richtung  odc^^^^ 
durch  den  einen   Punkt  der  dritten  Fläche  von  diesem  ai 
gemacht  werden,   wie  die  Producte  der  Abschnitte,   welch 
durch  die  andere  Fläche  auf  den  beiden  anderen  Transve 
salen  entstehen. 

g)  In  seinem  ,,Aperfu  historique^^  (s.  Cap.  V,  No.  26)  theilt  Chasle 
ohne  Beweis  ein  Verfahren  mit,  für  einen  gegebenen  Punkt  einer  ebenei 
algebraischen  Curve  die  Tangente ,  Normale  und  den  Krümmungskreis  ci 
construiren,  welches  sich  auch  auf  die  algebraischen  Flächen  tibertragec:^^ 
und  mittelst  des  Satzes  III.  leicht  begründen  lässt.    Soll  nämlich  vorersP^ 
an  eine  Fläche  nten  Grades  etwa  im  Punkte  p  derselben  eine  Berührongs— -"^ 
ebene  gelegt  werden ,  so  denke  man  sich  den  Punkt  p  mit  einem  beliebi^^ 
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«^^^n^^^^^^^  ri 


W.*^  %*■   ^*.  'N   -r.  -   /-.i^%-        *  „f^^  •"-'S  ■»•^.^.^   •%  ^„.f-  .-.^%.<'  w^^^ 


nthe  ausserhalb  der  Fläche  befindlichen  Punkt  n  durch  eine  Gerade  ver- 
banden, welche  die  Fläche  noch  in  den  Punkten  pfi  Psy  -  -y  Pn  schneiden 
Doge;  ferner  seien  durch  n  noch  zwei  andere  mit  der  ersteren  nicht  in 
einer  Ebene  liegende  Gerade  gezogen ,  welche  die  Fläche  zunächHt  in  p 
nnd  p\  dann  aber  noch  beziehungsweise  in  den  Punkton  p\i  p\y  ^  *  »i  pn 
nnd  p\ ,  p\ ,  . . . ,  p'n  schneiden.     Die  durch  die 
Punkte  p,  p'  und  p'  gehende  Ebene  ist  offenbar  be- 
stimmt durch  die  Lage  eines  ihrer  Punkte ,  also  des 
Punktes  p,  nnd  durch  die  Verhältnisse  der  drei  Ab- 
stände npy  np  und  np\     Um  letztere  zu  erhalten, 
liehe  man   durch  einen  ganz  beliebigen  Punkt  q 
gleichfalls  drei  Gerade,  welche  den  durch  n  gehen- 
den bezüglich  parallel  sind  und  die  Fläche  in  den 
Punkten  r„  r,,  • . .,  r^^  r',,  r',,  . . .,  r  „  und  r"„  r",, . . ., 
^'n  schneiden;  die  Gleichungen 
y  •  npf . . .  npn np\  np\ . . .  npn np'»  np'\  •  •  •  ^/>"« 

e^i  •  ^t  •  •  •  ^'•»         ^'•'i  •  Q''\  •  •  •  ^'''n       ^^"i  •  e^*  t  •  •  •  Q^'n 

§>eben  dann  alsbald 


\  « 


«  I 

1 1 


1 1 
I  \ 
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> 


np :np: np 

npf,..npn         np'2...np'n  np'f-np'n  ' 

Lässt  man  nun  den  Punkt  n  auf  der  Geraden  np,  ohne  die  Richtun- 
gen von  np'  und  np"  zu  ändern ,  dem  Punkt  p  näher  rücken ,  so  werden 
*^ch  die  Punkte  p'  und  p"  dem  Berührungspunkte,  die  Ebene  (p,.p\  p") 
^80  der  Berührungsebene  der  Fläche  in  p  sich  immer  mehr  nähern  und 
^it  diesen  beziehungsweise  zusammenfallen ,  sobald  n  den  Punkt  p  erreicht 
<^at.  Da  sodann  die  Abstände  np ,  np'  und  np''  verschwinden ,  so  erschei- 
^^n  ihre  die  Berührungsebene  mit  bestimmenden  Verhältnisse  für  sich  in 
der  unbestimmten  Form  ^  und  sind  dem  Werthe  nach  gemäss  dem  Obigen : 

PPt  -PPi  •  •  PPn '  PPt  -PPz  - .  'PPn '  PP\  'PP\ . .  'PP'n ' 

Um  folglich  die  Berührungsebene   einer  algebraischen 
Fläche  für  einen  gegebenen  Punkt  p  derselben  zu  erhalten, 
^iehe    man    durch   diesen   Punkt  nach   irgend  drei   nicht  in 
^iner  Ebene  liegenden  Bichtungen  Transversalen  und  durch 
^inen  beliebigen   nicht   auf  der  Fläche  befindlichen  Punkt 
9  Parallele  zu  jenen,   welche   sämmtlich   die  Fläche   in  der 
ibrera    Grad    zugehörigen   Anzahl    von    Punkten    schneiden. 
Trägt  man  dann  auf  jeder  der  durch  p  gehenden  Transver- 
aalen eine  Strecke   auf,  Avelche  dem  Producte  der   auf  der 
Parallelen  durch  q  von  diesem  Punkt  aus  durch  die  Fläche 
gemachten  Abschnitte    direct,    und    dem   Producte   der   auf 
der  baattglichen   Transversalen  selbst  von  p  aus  dtLrcbi  d\^ 


428  Allgemeine  Eigenschaften  algebraischer  Flächen. 

Fläche  gemachten  Abschnitte  verkehrt  proportional  i^^Sst 
so  liegen  die  Endpunkte  jener  Strecken  in  einer  Ebene,  w  ej. 

eher  die  verlangte  Berülirungsebene  parallel  ist,  währ^^Esod 
die  von  p  ans  anf  die  Ebene  jener  Endpunkte  gefällte  Sei^^jr. 
rechte  die  Normale  der  Fläche  in  dem  Punkte  p  bildet 

Zu  beachten  ist  noch ,  das^ ,  je  nachdem  man  auf  den  drei  durch  p        ge- 
zogenen Geraden  die  angegebenen  drei  Längen  nach  der  einen  oder       m- 
deren  Seite  von  p  aus  aufträgt ,  ihre  Endpunkte  im  Ganzen  acht  versG.  "ftfe- 
dene  Ebenen  bestimmen,  die  sich  paarweise  parallel  sind,  und  es  ents.'&efat 
daher  die  Frage,  welche  von  diesen  Ebenen  die  Richtung  der  Berührumugs- 
ebene  angeben  wird.     Ans  dem  im  Eingange  dieses  Abschnittes  Gesagten 
ist  nun  leicht  einzusehen,  dass,  wenn  durch  irgend  zwei  Punkte  nach  'ver- 
schiedenen Richtungen  parallele  Transversalen  gezogen  werden  und     die      i 
auf  zwei  solchen  Parallelen  von  beiden  Punkten  aus  durch  eine  algebrai- 
sche Fläche  nach  derselben  Seite  hin  gemachten  Abschnitte  zusammeo  ^^ 
gerader  oder  in  ungerader  Anzahl  auftreten,  die  Anzahl  der  in  gleicber 
Weise  auf  den  anderen  Paaren  von  Parallelen  gebildeten  Abschnitte  eben- 
falls beziehungsweise  gerade  oder  ungerade  sein  wird.    Dies  gilt  offenbar 
auch  bezüglich  der  zur  Herleitung  obiger  Construction  benutzten  Puiik^^* 
n  und  Qj  von  denen  man  ersteren  sich  bereits  so  nahe  an  p  befindlich  d&^' 
ken  kann,  dass  die  Punkte  p,  p'  und  p"  die  n  am  nächsten  gelegeo^'* 
Schnittpunkte   der  Fläche   mit  den  bezüglichen  Transversalen  sind.      «J^® 
nachdem  man  nun  die  durch  n  und  q  gezogenen  Transversalen  nach  d^^^ 
von  n  nach  />,  p'  und  p"  gehenden  Seite  nimmt,  oder  nach  der  entgegea^^' 
setzten  Seite,  wird  durch  das  Hereinrücken  von  n  nach  dem  Berührun^^' 
punkte  p  nach  allen  drei  Richtungen  je  ein  Abschnitt  verschwinden,  od^ 
nach  keiner  Richtung ,  und  daher  auch  bezüglich  der  Punkte  p  und  q  ^^ 
Gesammtzahl  der  nach  derselben  Seite  der  Bertihrungsebene  hin  gemax? 
ten  Abschnitte  für  die  angenommenen  drei  Richtungen  gleichzeitig  ger^-^ 
oder  ungerade ,  nach  der  entgegengesetzten  Seite  also  ungerade  oder  _ 
rade  bleiben.    Man  wird  folglich  die  zur  Bestimmung  der  Berühmngseb^  ^^^ 
dienenden  drei  Längen  vom  Berührungspunkte  p  aus  jede  nach  derjenig"^^*^ 
Seite  ihrer  Richtung  auftragen,  auf  welcher  von  den  TLn  —  1  Abschnitte 
die  durch  die  Fläche  auf  den  beiden  durch  p  und  ^  gezogenen  Parallel  ^ 
gemacht  werden,  die  gerade  Anzahl  sich  befindet,  oder  alle  drei  Läng^ 
nach  der  jener  entgegengesetzten  Seite;  den  in  beiden  Fällen  durch 
drei  Endpunkte  bestimmten  Parallelebenen  wird  auch  die  gesuchte  Berttb' 
rungsebene  parallel  sein. 

Schliesslich  kann  noch  bemerkt  werden ,  dass ,  wenn  ein  Paar  der  zur 

bisher    betrachteten   Construction    gebrauchten    parallelen  Transversalen 

asymptotisch  gerichtet  ist,  der  sonst  ganz  beliebige  Punkt  q  auf  der  durch 

p  gezogenen  Transversalen  genommen  werden  muss ,  wodurch  jene  beiden 

Parallelen  in  eine  Gerade  zusaTumenfallen  und  das  Yerhältniss  der  dem 
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unendlich  fernen  Schnittpaukt  pn  der  Transversalen  nnd  der  Fläche  ent- 
sprechenden Abschnitte  ppn  nnd  gPm  das  ausserdem  unbestimmt  bleiben 
*ivürde,  hier  der  Einheit  gleich  wird. 

Um  von  der  hier  gegebenen  constrnctiven  Bestimmung  der  Beruh- 
mngsehene  einer  algebraischen  Fläche  f{x^  y,  z)  oder  /'==0  die  Gleichung 
derselben  abzuleiten,  seien  o:,  y,  z  und  r,  t),  3  die  Coordinaten  des  Berüh- 
mngspanktes  p  and  eines  beliebigen  anderen  Punktes  der  Berührnngs- 
ebene ;  ferner  J,  iy,  f  die  Coordinaten  des  Punktes  g  und  (a,  jS,  y),  (a,  jS',  /) 
und  {a\  fi\  /')  die  Richtungen  der  zur  Constrnction  verwendeten  Trans- 
▼enalen.  Nimmt  man  die  Gleichung  der  Ebene,  welche  die  Endpunkte 
der  von  p  aus  aufgetragenen  Strecken  enthält,  in  der  Form  10)  an,  so  ist 
die  Gloichang  der  jener  parallelen  Beruhrungsebene 

L{x—t)  +  M{y  —  i)  +  N{z—i)  =  0. 
Nnn  sind  jene  Strecken  einerseits  ausgedrückt  durch 
Lx  +  My+Nz  +  P     Lx  +  My+Nz-^P     Lx  +  My  +  Nz  +  P, 
"nr+Mß  +  Ny     '       La+Mß'+Ny     '    ~ la"+ Mß^'+Ny'    ' 

andererseits  gestalten  sich  die  in  46)  gegebenen  Verhältnisse  derselben 
we^en 

^^     ^^         ^^ L  /"(Si  Vi  i) 

gri  .^r,  . .  .^rn=  + — —  , 

Und,  wenn  man  noch  die  Coordinaten  des  Punktes  n  durch  x\  y\  z  dar- 
«tellt, 

PPfPP$-"PP».=  "'n\ )      .    ^ 

.   \  np  /  n  m  p 

—    .      dx^*^dy^^dz 
**   Berthen ,  wie  den  Vorzeichen  nach  um  in : 


ICan  erhält  hierdurch : 
La  +  Mß  +  Ny    _    La+Mß^+Ny     _     La"+Mp'+Ny' 

dx^^dy^'  dz  dx^^  dy^^  dz  dx^^  dy^l   dz 

^^  anabhängig  von  den  Eichtungen  (er,  /3,  y), .  > .  nur  sein  kann,  wenn 

dx  dy  dz 

genommen  wird.     Sonach  ist  die  gesuchte  Gleichung  der  Beruhrungsebene 
der  Fläche  /*:=:0  im  Punkte  p : 

ZeiUchrift  für  Malheiiiatik  ii.  Physik.  VII,  6.  29 


UeberoiDStimniung  mit  einer  bereits  früher  (II.  a)  gemachten  Bemerkt«  xs^. 
h)  Um  in  einem  Punkt  einer  algebraischen  Fläche   für  einen  dta.jrcli 
enselben  gemachten  ebenen  Schnitt  den  Krüromungskreis  eu  bestimiaa^ii, 
.iehe  man  für  jenen  Punkt  p  die  Tangente  der  Schnittcurve,  welche  beide 
»ich  noch,  dem  Grade  der  Fläche  entsprechend,  in  den  Punkten p„ /I4, ... ,  /y^, 
Rodann   durch   den  auf  der  Tangente  beliebig  nahe  an  p  angenommenen 
Punkt  n  in  derselben  Ebene   eine   zweite  Gerade,   welche   die  genanute 
Cnrve  zunächst  in  p\  dann  noch  in  den  Punkten  p\y  p'i«  •  •  •«/''«  schneidet 
Ein  durch  den  Punkt />'  gehender  Kreis,  der  die  Gerade/»»,  also  anch  die 
Schnittcurve  in  p  berührt,   wird   die  Gerade  p'n  noch  in  einem  iweite« 
Punkt  q  schneiden  und  dann  offenbar  auch  dadurch  bestimmt  sein,  dass  er, 
die  Gerade  pn  in  p  berührend ,  durch  den  Punkt  q  gehen  soll.    Zur  He- 
Stimmung  letzteren  Punktes  hat  man 

oder,  wenn  man  durch  einen  ganz  beliebigen  Punkt  gr  und  gr  parallel 

np  und  Ttp'  zieht  und  die  Schnittpunkte  de 
selben  mit  der  gegebenen  Fläche  beziehnng 
weise  mit  Tj  ,  r, , . . . ,  r«  und  r'| ,  /,,,..,  r 
bezeichnet,  wegen 

np.np.  npf . . . npn pr, . gr^ . . . gr^ 

7tp.7tPf,..7rpn  Q^  f  Qr\ . . .  ^\ 

durch  Auflösung 

^r, .  pr, . . .  Qr^     np\ ,  np]^ . . .  np\ 

nq  =  — ; -, 7- . . 

pr  , .  pr  2 .  •  •  pr  n     np^ .  np^ . .  •  npn 

Lässt  man  nun  den  Punkt  n  auf  der  Ge- 
raden np ,  ohne  die  Richtung  von  np'  su  An- 
dern ,  dem  Punkte  p  näher  zu  rücken ,  so  wird  auch  p  demselben  Punkte, 
und  daher  der  durch  p'  gehende  Berührung8kreis  für  p  dem  Krümmungs- 
kreis des  gegebenen  Flächenschnitts  für  denselben  Punkt  sich  immer  mehr 
nähern,  und  mit  diesen  beziehungsweise  zusammenfallen,  sobald  n  den 
Punkt  p  erreicht  hat.  Da  sodann  die  Strecken  np  und  np  verschwinden, 
so  erscheint  die  neuentstandene  Sehne  pq  nach  dem  ersten  der  dafür  ge- 
gegebenen Ausdrücke  in  der  unbestimmten  Form  §,  während  der  «weite: 

pr,  ..jjpr.     PPfPP%>'  'PPn 


47).. 


pq  =  ' 


r~ 


pr  ,  .  pr,  . .  .  pr„  pp^  .pp^  .,.  .pp^ 
giebt.  Um  folglich  in  einem  ebenen  Schnitt  einer  algebrai- 
schen' Fläche  für  einen  gegebenen  Punkt  p  desselben  den 
Krümmungskreis  zu  erhalten,  ziehe  man  in  diesem  Pnnkt 
die  Tangente  der  Schnittcurve  und  in  deren  Ebene  dnreh 
^^'«n   Pnnkt   eine    zweite    Gerade,    sowie    durch   einen 
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■    ^N."*^^V^X^N^  ^^^    ^.^.^.^^ 


beliebigen  nicht  auf  der  FlHche  befindlichen  Punkt  q  Pa- 
rallele za  jenen,  welche  sHnimtlich  die  Flüche  in  der  ihrem 
Grade  entsprechenden  Anzahl  von  Punkton  schneiden.  Trägt 
man  dann  auf  der  zweiten  durch  p  gehenden  Geraden  eine 
Strecke  auf,  welche  den  Producten  der  Abschnitte,  welche 
durch  die  Flüche  auf  dieser  Geraden  «elbst  und  auf  der 
durch  Q  parallel  zur  Tangente  gezogenen  in  Bezug  auf  p 
Und  Q  gemacht  werden,  direct,  und  den  Producten  der  Ab- 
schnitte, welche  auf  der  Tangente  und  auf  der  anderen 
durch  q  gehenden  Transversalen  durch  die  Fläche  ent' 
stehen,  verk/ehrt  proportional  ist,  so  liegt  der  Endpunkt 
dieser  Strecke  auf  dem  verlangten  Krümmungskreis. 

Auch  hier  ist  noch  zu  entscheiden,  auf  welcher  Seite  der  zweiten  durch 
P  gezogenen  Transversalen  die  angegebene  Strecke  aufzutragen  ist.   Denkt 
^'^Äii  sich  letztere  Transversale  noch  durch  n  gehend,   so   wird  von  den 
^^  Abschnitten,  welche  auf  ihr  seihst  und  der  durch  q  gehenden  Parallelen 
durch  die  Fläche  gemacht  werden ,  nach  derselben  Seite  von  n  und  q  zu- 
men  eine  gerade  oder  ungerade  Anzahl  liegen,  je  nachdem   auf  der 
»ngcnte  {np  doppelt  gerechnet)  und  ihrer  Parallelen  durch  q  nach  der- 
■•^iVieu  Seite  von  n  und  q  hin  zusammen  eine  gerade  oder  ungerade  Anzalil 
^^n.   Abschnitten  enthalten  ist.     Lässt  man  nun  den  Punkt  n  wieder  auf  n 
^^ireinkommen,  so  werden  auf  der  Tangente  nach  der  einen  Seite  von  p  hin 
*'^ei  Abschnitte  zugleich  verschwinden,   auf  der  anderen  Transversalen 
^\o«  der  nach  dem  Krümmungskreis  zu  liegende  Abschnitt  np\  während 
^Xif  den  durch  q  gehenden  Transversalen  sich  hinsichtlich  der  Anzahl  der 
^uf  verschiedenen  Seiten  von  q  befindlichen  Abschnitte  nichts  ändert.    Fe 
Verden  daher  die  Anzahl  der  Abschnitte  auf  der  Tangente  und  ihrer  Pa- 
rallelen durch  q  nach  beiden  Seiten  ihrer  Richtung  und  ebenso  auch  die 
-Anzahl  der  Abschnitte  auf  den  beiden  anderen  Parallelen  nach  der  den/ 
^Lrümmungskreis  abgewendeten  Seite  immer  noch  gleichzeitig  gerade  oder 
'^ngei^e  sein,   die  Anzahl  der  Abschnitte  aber,   welche  auf  letzteren  Pa- 
Tallelen  nach  der  dem  Krümmungskreise  zugekehrten  Seite  hin  sich  be- 
finden, ist  dann  beziehungsweise  ungerade  oder  gerade.     Hiermit  ist  nun 
«neb  umgekehrt  die  Entscheidung  gegeben,  nach  welcher  Seite  von  p  hin 
die  Sehne  p9  aufgetragen  werden  muss. 

Hat  die  Tangente  oder  die  andere  durch  p  gezogene  Transversale 
asymptotische  Richtung,  so  muss,  wie  bei  der  Bestimmung  der  Berührungs- 
ebene und  auch  aus  demselben  Grunde ,  der  Punkt  q  auf  der  asymptotisch 
gerichteten  jener  beiden  Geraden  genommen  werden. 

Um  den  Krümmungshalbmesser  des  gegebenen  ebenen  Schnittes  fürp 
gleich  unmittelbar  zu  erhalten,  hat  man  nur  die  Richtung  der  zweiten 
Traniversalen  durch  p  senkrecht  zur  Tangente  zu  nehmen,  wodurch  die 

29» 
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nririi~ii'mnfi<nnr'iirrrrTmi«i«n__ 


Sehne  ein  Dnrchniesser  ilos  KrUmnmugskroisos  und  der  gesnehte  Kiü» 
mungs1inlbme»scr  demnach 

(>r,  .  (»r,  .  .  .  QTn      pp\  .  pp\  .  .  ^ppn 

4b)  =1.--;-—      , -. 

*     (ir,.^r,...()r„      PPz  .pPx  *  -  •  pPn 

wild.  Niniuit  man  den  Punkt  q  alH  fest  an,  so  ergiebt  isich  ans  dieseB 
Werthansdrucke  für  die  Krümmung.shnlbmesHer  R'  und  /?",  welche  twei 
verschiedenen  durch  dieselbe  Tangente  gehenden  Schnitten  für  den  Pankl 
p  angehören,  welin  man  noch  die  auf  den  entsprechenden  Xormalen  ruski 
p  entstehenden  Schnittpunkte  mit  //, ,  p',,  . .  .,  p'„  nnd  />",,  p'\t  •  •  •»?*■• 
ebenso  die  auf  den  Parallelen  durch  q  befindlichen  mit  r',,  r\, .  .  .,  /«and 
r'\ ,  /',,...,  r"p  bezeichnet,  die  Beziehung: 

•*•  •    •■• "~~        //  »/  »/"•#*     /'  #    • 

PP  t'PP  $'"PP  n    PPt'PPf-PPm 

Für  die  Krümmungshalbmesser  'i?  und  '^i?  dagegen ,  welche  xwei  ▼e^ 
scbiedenen  durch  p  gelegten  Normalschnitten  der  gegebenen  Fl&che  ange- 
hören, findet  man,  wenn  die  auf  den  zugehörigen  Tangenten  ausser  des 
Berührungspunkte  p  noch  befindlichen  Schnittpunkte  V39  ^4»  •  •  •«  V«  *u^ 
V«»  "P4i  •••»  Vn»  ferner  die  auf  den  Parallelen  durch  ^  cntstandenei 
r, ,  r,, . ..,   r„  und    r,,    r,, 


V, , . . . ,  Vn  und  "r, ,  "r, , .  . . ,  *>-  heissen 


^«„       ". 


PPi-PPa"  'PPn       PPs'P  Pi"-P  Pu 

Um  endlich  noch  aus  der  Gleichung  /"(.v,  y,  2)  oder/'=0  einer  alge- 
braischen Fläche  einen  Werthausdruck  für  den  Krümmungshalbmesser 
oder  allgemeiner  für  eine  Sehne  irgend  eines  durcii  den  Punkt  p  der  Fliehe 
gelegten  ebenen  Schnittes  entsprechend  diesem  Punkte  abzuleiten,  seien 
x^y^z  und  $>  17,  S^  die  Coordinaten  der  Punkte/»  und  p,  (or,  /?,  y)  die  Bich- 
tnng  der  Tangente  des  Schnittes  für  den  Punkt  p^  also  der  Bedinganj 


^^ 


unterworfen,  und  (a',  jS',  y)  die  Richtung  der  zweiten  Transversalen  dorch 
p.  Während,  wie  bei  Bestimmung  der  Gleichung  der  BerUhrnngsebene 
bereits  gefunden  wurde, 

/         /              /          .        dx      '^  dy     '  dz 
PPt'PPi"  'PPn  =  ±  g., 

ist,  wird,  wenn  man  noch  die  Coordinaten  des  in  der  NAhe  von  p  vorerst 
angenommenen  Punktes  n  mit  x\  y\  z'  bezeichnet. 
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^■^•^'^^^^^  ^*-.*  ^^   .^N^,*^**    ■ 


PPt'PPA  .  .  'PPn  =  Um     ' '- f—^ ^ 

L  v^P)  J  7t  in  p 

werden,  so  dass  man  autcr  der  Bedingung  49)  für  or,  ß^  y  erhält: 
60)  p,  =  ±2.       "-^'^"J'^'^''^ 


("d-x  +  '^d^  +  J'J^ 

^o  das  obere  oder  untere  Zeichen  zu  nehmen  ist,  je  nachdem  p^  in  der 
Richtung  («',  ^ y  y)  oder  gerade  entgegengesetzt  von  p  aus  gelegen  ist. 
beachtet  man,  dass  a\  jS',  /  die  Cosinus  der  Winkel  der  Geraden  pq  gegen 

lie  Goordinatenachsen  und  -r-t-r-i-r    den  Cosinus  der  Winkel   propor- 

dx    dy    dz  '^    '^ 

•'onal  sind ,  welche  die  Normale  der  gegebenen  Fläche  im  Punkte  p  mit 

'^tiselben  Achsen  macht,  so   erhält  man  auch,  wenn  •&  der  Winkel  der 

Dichtung  (a',  ß\  y)  mit  jener  Normale  ist,  abgesehen  vom  Vorzeichen, 


/(sve-ove-^j 


Da  für  ^==0  die  Sehne  p^  in  der  Richtung  der  Normalen  selbst  fällt, 
^tid  dieselbe  dadurch  ein  Durchmesser. des  Krümmungskreises  wird,  wel- 
lier  dem  durch  die  gegebene  Tangente  gehenden  Normalschnitt  die  Fläche 
llr  den  Punkt  p  angehört,  so  ergiebt  sich  für  den  Halbmesser  B  dieses 
Preises : 

(    d    .  ^  d   ,      d\* 
["Tx  +  ^ry  +  ^TzJf 
md  daher  für  obige  Sehne : 

pq  =  2cos  ^  *  R. 

■ 

Dieser  Ausdruck  führt  sogleich  auf  den  bekannten  Satz  von  Meus- 
aier,  dass  die  Krümmungskreise  aller  durch  dieselbe  Tan- 
gente einer  Fläche  gelegten  ebenen  Schnitte  für  den  Be- 
rührungspunkt der  Tangente  auf  einer  Kugel  liegen,  von 
welcher  der  Krümmungskreis  des  durch  die  Normale  der 
Flftche  und  jene  Tangente  gehenden  Schnittes  ein  grösster 
Kreis  ist. 
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t)  Seieu  tt,  p,  . .  .  0,  t  beliebig  im  Raum  gelegene  Punkte,    etwa  i^-^m 
der  Anzahl,  und  diesolbou  durch  die  Geraden  7rp, .  . .,  0t,  tä,  welche       4ie 
Fläche  1)  in  den  Punkten  />, ,  Pt»  •  •  •»/'n »  »"m  ''t »  •  •  •»  '*n»  •  •  •»  '1 »  ^t»  •  •  -^  ,/, 
bezüglich  schneiden,  zu  einem   Polygon  verbunden.     Wenn  man  nun       die 
Werthe,  welclie  das  bisher  mit  91  abgekürzte  Polynom  für  die  Richtum^eo 
jener  Geraden  erhält,  mit  91',  91", . .  .,  9U*'^  bezeichnet,  so  giebt  die  eir«te 
der  Gleichungen  42)  für  das  Verhaltniss  der  Abschnitte,  welche  auf  jeciem 
Paar  aufeinander  folgender  Polygonsseiten  durch  die  Fläche  gemacht  wer- 
den, nach  einander: 

npt  .  npf  .  .  .  np„ 91'*^^ 

nii  .n(f  .  .  .  Ttin  91 

Qn  .  gr^  .  .  .  grn .V^ 

QPt  •  PPi  •  •  •  QPn        ""  91'" 
T(,  .tft    .   .  .    Tin_j,    g^*-^* 

Durch  Mnltiplication   dieser  Gleichungen  erhält  man  alsbald  sowo 
dem  Werth,  als  dem  Vorzeichen  nach: 

j.  iv     W/>j  .  npt  •  •  •  npn  .pTi  •  Qf^f  •  •  »  gfn  • x/i-T^...  T^n 

Ol)    — =^ '1 

ntf  >  nfi  .  ,  .  nt^  .  gp^  •  gp^  . . .  gp^ xs^^xs^  •.,  xs^ 

welche  Gleichung  folgende  Verallgemeinerung  eines  bekannten  Satzes  von 
Carnot  ausspricht:  Wenn  eine  algebraische  Fläche  und  ein 
beliebiges  ebenes  oder  nicht  ebenes  Polygon  sich  so  schnei- 
den, dass  auf  jeder  Seite  des  Polygons  die  dem  Grad  der 
Fläche  zukommende  Anzahl  von  Schnittpunkten  entsteht» 
so  ist  das  Product  der  Abschnitte,  welche  aaf  den  Seiten 
des  Polygons,  in  ihrer  Aufeinanderfolge  nach  der  einen 
Richtung,  von  den  Ecken  des  Polygons  aus  gemacht  werden, 
gleich  dem  Product  der  Abschnitte  ist,  welche  der  ent- 
gegengesetzten Richtung  in  der  Seitenfolge  in  gleicher 
Weise  entsprechen. 

Für  besondere  Lagen  der  Ecken  und  Seiten  des  Polygons  erleidet  die 
Gleichung  51)  und  damit  obiger  Satz  einige  Abänderung,  nämlichr  wenn 
eine  oder  mehrere  Ecken  auf  der  Fläche  selbst  liegen,  und  dann  auch, 
wenn  überdies  eine  der  anstossenden  Seiten  die  Fläche  berührt  Ist  vor- 
erst etwa  der  Punkt  n  auf  der  gegebenen  Fläche,*  so  enthält  er  zugleich 
auch  die  Punkte  P|  und  /, ,  und  es  wird  nach  einer  Bemerkung  in  g)  dem 
Werthe  nach 

npt.np^...npn dx      ^  dy       '  dz  dx  dy        '      dz 
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sein,  welche  Oleichang,  wenn  li  und  nx  die  Winkel  bedeuten,  welche  die 
Oeraden  nq  und  nx  mit  der  Normale  der  Fläche  für  den  Punkt  n  ein- 
schliessen,  sich  umformt  in: 

«p,  .  Itp^  .  ,  .npn cos  TC      91^*^ 

ntf  .  nt^» »  '  nin        cos  ni      31' 
Ist  die  Gerade  n  g  auch  noch  Tangente  der  Fläche  in  n;,  so  fällt  ausser 
pg  mach  noch  Pf  mit  n  zusammen  und  es  wird  nach  einer  Bemerkung  in  h) 

«jpg  .  np4 . . .  npn I    \     rfj:  dy       '  dz)  dx  dy       'dz 

sein,  woraus  sich,  wenn  11'  den  dem  Punkt  n  zugehörigen  Krümmungs- 
halbmesser in  dem  durch  kq  und  die  Normale  der  Fläche  in  n  gelegten 
ebenen  Schnitt  vorstellt,  noch  ergiebt: 

npi  .  7tp4 . . .  npn 1  91^*^ 

nif  ntf . .  ,  nin         2cosni.  II"  31' 
Sind  aber  sowohl  nq  als  nx  Tangenten  der  Fläche  in  tk,  so  erhält  man : 

!g^>  .np^...  npn  _  .  \  dx^^  dy^'  dzJ'  \  dx^^  dy^'^  dz)' 
^'^^7^i^...n(n~^'  31'  '*  8l<*> 

_ii,  m 

^^o  i7|  den  zur  Tangente  nx  gehörigen  Krümmungshalbmesser  bedeutet. 

Durch  diese  Andeutungen  ist  nun  die  Abänderung  der  Gleichung  51) 
^^«timmt,  für  den  Fall,  dass  eine  oder  mehrere  der  Ecken  des  Polygons 
der  gegebenen  Fläche,  oder  dass  überdies  noch  eine  oder  mehrere  der 
diesen  Ecken  liegenden  Seiten  Tangenten  der  Fläche  in  diesen  Ecken 
^S^d.  Wenn  z.  B.  alle  Ecken  des  Polygons  auf  der  Fläche  liegen,  das 
-^ol jgon  also  der  Fläche  einbeschrieben  ist ,  so  erhält  man  die  merkwür- 
dige Gleichung: 

fc  ^     npf .  np$ •  • . npn .  qr^ .  ^r, . . .  ^r^ r/f  •  t^s  •  •  •  xt^ cos n .  cosg  . . .  cosx 

nif  •  9c/| .  •  •  nin  •  QPt  •  QP»  •  •  •  QPn T^t  •  ^^i  •  *  •  ^^n       COS  nx .  cos  ^i . . .  cos  T|  ' 

^ti  welcher  n  und  9C|,  q  und  ^t , . .  •  die  Winkel  bezeichnen,  welche  die 
leiten  nq  und  nx^  xn  und  x6  mit  den  Normalen  der  Fläche  in  den  Ecken 
sr, . . .,  X  einschliessen.  Wie  leicht  zu  sehen,  können  in  dieser  Gleichung 
%t«tt  cos  n  und  cos  ^i , .  •  •  die  Projectionen  der  Seite  nq  auf  die  Normalen 
in  n  und  ^ ,  • . . ,  oder  statt  cos  n  und  cos  »i ,  . . .  die  Projectionen  eines 
Stockes  der  Normalen  in  n  auf  die  Seiten  nq  und  jnr, . . .  genommen  werden. 
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XXXY.     Zwei   S&tze  ftber  Determinaiiten.    Von   O.  Zehfuss. 
I.  Lässt  man  je  für  die  1.,  2. , . . .  Reihe  oder  Colonne  £iner  Determinant^ 
Uten  Grades 

i>=2:+ a,jSa---Vii 
die  l.,  2.,  • . .  Reihe  oder  Colonne  einer  anderen  Determinante  fiten  Grad 

eintreten ,  so  erhält  man  n'  verschiedene  Determinanten 

-2^  +  ^1  ft  ys  •  •  •  ^'n »    -T  +  «I  «ff  ys  •  •  •  v« ,  . . .  2;  +  a,  ft . . .  o„ 

-^i  '^iftys •  •  •  ^'n,  2;  +  «i'^tys •  •  •  Vn,  •  •  •  -^i  «1 A .. .  ^1» 


-^  ±  A  ft  ya  •  •  •  Vn»    -£+«,/,  y,  ...  v„ ,  ...  2;  +  er,  j3,  ...  /„, 
welche  als  Elemente  einer  neaen  Determinante  R  betrachtet  werden  kön 
non ,  deren  Werth  nnnmehr  ermittelt  werden  soll.     Zu  diesem  Ende  such 
man  den  Quotienten  QiPin.  Gestalt  einer  Determinante 

darzustellen.     Die   Grössen    A^  B^  C,  ...    bestimmen  sich  daraus,   d 
Q  =  PS,  oder 


Gl  bi  Ci  ,  ,  , 

a^b^Cf  ,  .  . 

1 

«,  (/,  (?8  . . . 

: — 

... 

•     •     • 

jif    Jtfy    C|    .   .   • 
w4|    //|    C  I   •   •   • 

A^  ti^  c  I .  .  . 


«I  ft  /l  •  •  • 
»1 A  yt  •  •  • 
«•  A  y»  •  •  • 


Bildet  man  nach  der  Ganss' sehen  Regel  das  Prodact  der  beiden  leti- 
teren  Determinanten  rechter  Hand  and  vergleicht  die  dabei  entstehenden 
Elemente  mit  den  entsprechenden  der  Determinante  zur  Linken  des  Gleich- 
heitszeichens ,  so  entstehen  zur  Bestimmung  der  Grössen  ^| ,  ^j ,  C, , . . .  zu- 
nächst die  Gleichungen 

^1  «1  +  ^i  jS,  +  ^\  yi  +  •  • .  +  ^i  »'i  =  «1 
^1  «1  +  ^i  A  +  6',  y,  +  . . .  +  Z,  V,  =  tf. 


e 


-^1  «n  +  ^1  A  +  ^1  y»  +  •  •  •  +  ^1  Vn  =  «I. , 


Kleinere  Mittheilungen. 


437 


woraus 

Aehnlicher  Weise  findet  man 

.  ^±^ftyi-"y«     p '^  +  «i^ty<'"  vn        r  -^±tttftiy»>..&« 

-*«  • ^p  J    -«^ll  —  -p  )  •  •  •  -^t  —  ^p  • 

Fährt  man  so  fort,  so  ergeben  sich  die  Elemente  der  Determinante  S 
genau  als  diejenigen  von  R ,  jedoch  sämmtlich  dividirt  durch  P.     Also  ist 

und  da 

Q  =  P.S, 
so  ist  endlich 

1)  R  =  Q.  P»-n 

£s  sei  noch  bemerkt,  dass  die  Determinante  S  BJxf  vier  der  Form  nach 
verschiedene  Arten  gebildet  werden  kann,  je  nachdem  man  vor  Anwen- 
dting  der  Gauss' sehen  Regel  die  Reihen  oder  Colonnen  der  Factoren- 
determinanten  passend  wechselt,  welcher  nämliche  Umstand  vier  verschie- 
dene Formen  von  R  veranlasst. 

Von  dem  Satze  No.  1)  lässt  sich  ein  einfacher  Beweis  des  von  Jacob i 
"(Grelle  XXII,  11)  anfgestellten  Theorems  ableiten.  Setzt  man  nämlich, 
^enn  k  irgend  einen  Index ,  /  den  folgenden  bezeichnet, 

...     0 
...     0 

...     0 


1 

0 

0     ., 

..     0 

0 

0 

0 

1 

0     . 

..     0 

0 

0 

0 

0 

1    . 

..     0 

0 

0 

0     00...     100...     0 
«/    ft    y/    •  . .    xt    A/    fi/    .  .  .    Vi 

^m   Pm  ym  •  •  •     '^m   ^m   t^m  •  •  •     '^m 


kl    fll     .  .  .    V/ 
^m  f*m  •  •  •  V/n 


An    fn   •  •  •   Vit 


dyP 


dai  dßf,..diik 


^n    ßn    yn    •  •  •       •      ^n   fln   '  '  *     V„ 

dP      dP 


'Wird  die  Determinante  i?,  wenn 


dar'  dßr' 


durch  Ar^  Br,  ...   be- 


i 


ohnet  werden, 

A  Bi    C,  . . .  J5r,  0  0  . . .  0 
At  B^    C^  ...  jr,  0  0  ...  0 

00  ...  0 

Ak  Bk  Ck  ...  A'k  0  0  ...  0 
Ai   Bi  d    ...  Kl  PO  ...  0 

-^m  "m  ^m  •  •  •  ^m  0  P  . . .  0 


R  — 


A^  Ij  ^    C|  ...  Ji- \ 
■"%   ^f  ' 'f  *  •  •  "  % 

...       * 

^k  Bk  Ck  ...  Ä'/t 


.P''-*  =  ö/>n-l, 
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daher  ist  endlich 


2:+^4Ä,...irt  =  jp*-». 


a*p 


d Ol  d ßf . . ,  d Kk' 

II.  Jede  Determinante,  deren  Elemente,  nach  dem  gebräachl 
Schema  eines  Quadrates  angeordnet,  symmetrisch  sind  in  Bezog  an 
Mittelpunkt  dieses  Quadrates ,  lässt  sich  in  ein  Prodnct  zweier  andere: 
terminanten  zerlegen.  Hinsichtlich  des  Beweises  sind  zwei  Fälle  zu  v 
scheiden,  nämlich  derjenige,  wo  die  Determinante  von  gerader,  and 
jenige,  wo  sie  von  ungerader  Ordnung  ist. 

1.  Ist  die  Determinante  von  gerader  Ordnung,  so  lässt  sie  sich 
folgend  er  massen  darstellen : 

«i  ft  y,   . .  .  u,   V,  V,'  fi/   ...  y,'  ft'  a/ 
«t  ft  y,  . . .  ^8  V,  'V,'  i^t    ...  y,'  ft'  «,' 


P  = 


««  fti  y«  •  •  •  I»«  V«  Vu  f««'  .  .  .  y«  ßn  On' 
On  ßnyn»  •  •  f*«'  Vn'  »^ft  fi«   •••/!•   i^»  «« 


Of'  ft'  yt'  • .  •  ^t'  vt  vj  f*t  •  •  •  yt  ft  «1 
«i'  ft'  yi' . . .  fi/  Vi'  vi  ^1  . . .  yi  ßi  «1 

In  dieser  Determinante  addire  man,  was  bekanntlich  ihren  M 
nicht  ändert ,  die  Glieder  der  letzten  Reihe  der  Ordnung  nach  za  den 
sprechenden  der  ersten;  die  Glieder  der  vorletzten  Reihe  zu  denjer 
der  zweiten  u.  s.  f.,  wodurch  entsteht 

er,  +  a,'  j5,  +  ft'  . . .  t'i  +  Vi'  Vi  +  v/  . . .  ft  +  ßx   «i  +  «/ 


P= 


«I  +  «t'  ft  +  A'  •  •  •  Vi  +  v/  Vf  +  Vf'  •  • 


a«+aii'  ßu+ßn  •  •  •  v«+Vii'  v«+Vii'  •  • 
«n'  l^n'  •  •  •  V«'  Vn 


ßl  +  ßt    «t  +  «t' 


ßn+ßn    «I1+««' 
A*  ff« 


er j'  /3,'  ...  V,'  Vt        .      •  •  •  A  «1 

«i'  A'  •  •  •  Vi'  V,  .  .  •  A  ^1 

In  dieser  Determinante  subtrahire  man  nun  die  Glieder  der  e 

Colonne  von  den  entsprechenden  der  letzten,   die  Glieder  der  zweiten 

lonne  von  denjenigen  der  vorletzten  u.  s.  w.,  wodurch  entsteht 

«i  +  «/  A  +  ft'  •  •  •  Vi  +  Vi'  ^  ...  0 

er,  +  «,'  A  +  A'  •  •  •  "t  +  Vf'  0  ...  0 


P— 


««  +  «»'  ßn+ßn  .  .  •  Vn  +  Vn  0  ...  0 


«n 


Oh 


ttt 


ßn 

A'  • 
15/ 


Vn 


.  .  .   V| 

.  .  .   V,' 


Vn—Vu-  •  •  «»— «n' 


V.  — V, 


«t  — «1 


Vi    .  .  .  tfi  -^  tfi 


Kleinere  Mittheilungen. 


439 


ITach  einem  bekannten  Satze  zerfällt  nun  letztere  Determinante  in 
I  Prodnct  P=s 


«t+  «/  ft  +  ft'  .  .  .  Vf  +  Vt 
«■+«!•'  ßu  +  ßu  ••'  Vn+Vn 


«t  —  «i'  ßt  —  ß%  •  .  .  V,—  V,' 


2.  Wenn  die  Determinante  von  angerader  Ordnung  ist,  also  von  der 


Äi       ßt       . . .  ^i       Vi       Hl'      ...  ßi       «l' 


1>= 


er«       ßm 


.  .  f4«_i  V«_i  h'„— 1  •  .  .  ^«-1 «  «_l 
•  .  f*«       Vn        Ihi        •  ••  ßn        «■' 
.  .  ^'n-l  Vn— 1  |»ii-l    .  -  •  ßn—i  «»—1 


a,'      j3/      ...  f*/      Vj       |ü|       . . .  /J|       «1 
'    ergiebt  sieb  darcb  ein  ganz  äbnliches  Verfahren  wie  oben  unter  1), 
^B8  sie  in  das  Product  P  = 


I    I 


--I 


«1+«/  ft+ft'     ...     f*l+flj'      V| 


«■.1+««.!  ßn-l+ßin'i"'lhi-i+(»''u.i  Vnl 
««  /^n  •••  fin  V» 

Hegbar  ist. 


«n-l-a'nl  ßnl-ßnl^^'flui-lt^'ni 


ZXXTL  Anwendungen  einer  beionderen  Beterminante.  Von  6. 
sbfuss. 

1.  Miin  gerätb  bei  verscbiedenen  mathematischen  Untersuchungen 
if  Determinanten  von  der  Form 


A  = 


a       üf      a^ 

^s  .  .  .  ^n— 1 

««-1  fl        «1 

ö,  .  .  .  rta_2 

an-2  «»— 1  « 

öi  .  .  .  «n-S 

öfi-3  ön-2  ^Jf«-!  «...  öfi-4 


.     *  •  .    • 


•     •  .  •    . 


Ai      a^      03      ^4  .  •  •  a 


Blche  schon  mehrfach  betrachtet  worden  sind.  Herr  Professor  Hesse 
\Xi%  die  Güte,  mir  eine  aus  den  dreissiger  Jahren  herrührende  Corre- 
»ondenz  mit  £  e  s  s  e  1  zu  zeigen ,  in  welcher  bereits  eine  derartige  Deter- 
inante  erwähnt  wird,  und  vor  einigen  Jahren  theilte  Spottiswoode 
.  dem  Anhange   seiner  in  Crelle's  Journal  enthaltenen  Abhandlung: 
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j,Elemeniary  Theorems  relating  lo  Delerminanls^^  eine  ohne  Beweis  hingesetz 
Formel  für  den  Werth  von  A  mit,  welcher  übrigens  noch  der  Fact 
( — 1)1  «(«—>)  beizufügen  wäre,  da  sich  Spottiswoode  einer  anderen  A 
Ordnung  der  Elemente  bedient.  Später  erschien  auch  in  Terquem 
„Nouvelles  annales^^  eine  richtige  Ableitung  des  Werthes  von  A;  der  Na 
des  Herrn  Verfassers  ist  mir  jedoch  gegenwärtig  nicht  im  Gedächtnis 
Ich  erlaube  mir  zunächst,  die  Werthbestimmung  von  A  noch  einmal  ku 
anzugeben,  da  sie  vielleicht  nicht  allen  Lesern  gegenwärtig  sein 
Wir  mnltipliciren  deshalb  die  Reihen  sowohl,  als  die  Colonnen  der  Oi 
nung  nach  beziehungsweise  mit  a",  a"~^, . . .  a,  und  1 ,  o,  o*  •  •  •  a*""*,  wob 
wenn  a  eine  beliebige  Wurzel  von  «*  =  1  vorstellt,  der  Werth  der  Det 
minante  nicht  geändert  wird,  indem  dies  nur  einen  Factor  (l.a.o'...a" — 
=  1  herbeiführt.    Man  erhält  so : 


A  = 


1 

n— 1 


a,  a 
a 


,   a,  a 
a 


ö„«3  «""^ 


ö,  «  »  «t  «*         ,   «,  o" .  .  .,   a 

Zählt  man  nun  zu  jedem  Elemente  der  obersten  Reihe  der  letzten  IZ>e- 
terminante  sämmtliche  in  derselben  Colonne  unter  ihm   stehenden  de- 
mente, was  bekanntlich  den  Werth  von  A  nicht  ändert,  so  werden  eille 
Elemente  der  obersten  Reihe  der  resultirenden  Determinante   einander 
gleich ,  und  zwar  von  der  Form 

ö  +  a,  a  +  08«'  +  . . .+  a«_t«"-*  =  ^(of), 
mithin  wird  dieser  Ausdruck  stets  ein  Factor  von  A  sein,  was,  wenn  a  ein® 
eigentliche  Wurzel  von  a"=:l  vorstellt,  gleichfalls  stattfinden  wird,  wenn 
man  a  mit  o*,  o",  •  .  •  tt"  vertauscht.  Mithin  ist  A  durch  das  Product  ^ 
der  unter  sich  theilerfremden  Factoren  9>(a)i  <p(o*),  (v«*)  . . .  9>(«*)  th^i^' 
bar,  und  da  dasselbe,  gleichwie  die  Determinante  A,  hinsichtlich  a  yr^^^ 
nten  Grade  ist,  so  muss  A  =  A  A'  sein,  wo  k  einen  constanten  Factor  ^ 
stellt,  den  man  durch  Vergleichung  der  höchsten  Glieder  von  a  in  A 
A'  gleich  1  findet.     Mithin  ist  A  =  qp  («)  .  q>  (a*)  .  q>  (a*) ...  9  (a"),  oder 

(a  +  d,  a  +  ö,a«  +  . . .  +  a^-l  «"~^) 


nd 


X  («  +  «^1       +  «t      +  .  .  .  +  an-i) 

Wie  man  sieht,  ist  ein  wesentliches  Merkmal  der  Determinante 

dass  jede  Reihe  sowohl ,  als  jede  Colonne  sämmtliche  Elemente  enthä 

Mittelst  eines  ähnlichen  Verfahrens  lassen  sich  daher  auch  noch  manc 

andere  Determinanten  in  Factoren  zerlegen ,  z.  B. 


H 
e 


Kleinere  Mittheilungon. 


441 


/ 


=  {a  +  b  +  c+d)  {a  —  b  —  c  +  d)  {a  —  b  —  c+  d)  {a+b  —  c—d). 


a  b  c  d 
bade 
e  d  a  b 
d  €  b  a 

Einige  einfache  Beispiele  für  den  Hauptsatz  sind  folgende : 


X  0  0  0  y 

• 

x+\      1 

1 

1 

y  :r  0  0  0 

1     x  +  1      1 

1 

0   y  d9  0  0 

=  ^  +  y*, 

I          1     x  +  \    , 

1 

O   0  y  X  0 

•          •          •       • 

• 

O   0  0  X  y 

111. 

.   *-H 

«•     a*6  ab^  b* 

6»     a»     an  ab* 
ab*  b*     a«     a*b 

=  (a^- 

•6^». 

an  ab*  b*     a* 

=  ap"  +  «a:*"S 


=  o:»  +  j/»  +  z»  —  Zxyz. 


2.    Wir  -wollen  in  der  Determinante  A  beispielsweise  n  =d  setzen, 
und  erhalten 

X  y  z 
z  X  y 
y  z  X 

Dies  ist  derselbe  Ausdruck,  auf  welchen  Eni  er  bei  verschiedenen 
Gelegenheiten  gerathen  ist  und  welchen  Eisenstein  (Grelle  XXVII)  zur 
Gixindlage  einer  Untersuchung  über  cubische  Formen  zu  machen  gesonnen 
^^r.     Die  von  Eisenstein  angenommene  Form 

a^  +  DDy  +  DD"z*  —  ZDxyz, 
^o  t>^  D\  D'*  ganze   complexe  Zahlen   sind  und  />  =  i//)"  ist,  geht  aus 

obigor  einfach  durch  Vertauschung  von  y  mit  y  j/iTd'    und    von    z    mit 

«  1/DD"  hervor.     Eine  noch  allgemeinere  Form  erhält  man  übrigens  aus 

der  einfachsten,    wenn    man    darin    Xy  y^  z   bezüglich    mit   x  y D"*  D"\ 

y  P^lf'^y    z  y^D^y  vertauscht,  nämlich 

/>"«  />"  V  +  i>'" « ny  +  £>'  *  J/'z*  —  3  D'D''D"'xy  z. 
Uebrigens  möchte  sich  die  Form  a'+^  +  z' — Zxyz  sehr  wohl  zu  dem 
^on  Eisenstein  vorgeschlagenen  Zwecke  eignen,  indem  vor  allen  Diu-* 
tS^n  der  Satz  bewiesen  werden  kann,  dass  das  Product  zweier  solcher  For- 
cen wieder  ein  Ausdruck  von  derselben  Form  ist.     Dies  ergiebt  sich  so- 
^^hly  wenn  man  unter  Benutzung  der  Gauss* sehen  Regel  beide  Formen 
^^Q  die  ursprüngliche  multiplicirt,  als  auch  aus  dem  Umstände,  dass  das 
^oduct  der  entsprechenden  Grundfactoren  beider  Formen 

{x+ay  +  a*z){li  +  av  +  a*t) 
^^H  derselben  Form  ist,  wie  jeder  Grundfactor,  nämlich 

{^i  +  yi  +  zv)  +  a{xv  +  yk  +  zi)  +  a*{xt  +  yv  +  zi). 
Wenn  daher  Eisenstein   am  angeführten  Orte  bemerkt,  es  fehle 
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ein  allgemeines  Princip  zur  Anffindung  von  Formen,  deren  Prodncte  For- 
men von  gleichartiger  Zusammensetzung  sind ,  so  möchte  ich  glanben,  di 
die  Determinanten  ein,  ivenn  auch  vielleicht  nicht  überall,  doch  in  viel( 
Fällen   zum   Ziele  führendes  Mittel   zur  Erreichung  jenes  Zweckes    di 
bieten.    So  hat  z.  B.  Hermite  im  XL.  Bande  von  Grelle' 8  Journal  d< 
betreffenden  Eul  er 'sehen  Satz  über  die  Form  ir*+y*+2*4-/*  mittelst 
terminanten  bewiesen,  und  einem  von  Eisenstein  1.  c.  angeführten  L 
grang ersehen  Ausdrucke  Iftsst  sich  auf  demselben  Wege  eine  ganz  n( 
Seite  abgewinnen.     Nach  Lagrange  ist  nämlich,  wenn 

P  =  pp^q\      P  =pp  —q\      P=pp-^q* 
y-k  f  ff  g\»  ff        t  %      ^»f  f        ff  ff 

Q  =  qq  —pq,    0  =qq  —pq,    Q    =qq—pq 

gesetzt  wird, 

{PPY  +  2  5^  qq'-'P  ^  —pq*  —p'q'^f 
_  pp'p''^  2Q0'0"—PQ^  —  P'0'*—P''ff\ 

Bemerkt  man  dagegen,  dass  der  ursprüngliche  Lagrange'sche  <^w  n« 
druck  auf  die  Gestalt  der  symmetrischen  Determinante 

P    9     9 

ff     f 

9    P    9 

9    9    P 

gebracht  werden  könne,  so  gelangt  man  unter  Anwendung  der  6au^  An- 
sehen Multiplicationsregel  leicht  zu  dem  Satze,  dass  das  Lagrange's^?^® 
Theorem  noch  gelte,  wenn 

P=     p*     +q-t+  g'-*,  P^pt+gt^  g"t^  p    ^p"X  +     yt     +  j1^ 

0  =  99  +9P+9P  1    0  =99  +  9P  +  9P  y    0  =99  +9  P  +  9  P' 
Eine   Verallgemeinerung    des    oben  für  n  =  3  aufgestellten  Sat^^^* 

welche  man   auf  ähnliche  Art  beweist,  ist  der,   dass  diejenigen  ForncB^'' 

nten  Grades  und  von  nVariabeln,   welche  durch  eine  Determinante 

der  Form  A  ausgedrückt  werden,  überhaupt  die  Eigenschaft  haben,  d^ 

das  Product  zweier  derselben  einen  Ausdruck  von  derselben  Form  büA^^ 

3.    Eine  andere  Anwendung  der  Determinante  A  bot  sich  mir  d^'« 

als  ich  einen  besonderen  Fall  einer  von  Jacob!  in  den  Berliner  Mons^'^* 

berichten  von  1837  und  im  XXX.  Bande  von  Grelle *8  Journal,  beidesitf^*^ 

ohne  Begründung  mitgetheilten  Satzes  über  Kreistheilung  su  beweis  "^^ 

suchte.     Setzt  man  nämlich  den  bekannten  Ausdruck 

a:  -h  aa-^  +  a'a^  -f  .  .  .  +  aP-^  x^*, 
für  welchen  Eisenstein  im  XX  VIL  Bande  von  Grelle 's  Journal, 
dem  er  nach  Potenzen  von  x  ordnet,  die  dem  Aussehen  nach  verschiede 
Heihe 

anwendet,  gleich  /*(«),  wobei  «  eine  Wurzel  von  aP"*  =  i,  j?  eine  Wurj^^^^ 
von  xP  =:^  l  ^  p  eine  Primzahl,  g  eine  primitive  Wurzel  derselben  vorstel-»^/ 
so  besteht  die  Jacobi'sche  Aufgabe  darin,  den  Werth  des  Products 
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A  =  F{a)  F(tJ^)  F{^) . . .  F{aP-^) 
BM  ermitteln.     Dasselbe  lässt  sich  in  Gestalt  der  Determinante  A  folgen- 
dermassen  anschreiben: 


A  = 


X 

X9 

x^ 

x^ 

X 

X9 

x^' 

xy"-^ 

X 

xy' 

X9' 
X9 


P^« 


p-< 


X 


Xl9  'X9  x9 

Da  aber  die  Zahlen  l«  ^t  p*  . . .  g^"^  nach  dem  Modal  p  sämmtlich  ver- 
schieden sind  und,  von  der  Reihenfolge  abgesehen,  mit  den  Zahlen  1,  2, 
3  •  •  .p  —  1  übereinstimmen,  so  lässt  sich  diese  Determinante  sogleich  nm- 
fornen.  Macht  man  deshalb  zunächst  das  erste  Element  der  untersten 
Reihe  zum  Anfangselement,  indem  man  die  Ordnung  der  lieihen  geradezu 

«imstürzt,  was  einen  Factor  ( — l)l(P-i)(^2>  herbeiführt,  so  entsteht 


A  =  (-l) 


(p-l)(p~2) 


Xß  X9      X9 

X9  x9     X9 

«•  .»*       -* 

X9  XO      X9 


X9 
Xß' 


X        X9     Xß"      .    .     xf 

Es  fangen  nun  die  Reihen  bezüglich  mit  denselben  Elementen  an ,  als 
^ie  Colonnen ,  und  diese  Elemente  stimmen ,  abgesehen  von  der  Ordnung, 
^it  Xy  .X*, . . .  arJ*""^  übercin.  Wenden  wir  also  eine  geeignete  Vertauschung 
^er  Colonnen  an,  welche  die  Anfangsolemente  derselben  auf  jene  Ordnung 
^QrUckfUhrt,  wodurch  die  umgeänderte  Determinante  einen  von  der  Anzahl 
«  der  nöthigen  Derangements  abhängigen  Factor  ( — 1)"*  erlangt,  so  lässt 
sieh  nachher  eine  solche  Vertauschung  auch  auf  die  Reihen  anwenden. 
Wenn  nun  die  nach  Division  mit  p  auf  ibre  kleinsten  Werthe  reducirten 
Exponenten  der  ersten  Reihe,  ^,  ^*,  9', . .  •  y''~^  i)  die  mit  dem  kleinsten 
unter  ihnen,  1,  schliessen,  m  Derangements  darbieten,  so  sind  nach  vorge- 
nommenem Arrangement  die  Exponenten  der  ersten  Colonne  unverändert 
die  suvor  schon  mit  1  beginnenden:  1 ,  fif|  ^*, . . .  ^'*~^,  welche,  da  1  zu  An- 
fang steht,  offenbar  p — 2  Derangements  woniger  zählt  als  die  vorige  im 
Uebrigen  fibereinstimmende  Reihe.  Wenden  wir  also  nachher  dieselbe 
Vertanschung  auch  auf  die  Reihen  an ,  so  haben  wir  im  Ganzen  durch  die 
leisten  Umordnungen  einen  Factor  (— l)^»"— P+^-s — 1  eingeführt,  wonach 


A=-(-l) 


X 

X^  X*  X*    .  .    xP"^ 

(p-1)  fp-2) 
2 

X* 

x^  a*  Ä®    ,  .     . 
a«  x'  a«  .  .     . 

m 
« 

•  •      • 

•  •      •      •  •    • 

xP- 

•     •     •      •  •    • 
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Diese  Formel  gebt  nach  einem  bekannten  Satz  von  Vandermonde 
über  die  Darstellung  des  Prodactes  aller  Differensen  einer  Anzahl  von 
Grössen  durch  eine  Determinante  sogleich  in 

p'-3p 


.  ••  j 


über.     In    diesem  Producte  geben    nun  jedesmal  die   übereinander  s'te- 
henden  Binomialfactoren,  nach  Heraussetzung  einer  geeigneten  Potenz  y^ 
X  als  Factor,  dieselbe  Differenz,  welche  von  der  Form  x^  —  1,  oder 

n 

weiterer  Herausnahme  des  Factors  2ix  ^  von  der  Form 

n  n 

x'^  —  X     *  ,   nn 

stn 


2i  p 

ist,  wo  für  den  der  Wurzel  x  correspondirenden  Bogen  dessen  kleins'^ 

2  n 

Werth  —  gesetzt  wurde.      Unter    dieser  Voraussetzung  haben  wir,     da 

a:  •  a:*  •  a:' . .  •  xP^^  z=yx  ^  J  =  1  ist,  da  ferner  die  zur  Herstellung  dt  er 

p(ji-i)  ip^) 

Formen  ar"""*  herausgesetzten  Factoren  x     *'*-^       betragen,  und  dasPiro- 
duct  aller  zur  Herstellung  der  Sinusform  nöthigen 

ist, 

p1-  IP 

A  =  (—  1)      ?       .  2<P-«>C'-2):2  ^  ,1p-l)(p-2):2 ^  (^j:?)ip-^)(p'V-^  .  p, 

wo  P  das  Product 

"■"  ( T^  ")  •  *•■'•'  (^^  ")  •  "■"'  {^^  «)  •  •  • '"""'  (-) = ^ 

vorstellt.     Kehren  wir  hier  die  Reihenfolge  der  Factoren  um,  und  vert^^^" 
sehen  jeden  Bogen  mit  seiner  Ergänzung  zu  ;c ,  so  entsteht 

si„P-^  (ElZl  ,)  ,,„,-3  (^  „^  „.„,^1  (PJZI  „)  . . .  sin  (^)  =  P, 
mithin  auch  durch  Multiplication  der  beiden  letzten  Gleichungen : 


[ 


stn 


.  P  — 2          .  p  —  Z  .    «>-*       -,, 

IC .  stn TP .  stn  ' X  • .  •  «in  —  I      =ä  JP", 


P  P  P  pJ 

d.   h.    da   das   in    der    Parenthese    enthaltene    Sinusproduct   bekanntlicA 
=  p:2P-Ust: 

P  =  +  jD  i (P-^)  :  2  i ^P-i) (P-2)^ 
iFofrei  offenbar,  da  alle  Sinus  des  Productes  P  positiv  sind,  nur  das  obere 
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r  ^s^n^^^^  ^  ^  •■w^.^^'^^"^'  -  s^.^  -^  ^^  r-^  ^'^^"^  ^  *^^  .^^s^^N^^ 


Zeichen   zulässig  ist.     Wir  haben  also ,  da  aP  =-=  1   und  — —  ^  — 

eine  ganze  Zahl  ist: 

A  =  ( —  1)  i  P <P-3)  f  4  ^P-l)  fp-2)  .  ;>  i  <P-2)  =  e  .  p  1  ^Z»- 2)^ 
WO  i  die  Werthe  1,  i,  — 1,  — i  hat,  jenachdem  p  von  der  Form  8«  —  3, 
8n  +  3,  8n  +  l,  8/i  —  1  ist.  Diosos  Ko»ultat  prnspiitirt  sich  unter  einer 
etwas  anderen  Form,  als  das  des  allgemeineren  Jaco hinsehen  Satzes, 
was  daher  rUhrt,  dass  Jacobi  denselben  vielleicht  mit  Zuziehung  des 
Theorems 

gefanden  und  bewiesen  hat,  wobei,  wenn  kein  unbestimmtes  Wurzel- 
zeichen einfliessen  soll,  die  Unterscheidung  zweier  FUlie  nöthig  wird,  wo 
nämlich  p^  welches  bei>Jacobi  keine  Primzahl  zu  sein  braucht,  gerade 
ist  oder  ungerade. 


ZXXVn.    Einfache  Ableitung  zweier  bestimmten  Integrale.    Von 
Ö-  Zehfuss. 

Die  zur  Ermittelung  der  Integrale 

QO  OD 

Ccos  ax  ^         ,  Csin  x  , 

0  0 

angewandten  Methoden  sind  meist  mehr  oder  weniger  künstlich.  Wir  wol- 
len versuchen,  sie  ganz  direct  zu  bestimmen.  Das  erstcre  ist  die  Grenze 
^«8  Ausdruckes 

n 


rcos  a  X 


L—  I  —r-i^dx 

0 
^Hr  unendlich  wachsendes  n.  Da  nun  für  alle  Werthe  von  x  die  Reihe  gilt: 

C05  a  o:  =  1  — -^  + -jp  —  . .  . , 
^0  hat  man 

Ll+x«      2!  l+x«"^4!  l  +  a?«"*"6!  1+"^"^'*J'''^ 
0 

-/[rTP-?.(-Hb')+r>(''-'+ii-.)-.-,(<-+-,-^.) 

+  . . .    rfx 

Itittchrilt  r.Mttktmük  tt.Vhytik.  VII,«.  ^ 
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>  ^.^^M^p^^^^^ 


In  diesem  Besultate  sind  die  Coefficienten  der  verschiedenen  Poten- 
zen von  n  ans  der  Entwickelang  von  ^  (^  +  ^~')  entnommen,  nur  dass be- 
ziehungsweise 1,  3,  5, ...  Glieder  dieser  Entwickelang  fehlen,  d.  h.  sie  sind 
die  Beste  der  Entwickelung  vom  2. ,  4. , . . .  Gliede  an.     Nan  ist  überhaupt 

a 

F{a)==F(0)  +  ^  F'(0)  +^j  F'\0)  +  •  •  •  +  ^"  ^^->(0)  +/^^^^'^*^W  ^^. 

0  * 

woraus  für  F{a)  =  ^  (c«  +  r"«)  und  n  =  0,  2,  4,  6, . . .  folgt 

a 

2"!+il  +  6!  +  -"=J— 2— ^'' 

0 

4!6I8!  J        2!  2  ' 

0 

—in — :  T ;+••  •=  I  - — i — • dz.  etc., 

0 
so  dass  L  auf  die  Form  kommt: 

''(Cti^')        fe'-e-'rn{a-z)      nF{a-zy      «'(«-»)»  ]. 

jC^-H-^)    J  21^:17)1^1  3! —  +  ~T! •••]" 

0 

a 

0 
Setzt  man  hier  n(a  —  2)  =  /,  so  kommt 


1  n  //  n  /i 


'    L  J     / 

0 

na  na 

i  t 
dl 

^      t 

0 


na  na 


,er*r(L        \sinl  e^  /V  ^±        \sint  ^^ 

0  0 

Nehmen  wir  hier  die  Grenzwerthe  für  n  =  oo,  so  kommt 


^='-(T-'i)  +  '-(f+'i) 


2) 


/ 


na  na 


0  0 
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Die  Grenzwerthe  der  beiden  letzten  Integrale  sind  aber  Null,  denn 
für  tz=:nx  transformiren  sieb  dieselben  in 

a  a 

/c* 1                               Ce"* 1 
sinnx  dXy    hm  f sin  nx  dx, 

0  0 

iprelche  durch  tbeil weise  Integration  beide  auf  die  Form 


a 


3)  Um  {  —  [Pcosnx] /  -—  cosnx  dx[ 

'  n  *■  \      nj  dx  ' 

0 

Sel> rächt  werden  können,  in  welcher  man  aus  der  Endlichkeit  der  Integra- 

dP 
t^ionsgrenzen  und  derjenigen  von  P  und  ---  ,  cosnx  innerhalb  des  Integra- 

dx 

^ion.aintervalles  leicht  das  Verschwinden  fraglichef  Werthe  erkennt.     Aus 

2)    ^olgt  somit 


4,  .  =  .(|_-^)+^.(^+^.). 


Da  nun  für  a  =  oo,  J  verschwindet,  was  leicht  wie  unter  3)  uachge- 
Ben  wird,  so  folgt  aus  der  letzten  Gleichung  für  a  =  oo,  dass 

00 


_  Af>i  X  ^  n 


0 
Dies  in  4)  eingesetzt,  ergiebt  weiter 

00 


Pcos  ax  .  n 

J  l+x'  2 

0 


XXZYIIL  lieber  die  Entstehung  dei  Oewitten.  Von  Dr.  F.  Dellmann. 
—  Dass  das  Gewitter  eine  elektrische  Erscheinung  ist,  weiss  man  schon 
tber  100  Jahre.  Wie  aber  die  Gewitterelektricität  entsteht,  dies  ist  bis 
jetzt  noch  nicht  ergründet  worden.  Indess  ist  man  in  neuerer  Zeit  dem  seit 
lange  angestrebten  Ziele,  eine  Theorie  des  Gewitters  aufstellen  zu  können, 
doch  von  zwei  Seiten  her  um  ein  Bedeutendes  näher  gerückt,  nämlich  von 
der  Theorie  der  Imponderabilien  aus  und  durch  ein  genaueres  Studium  der 
Erscheinungen  des  Gewitters. 

Wtisste  man,  was  Elektricität  ist,  so  würde  man  vielleicht  schon  sagen 
können,  woher  die  Gewitterelektricität  kommt.  So  lange  man  die  Im- 
ponderabilien für  Stoffe  hielt,  konnte  ihre  Theorie  nur  geringe  Fortschritte 
machen.  Seit  der  Zeit  man  sie  für  das  hält,  was  sie  sind,  für  Kräfte  näm- 
lich, ist  der  Forschritt  bedeutend.  Die  Theorie  des  Lichtes  ist  als  ge- 
sichert anzusehen.     Der  vielen  Analogien  wegen ,  welche  die  Wärme  mit 
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dem  Lichte  gemeinsam  hat,  insbesondere  aber  die  Beobachtiingen  der 
Wärmeerscheinungen  des  Spectrunis ,  lassen  nns  den  Schlnss  nicht  mehr 
als  gewagt  eröcheinen,  dass  auch  die  Wärme  eine  Erscheinung  einer  Vibra- 
tion, entweder  des  Aethcrs,  oder  der  Körper-Moleküle  ist.  Ferner  lässt 
uns  die  Erf'aliinng,  dass  man  durch  jeden  der  4  Imponderabilien  die  3  an- 
dern horvorrufea  kann,  mit  grosser  Wahrscheinlichkeit  vermuthen,  dass 
sie  alle  4  desselben  Ursprungs,  dass  sie  nur  Modificationen  desselben  Grund- 
Phänomens  sind.*)  In  neuester  Zeit  hat  mau  zu  ihrer  Erforschung  einen 
bedeutenden  Schritt  weiter  gethan.  Dieser  Fortschritt  ist  durch  ein  ein- 
ziges  Wort  passend  bezeichnet  worden.  Man  spricht  nicht  mehr  von  einer 
Hervorrufung,  Erzeugung  eines  der  Imponderabilien  durch  einen  anderen, 
sondern  mau  glaubt  sich  berechtigt,  von  einer  Umsetzung,  Verwandlung 
des  einen  in  einen  anderen  reden  zu  dürfen.  Diese  Berechtigungen  gründet 
man  auf  folgende  Untersuchungen. 

Das  Gesetz  von  der  Erhaltung  der  Kraft,  von  welchem  hier  nur  bei- 
läuiig  die  Rede  sein  kanu ,  ist  zwar  ursprünglich  nicht  durch  Erfahrung 
gefunden,  sondern  durch  Speculation,  dann  aber  durch  Empirir  geprüft  und 
als  richig  befunden  worden.  Dr.  Mayer,  Arzt  in  Heilbronn,  hat  es  zuerst 
vollständig  ausgesprochen.**)  Er  sagt  etwa:  Imponderabilien  sind  Kräfte; 
Kräfte  sind  Ursachen,  und  es  muss  also  auf  sie  der  Grundsatz  Anwendung 
finden,  dass  die  Wirkung  der  Ursache  entspricht,  der  Ursache  gleich  ist. 
Heisst  die  Ursache  A  und  die  Wirkung  B^  so  ist  also  A  =  B,  Ist  B  wieder 
die  Urtsache  einer  anderen  Wirkung,  C,  so  ist  C=^B=^A,  Mit  der  Ab-  und 
Zunahme  eines  Gliedes  einer  solchen  Kette,  müssen  auch  die  anderen  ab- 
uud  zunehmen;  und  wird  eines  zu  Null,  gehen  auch  die  anderen  in  Null 
über.  Das  wusste  man  längst,  aber  Mayer  ging  einen  Schritt  weiter,  in- 
dem er  behauptete,  dass  Kräfte  wandelbare  Objecto  sind;  das  war  ein 
wesentlicher  Fortschritt.  Darin  liegt  also ,  wenn  eine  Kraft  eine  Wirkung 
hervorgerufen,  hört  die  Kraft  auf  zu  sein,  sie  hat  sich  in  die  Wirkung  ver- 
wandelt. Er  war  auch  nach  dem  vorigen  Satze  zu  dieser  Behauptung  voll- 
ständig berechtigt.  Denn  bringt  die  Kraft  A  die  Wirkung  B  hervor,  so  muss 


*)  Auch  was  Spill  er  über  die  Vibrationstheorie  der  Elektricität  hat  dmckett 
lassen,  habe  ich  ohne  sonderliche  Befriedigung  gelesen.  Der  Verf. 

*♦)  Schon  Öfter  hatte  ich,  z  B.  in  der  Schrift  von  Helmholtz  über  d«8 
Gesetz  von  der  Erhaltung  der  Kraft,  und  im  13.  Briefe  der  neuen  Autlage  der 
chemischen  Briefe  von  Liebig,  die  obige  Behauptung  gelesen,  ohne  irgendwo  das 
Citat  zu  finden,  bis  ich  vor  Kurzem  eins  meiner  Notizbücher  durchsah  und  es  hier 
eigenhändig  vor  20  Jahren  eingeschrieben  fand.  Damals  war  mir  der  kurze  Auf- 
satz von  Mayer,  was  mir  beim  Ansehen  der  Notiz  erst  wiedereinfiel,  so  wichtig 
erschienen,  dass  ich  sogar  ein  Paar  Sätze  abschrieb.  Der  Aufsatz  stellt  im  42.  Bde. 
8  2H4  der  Annalen  von  Liebig  und  Wo  hier.  Dort  sagt  Mayer  wörtlich:  Ur- 
sachen sind  (quantitativ)  unzerätörliche  und  (qualitativ)  wandelbare  Objecto.  Kräfte 
sind  unzerstörliühe,  wandelbare,  imponderable  Ohjecte  (Ursachen).  Der  Gegensats 
ist  di  >  Materie,  als  ein  unzerstorliches ,  wandelbares  und  ponderables  Object.  £s 
ist  Gegenstand  der  Chemie,  den  zwischen  den  Materien  stattfindenden  Causal- 
zusammenhang  in  Gleichungen  zu  entwickeln.  Ursache  und  dazu  gehörige  Wirkung 
'nd  gleicbariJer,  l'ker  Verf. 
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aufhören  zu  sein,  weil  sonst  Ä  wieder  zu  einer  zweiten  Erzeugung  ver- 
Andt  werden  könnte  etc.,  so  dass  man  also  im  8tande  wäre,  eine  Kraft  be- 
$bige  Mal  zu  vervielfältigen,  was  ziemlich  gleichbedeutend  mit  der  Er- 
thaffung  einer  Kraft  sein  würde.  Aber  der  Mensch  kann  ebenso  wenig 
twas  erschaffen,  wie  vernichten.  An  das  Vernichten  der  Kraft  z.  B.  durch 
Bibnng  hat  man  lange  geglaubt,  und  so  lange  man  diess  glaubte,  musste 
»tli  wendig  auch  der  Gegensatz  geglaubt  werden,  man  musste  daa  perpeluum 
ißbile  für  möglich  halten. 

Diese  Sätze,  welche  ursprünglich  Denkgesetze  sind,  haben  nnn  in 
euerer  Zeit  ein  Naturgesetz  ersclilossen,  welches  an  Wichtigkeit  das  Gra- 
itionsgesetz  zu  überragen  verspricht;  es  ist  das  Gesetz  von  der  Erhaltnng 
^r  Kraft  genannt  worden.*)  Die  Imponderabilien  sind  Kräfte,  denn  sie 
itsprecheu  der  Definition,  welche  die  bedeutendesten  Mechaniker  von  der 
raft  gegeben  haben;  sie  sind  Ursachen  von  Bewegungen.  Der  Ver- 
rennongsprocess  ist  ein  chemischer  Process,  z.  B.  durch  welchen  Wärme 
itsteht;  der  chemische  Process  setzt  sich  in  Wärme  um.  Die  Wärme  ver- 
andelt  das  Wasser  in  Dampf;  die  Wärme  setzt  sich  in  Elasticität  um.  Die 
xpansivkraft  des  Dampfes  setzt  die  Maschine  in  Bewegung;  die  Elastici- 
it  setzt  sich  in  Bewegung  um.  Ein  Theil  dieser  Bewegung  geht  durch 
eibung  verloren  und  setzt  sich  dabei  wieder  in  Wärme  um.  So  kann  ein 
anzer  Kreislauf  durchgemacht  werden. 

Zu  diesen  logisch-mctaphischen  Speculationen  ist  nun,  dieselben  be- 
Qchtend,  die  Erfahrung  getreten  mit  der  Rechnung  im  Bunde.  Sie  haben, 
ie  Gültigkeit  und  Wichtigkeit  des  Gesetzes  von  der  Erhaltung  der  Kraft 
usser  allen  Zweifel  gesetzt.  Je  weiter  man  dieses  wichtige  Feld  der 
laturwissenschaften  bebaut,  desto  überraschendere  Aufschlüsse  erhalten 
'ir.  Die  schönen  neueren  Untersuchungen  auf  dem  Gebiete  der  Wärme- 
jhre  liegen  vor  als  ein  Ausfluss  dieses  Gesetzes.  Bereits  hat  B  ose  ha**) 
ine  mechanische  Theorie  der  Elektrolyse  aufgestellt  und  nachgewiesen, 
ass  die  Kräfte,  welche  dabei  ins  Spiel  kommen,  jenem  Gesetze  gemäss  sich 
erhalten,  d.  h.  einen  Umwaudlungsprocess  durchmachen  und  dabei  an 
(aantität  Nichts  einbüssen.  Die  vielen  Fälle,  in  denen  man  durch  Er- 
ilirnng  das  Gesetz  geprüft  hat,  geben  die  Bürgschaft,  dass  man  es  in  allen 
euen  Fällen  bestätigt  tinden  wird,  wenn  man  sich  nur  vor  unabweisbaren 
^erlusten  zu  hüten  versteht. 

Strömende  P^lektricität  setzt  sich  in  einen  chemischen  Process  und  in 
Värme  um  durch  die  geschlossene  galvanische  Säule.  In  derThermosäule 
ermögen  wir  durch  Wärme  einen  elektrischen  Strom  zu  erzeugen;  wir 
lÜHsen  nach  dem  Gesetze  von  der  Erhaltung  der  Kraft  hier  eine  Um- 
Btznng  von  Wärme  in  Elektricität  annehmen.      Warum  sollte   nun  nicht 


*)  Heimholt/,  nennt  es  Wechselwirkunjifen  der  Nnturkräfto.  Der  Verf. 

♦*)  Pogg.  Ann.  CI.  ö.  517  ff. ;  CHI.  Ö.  4b7  ff. ;  CV.  Ö.  390  ff. 
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auch  bei  einem  Gewitter  eine  Umsetzung  von  Wttrme  in  Elektricität  ange- 
nommen werden  dürfen?  Zwei  bedeutende  Physiker,  Becqnerel  (Conä. 
rend,  XLII,  S.  1101  ff'.)  und  v.  Baumgartner  (Berichte  der  Wiener  Ak. 
XXIIL,  S.  277  ff.)  haben  bereits  den  Versuch  gemacht,  die  ErscheintiDgen 
der  athmosphärischen  Elektricität,  Letzterer  insbesondere  die  Gewitter- 
erscheinungen dadurch  zu  erklären ;  aber  noch  fehlt  der  Nachweis  in  Zah- 
len ,  der  hier  allerdings  besondere  Schwierigkeiten  herbeiführt.  Der  Ver- 
fasser selbst  hat  es  versucht,  sich  die  mit  einem  Gewitter  gewöhnlich 
verbundene  schnelle  Entwickelung  derGewitterelektricität  und  die  schnelle 
Abkühlung  der  Luft  bei  einem  Gewitter  auf  diese  Weise  zu  deuten  (Fort- 
schritte der  Physik,  Bd.  XII,  S.579).  Der  neue  Weg  ist  geöffnet,  aber  noch 
lange  nicht  geebnet. 

Machen  wir  nun  den  Versuch ,  das  Gesetz  von  der  Erhaltung  der 
Kraft  auf  die  Theorie  des  Gewitters  anzuwenden,  so  werden  wir  eingestehen 
müssen,  dass,  obgleich  der  Erfolg  beim  ersten  Betreten  dieses  Gebietes 
nur  noch  ein  geringer  sein  kann,  doch  durch  dasselbe  einige  Punkte,  welche 
die  bisherige  Wissenschaft  als  Räthsel  stehen  lassen  mnsste,  eine  ziemlich 
genügende  Erledigung  finden.  Die  Ausführung  des  Versuchs  mögen  in 
folgenden  kurzen  Andeutungen  bestehen. 

Die  blosse  Berührung  kann  keine  Elektricitätsquelle  sein ,  da  sie  ein 
ganz  passiver  Zustand  ist.  Elektricität  ist  Kraft,  kann  desshalb  auch  nnr 
^durch  Umsetzung  einer  anderen  Kraft  oder  Entfesselung  einer  schlummern- 
•den  erzeugt  werden.  Die  Contacttheorte  der  Elektricität  ist  dem  Gesetze 
von  der  Erhaltung  der  Kraft  gegenüber  nicht  haltbar;  der  Volta'sche 
Fundamentalversuch  mnss  also  anders  gedeutet  werden. 

Das  Gleichgewicht  der  Moleküle  kann  nicht  gestört  werden,  ohne  das 
elektrische  Gleichgewicht  aufzuheben ,  und  umgekehrt.  Wo  die  Störung 
dieses  Gleichgewichts  mit  Elektricitätsentwickelung  geschieht,  wird  keine 
oder  weniger  Wärme  auftreten ;  wo  sie  mit  überwiegender  Wärmeentwick- 
lung stattfindet,  wird  keine  oder  weniger  Elektricität  sich  zeigen. 

Betrachten  wir  nicht  bloss  die  Contacttheorie  in  der  Elektricität,  son- 
dern auch  den  Dualismus  in  derselben  als  Überwunden ,  so  mnss  nach  dem 
Gesetze  von  der  Erhaltung  der  Kraft  ein  Auftreten  von  Wärme  oder  von 
Elektricität  als  verschiedener  Zustände  eines  und  desselben  Wesens  ein 
Zurücktreten  der  anderen  bedingen.  Wie  die  beiden  Zustände  von  Wärme 
und  Elektricität  sich  unterscheiden ,  wissen  wir  noch  nicht.  Der  specula- 
tive  W.  Thomson  sagt  {On  alhmospheric  eleciricity,  p,  13);  „Whatever  elec- 
tricily  is,  U  seems  qitile  certain  that  eleclricity  in  motion  is  heat.^* 

Gegen  diese  allgemeinen  Sätze  sprechen  keine  Erfahrungen ,  welche 
richtig  gedeutet  werden;  dafür  alle,  welche  dabei  concurriren.  Wir  sind 
also  berechtigt,  sie  zur  Erklärungen  der  Erscheinungen  der  Gewitterelek- 
tricität  anzuwenden. 

Die  Wärme  hat  an  der  Erzeugung  der  Gewitter  den  allergrösstcn  An- 
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\i\ ,  wie  nachher  näher  angedeutet  werden  soll ,  wenn  wir  die  Resultate 
I  genanem  Detailstudiums  der  Gewittererscheinungen  angehen.  Beim 
witter  findet  eine  ZnrUckführung  des  Dampfes  in  Wasser  statt;  es  muss 

0  dabei  Wärme  frei  werden.  Und  dennoch  zeigt  sich  bei  Gewittern  eine 
rke  Abkühlung.  Wo  bleibt  die  frei  gewordene  Wärme  und  die  des  war- 
n  Luftstromes ,  welcher  ebenfalls  zur  Erzeugung  eines  Gewitters  that- 
thlich  noth wendig  ist?  Man  hat  zu  dem  schwachen  Erklärungsgrunde, 
Icher  kaum  der  Erwähnung  werth  ist,  seine  Zuflucht  genommen,,  dass  die 
i  dem  Gewitter  eintretende  stärkere  Verdunstung  sie  verzehre.  Aber 
r  Zeit  des  Gewitters  ist  gerade  die  Verdunstung  sehr  schwach,  weil  die 
achtigkeit  gross  ist,  und  jeder  Beobachter  weiss,  dass  die  Feuchtigkeit 
2h  Tage  lang  nach  einem  Gewitter  höher  ist,  als  vor  demselben,  also 
:h  die *Verdunstung  schwächer.  Dazu  kommt,  dass  die  Abkühlung  bei 
em  Gewitter  fast  gleichzeitig  mit  der  Entladung  des  Gewitters  eintritt. 
38es  wichtige  Factum  musste  die  bisherige  Wissenschaft  unerklärt  lassen, 
gegen  wir  mittelst  des  Gesetzes  von  der  Erhaltung  der  Kraft  die  Er- 
.rnng  bei  der  Hand  haben,  indem  wir  die  Wärme  in  den  Zustand  der 
iktricität  übertreten  lassen.  Die^edingungen  dieses  Uebcrtritts  können 
'  allerdings  noch  nicht  durch  einen  solchen  Vorsuch  nachweisen,  welche 
e  directe  Anwendung  auf  den  Vorgang  des  Gewitters  gestattete.  Indess 
das  Factum,  um  dessen  Erklärung  es  sich  hier  handelt,  so  eklatant,  die 
herige  Wissenschaft  ihm  gegenüber  so  ohnmächtig ,  und  die  Verwandt- 
laft  der  beiden  Kräfte,  welche  hier  concurriren,  in  dem  Sinne,  wie  er 

der  Erklärung  in  Anwendung  kommt,  so  ausser  allen  Zweifel  gestellt, 
18  diese  Erklärung  nicht  widerlegt  werden  kann  und  eine  bedeutende 
cke  in  der  bisherigen  Wissenschaft  ausfüllt.  Es  ist  im  bisherigen  Gange 
'Forschung  sogar  die  Hoffnung  begründet,  dass  sie  als  Lückenbüsser 
ht  nur  nicht  bald  bei  Seite  geschoben,  sondern  sogar  immer  neue  Stütze 
binnen  werde.  Nehmen  wir  noch  dazu  das  Factum,  dass  die  Abkühlung 
le  Zweifel  im  Sitze  der  Wolke  selbst,  und  zwar  in  ihrem  Centrum  vor 
b  geht,  indem  gewöhnlich  nur  aus  diesem  Hagel  herabfallt,  dagegen  aus 

1  Rändern  Regen,  so  gewinnt  auch  von  der  Seite  des  Tbatsächlichen  aus 
Erklärung  an  Wahrscheinlichkeit. 

Von  der  anderen  Seite  sind  wir  in  neuerer  Zeit  einer  Theorie  des  Ge- 
ters  entgegen  gegangen  durch  ein  genaueres  Studium  des  Tbatsächlichen 
*  Gewittererscheinungen. 

Zuerst  sind  die  Thatsachen  der  Verbreitung  der  Gewitter  ins  Auge  zu 
sen,  und  zwar  zunächst  die  Verbreitung  im  Räume.  Hauptgesetze  sind : 
3  Zahl  der  Gewitter  nimmt  ab,  wie  man  sich  vom  Aeqnator  entfernt,  und 
'dem  Meere  giebt  es  bedeutend  weniger  Gewitter,  als  auf  dem  Lande. 
Aethiopien  hat  Ab  ad  in  in  6  Jahren  1909  Gewitter  beobachtet,  und 
oresby  hat  auf  seinen  vielen  Reisen  in  die  Polarmeere  jenseits  des 
Grades  der  Breite  nur  zwei  Mal  ein  Gewitter  erlebt.    Er  glaubt  nicht, 
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dass  man  es  auf  Spitzbergen  jemals  habe  blitzen  sehen.    In  Gegenden,  wo 
der  Himmel  stets  heiter  ist,  wie  in  Lima,  kann  es  natürlich  auch  keine  Ge- 
witter geben.     In  den  Culturländern ,  besonders  in  Europa  hat  man  erst  in 
neuerer  Zeit  die  Verbreitung  der  Gewitter  genauer  stndirt.    Nach  Kuhn 
giebt  es  vom  05.  bis  00.  Gr.  der  Breite  in  Europa  im  Durchschnitt  6,1,  vom 
60.  bis  55.  Gr.  der  Breite  13,0,  vom  55.  bis  50.  Gr.  18,0,  vom  50.  bis  45.  Gr. 
21,5,   vom  45.  bis  40.  Gr.  30,1  und  unter  40.  Gr.  Br.  48,0  Gewitter  jährlich. 
Die  Verbreitung  der  Gewitter  in  der  Zeit  muss  der  im  Räume  entsprechen; 
desshalb  müssen  die  wärmste  Jahres-  und  Tageszeit  die  meisten  Gewitter 
aufzuweisen  haben.     Diess  wird  durch  Beobachtungen  bestätigt.    Das  öst- 
liche Europa  liat  1,2  Proc.  Winter-  und  98,8rroc. Sommer-Gewitter,  Mittel- 
und  Süd-Europa  von  ersteren  0,2  und  von  letzteren  93,8 Proc,  das  westliche 
Europa  10,2  Proc.  Winter-  und  80,8  Proc.  Sommer-Gewitter.  Nach  Fritsch 
hat  der  Tag  2  Maxima  der  Gowitterzahl  und  2  Minima.  Das  Hanptmaximnm 
muss  auf  die  wärmste  Tageszeit,  etwa  3  Uhr  Nachmittags,  das  Hauptmini* 
mum  auf  die  kälteste  Tageszeit  von  Mitternacht  bis  Sonnenaufgang  fallen. 
Diess  wurde  durch  die  sorgfältigen  Beobachtungen  in  Kremsmünster,  Prag 
und  München  bestätigt.  Wir  sehen  daraus,  dass  Wärme  die  Gewitterbildang 
begünstigt.     In  welcher  Weise  diess  geschieht,  darüber  giebt  die  zweite 
Klasse  von  ^Erscheinungen,  welche  beim  Auftreten  der  Gewitter  in  neuerer 
Zeit  sorgfältiger  beobachtet  worden,  näheren  Aufschluss. 

Es  ist  von  Fritsch*),  Zol  linger**),  Prestel***),  und  Kreckef) 
unwiderleglich  dargethan  worden,  dass  Luftströmungen,  und  zwar  der 
Kampf,  das  Zusammentreffen  zweier  in  der  Temperatur  bedeutend  ver- 
schiedener Luftmassen,  einen  wesentlichen  Antheil  an  der  Gewitterbildang 
haben.  Die  Wärme  bringt  aber  die  Lufströmungen  hervor,  und  dadurch 
vermittelt  die  Wärme  die  Entstehung  der  Gewitter. 

Es  ist  eine  bekannte  Thatsache,  und  Zollinger  macht  besonders 
darauf  aufmerksam,  dass  zur  Zeit  des  Wechsels  der  beiden  Monsoons  in 
Ostindien  die  Gewitter  bei  Weitem  am  häufigsten  sind.  Eine  weitere 
Thatsache  ist  es,  dass  in  Süd- Europa,  wo  bekanntlich,  wie  z.  B.  in  Italien, 
im  Sommer  der  NO  ,  der  Tramontane  vorherrscht  und  dann  den  heitern 
Himmel  verursacht,  im  AVinter  dagegen  der  SW.  oder  Sirocco,  dass  zur 
Zeit  des  Wechsels  dieser  beiden  Haupt  luftströme  im  October  und  April  die 
Gewitter  vorherrschen.  Auch  im  W^inter  sind  in  Süd-Europa  die  Gewitter 
häutiger  als  im  Sommer,  wenn  man  den  eigentlichen  Kern  beider  Jahres- 
zeiten ins  Auge  fasst,  weil  im  Winter  beide  Hauptwinde  öfter  wechseln, 


*)  Sitzunjijsbericlitc  der  mathoniatisch-naturwissenscbaftl.  Klasse  der  k.  k.  Ak. 
der  Wisiseiischatten  in  Wion.  IX.  JS.  8üv>  ff. 

**)  yicrteljahrssclinft  der  naturforsch.  GcscUscliaft  in  Zürich.    1858,  S.  309  ff. 
***i  Sitzuiigsbericlit  der  math  -naturwissen.  Kl.  der  k.  k.  Ak.  in  Wien.  XXIX. 

s.  5:^.3  ff. 

t)  Meteorolog.  Waaruemiugcn  in  Nederland.    Alle  Bde. ,  besonders  Bd.  1859 
und  J80O. 
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im  Sommer  dagegen  fast  unausgesetzt  der  Tramontane  herrscht,  um  den  in 
der  Sahara  dann  aufsteigenden  starken  Strom  ersetzen  zu  helfen.     In  der 
g'emftssigten  Zone,  namentlich  in  Mittel-Europa,  sind  die  Gewitter  im  Som- 
mer und  Nachmittags  am  häufigsten,  weil  dann  der  aufsteigende  Luftstrom 
an  stärksten  ist.     Die  aufgestiegene  warme  Luft  kommt  oben,  mit  einem 
Icnlten  horizontalen  Strom  in  ConÜict  und  erzengt  durch  diesen  Kampf  die 
Gewitter.     Desshalb  ist  in  besonders  heissen  Thälern  oder  an  besonders 
lieissen  Tagen  am  ersten  ein  Gewitter  zu  erwarten;  die  Wärme  ist  die  Ur- 
sacbe,  nicht  die  Wirkung  des  Gewitters.   Auf  dem  Meere  sind  die  Gewitter 
seltener,  weil  steh  kein  aufsteigender  Strom  bilden  kann,  und  die  Zahl  der 
Gewitter  nimmt  mit  der  Entfernung  vom  Aequator  ab,  weil  die  günstigen 
Bedingungen  (die  Erwärmung  der  Erdoberfläche  und  der  trockene  Boden) 
sur  Bildung  eines  aufsteigenden  Stromes  immer  mehr  abnehmen.    Zur  Er- 
aeogung  der  Gewitter  tragen  soM'ohl  die  verticalen ,  als  die  horizontalen 
Luftströmungen  bei;  es  ist  nur  eine  Mengung  in  der  Temperatur  sehr  ver- 
schiedener Luftniassen  erforderlich.    Nehmen  wir  zur  Erklärung  der  Ab- 
feOhluDg,  welche  dabei  stattfindet,  eine  Umsetzung  von  Wärme  in  Elektrici- 
tÄt    an,   80  wird   durch  Entladung  des  Gewitters  der  Erde   in  Form  von 
Elektricit&t  das  zurückgegeben,  was  sie  an  Wärme  durch  den  aufsteigenden 
Strom  eingebüsst  hat. 

Ausser  den  allgemeinen  Thatsachon,  welche  auf  die  Entstehung  der 
Öewitter  durch  Mengung  kalter  und  warmer  Luftmassen  hindeuten  giebt 
®*  auch  noch  eine  Menge  besonderer;  ja  es  ist  die  gegründete  Hoffnung 
"Vorhanden,  dass  wir  durch  genaues  Studium  des  Details  einer  jeden  Ge- 
Wittcrersch einung  den  Einfluss  dieser  Mongung  nachweisen  können. 

Zuerst  hat  Prestel  die  Gewitter  des  Jahres  1856  im  mittlem  Europa 
^^  ihrem  Verlaufe  genauer  studirt  und  gefunden,  dass  jenes  Jahr  im  April  4, 
*^  Mai  7,  im  Juni,  Juli,  August  und  September  jedesmal  4  Witterungs- 
P^rioden  hatte.     Er  zeigt,  dass  jedesmal  beim  Uebergange  aus  der  einen 

m 

'**  die  andere  Periode  Gewitier  vorkamen,   deren  Verbreitung  er  mit  be- 
sonderer Sorgfalt  verfolgt  hat.    Diese  Perioden  gehen  natürlich  von  einem 
'"*'^Ximum  zu  einem  Minimum  des  Barometerstandes,  oder  umgekehrt.    Mit 
^^T  Umkehr  des  Barometerstandes  ist  ein  Umsetzen  des  Windes  verbunden 
''^^i    eine   Haupttemperaturverändorung.      Durch    Zusammenstellen    aller 
"*  «intsachen  folgt  dann  von  selbst,  dass  Gewitter,  welche  sich  über  grossere 
^^Vjiete  erstrecken,  durch  einen  Kampf  der  beiden  Ilauptluftströmc  entstehen, 
^'^s«  sie  also  von  der  Grenze  dieser  Ströme  auftreten  und  bald  nach  dem 
^^itpunkte  erscheinen,   in  welchem  das  Barometer  durch  das  Mittel  des 
-'^"^es  geht,  also  bei  steigendem  Barometer,  wenn  es  etwas  über  dem  Mittel 
**^»  bei  fallendem,  wenn  es  etwas  unter  demselben  steht.     Die  localen  Ge- 
^*tter  gehen  nach  ihm  aus  dem  Kampfe  eines  aufsteigenden  Stromes  mit 
^^Hem  horizontalen  hervor. 

Director  Dr.  Kr  ecke  in  Utrecht  hat  seit  einer  Reihe  von  Jahren  ein 
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meteorologisches  Jahrbuch  heransgegeben,  die  Resaltate  der  Beobachtungen 
der  von  ihm  geleiteten  Anstalt,  des  königlichen  meteorologischen  Instituts 
der  Niederlande  enthaltend.    Ausser  den  Zahlentabellen  finden  sich  dann 
auch  sehr  schätzbare  Notizen  über  den  allgemeinen  Gang  der  Witterang 
jeden  Monats.  Diese  Notizen  enthalten  vielfache  Bestätigungen  des  Satzea, 
dass  die  Gewitter  aus  dem  Kampfe  zweier  Luftströme  hervorgehen.    Ins- 
besondere waren  in  dieser  Beziehung  interessant  der  Juni  1859  und  der  Juli 
1860.  Die  erörternde  Zusammenstellung  der  Thatsachen  ergiebt  Folgendes. 
Während  des  Mai  1850  herrschte  im  ganzen  Königreich  der  Nieder- 
lande der  Polarstrom.    Am  1.  Juni  war  der  Barometerstand  tief  und  fiel 
bis  zum  2.  Nachmittags  noch  mehr,  ein  Beweis,  dass  der  Aeqnatorialstrom 
in  der  Höhe  war.     Dass  es  diesem  schwer  wird,  besonders  wenn   er  von 
oben  kommt,  den  Sieg  über  seinen  Gegner  zu  erringen,  das  ist  in  seiner  ge- 
ringen Schwere  begründet.    So  sehen  wir  den  Kampf  beider  Ströme  denn 
auch  bis  zum  12.  fortgehen.      Leicht  wird  in  einem  solchen  Falle  Nach- 
mittags der  untere  Strom  durch  die  höhere  Wärme  des  Bodens  gehoben 
und  dadurch  der  Kampf  herbeigeführt,  dessen  Folgen  Gewitter  sind.  Diese 
zeigten  sich  dann  auch  schon  am  1.  Nachmittags   in  Nym wegen,  Delle, 
Oudega,  Slijk-Ewijk,  und  besonders  zu  Oosterhuisen ,  wo  sehr  viel  Hegen 
fiel,  ein  Beweis,  dass  hier  eine  grosse  Luftmasse  des  Aequatorialstromes 
mit  dem  Polarstrome  sich  gemengt  hatte.    Zu  Oudega  formten  sich  am  2. 
schon  Morgens  Gewitter,  die  von  O.  nach  W.  zogen,  also  eine  herabgesun- 
kene Masse  des  Aequorialstromes  waren.    Erst  nach  1  Uhr  brach  das  Ge- 
witter los  und  dauerte  bis  nach  3  Uhr.    Am  2.  trat  an  vielen  Orten  eine 
grosse  Veränderung  der  Windrichtung  ein;   mehr  und  mehr  gewinnt  der 
Aeqnatorialstrom  Terrain.  Abends  7  Uhr  formen  sich  über  das  ganze  Land 
Gewitterwolken.  An  vielen  Orten  treiben  die  Wolken  in  sehr  verschiedener 
Bichtungen,  während  der  Wind  an  der  Oberfläche  anfänglich  noch  seine 
Richtung  beibehält.     Am  3.  kommen  wieder  viele  Windrichtungen  gleich- 
zeitig vor,  der  Himmel  ist  getrübt  und  es  regnet  mannichfach;  Nachmittags 
wieder  viele  Gewitter  und  die  Wolken  treiben  wieder  nach  sehr  verschie- 
denen Richtungen ;  der  SW.  mit  seiner  grössern  Stärke  wirkt  bedeutend 
modificirend  auf  die  Richtung  des  NO.  ein.    Den  4.  bekommt  der  NO.  wie- 
der mehr  die  Oberhand,  aber  auch  an  diesem  Tage  viele  Gewitter.  So  geht 
der  Kampf  fort  bis  zum  12.,  wo  der  NO.  beseitigt  wird.     Der  Schluss  stellt 
sich  ein  am  12.  Abends  mit  einem  interessanten  Ereigniss.   Zu  Oudega  war 
Morgens  7  Uhr  der  Wind  nochO.,  er  wird  bald  südlich  und  ist  bereits  9  Uhr 
bis  SW.  gegangen.     Morgens  kühl,  wird  es  Nachmittags  warm,  in  0.  und 
NO.  bilden  sich  Gewitterwolken,  aus  denen  es  seit  1  Uhr  donnert.     Gegen 
4^^  Uhr  wird^s  in  NO.  drohender,  es  bildet  sich  ein  gewaltiges  Gewitter. 
Bis  5  Uhr  bleiben  Wind  und  Wolkenrichtung  SW.     Plötzlich   bricht  das 
Gewitter  los  und  der  schwache  SW.  wird  durch  einen  höchst  gewaltsamen 
NO»  verdrängt.  Zugleich  wird  es  ausscrgewöhnlich  dunkel  und  ein  schreck- 
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eher  Regen  mit  Hagel  vermengt  stürzt  nieder;  dabei  blitzt  und  donnert 
8  ODanfhörlich.  Nacb  10  Min.  ist  der  Sturm  zu  einem  massigen  Winde 
eroDtergesnnken.  Der  Regen  dauert  zwar  noch  fort,  aber  Hagel  föllt  nicht 
lebr.  Nach  20  Min.  ist  der  NO.  wieder  durch  den  SW.  verdrftngt.  Der 
Beobachter  hat  eine  Karte  dieser  Verbreitung  entworfen,  aus  welcher  her- 
orgeht,  dass  der  Bezirk,  innerhalb  dessen  er  seine  grösste  Stärke  zeigte 
nd  wo  meistens  die  Fensterscheiben  nach  NO.  zertrümmert  wurden ,  eine 
niipse  zur  Form  hat,  deren  grosse  Achse  von  N6.  nach  SW.  gerichtet  ist. 
>ie  Ellipse  war  so  klein,  dass  der  Sturm  sie  in  10  Min.  durchlief. 

Im  Juli  1800  kämpften  die  nebeneinander  hergehenden  Hauptströme 
ü  Holland  mit  einander;  der  Kampf  wird  dann  ein  weniger  heftiger  sein. 
Luf  der  Grenze  werden  sich  die  Massen  beider  mischen  und  durch  diese 
lisehung  Gewitter  herbeiführen,  wenn  der  eine  gegen  den  anderen  heran- 
Elckt.  In  der  ersten  Hälfte  des  Monats  ging  der  Polarstrom  über  das  Land ; 
er  Gegner  ging  östlich  vorbei.  Die  Winde  waren  N.  und  NW.,  der  Him- 
lel  war  meist  mit  schweren  Wolken  bedeckt,  aber  zur  Gewitterbildung 
''Ar  die  Mengung  noch  nicht  stark  genug.  In  den  Tagen  vom  11.  bis  17. 
fihob  sich  der  Aequatorialstrom  immer  mehr  nach  W.  vor,  in  diesen  Tagen 
errschten  S.  und  W.,  und  die  Temperatur  stieg  zuerst  an  der  Ostgrenze 
es  Landes.  Am  16.  rückte  der  Polarstrom  dem  Gegner  zu  und  mischte 
ich  stärker  mit  ihm.  An  diesem  Tage  sind  Windrichtungen  aus  allen  vier 
[anptrichtungen  verzeichnet,  desshalb  treten  an  diesem  Tage  auch  die 
rsten  Gewitter  in  diesem  Monat  auf.  Abends  sieht  man  Wetterleuchten 
D  mehreren  Orten  nach  NW.,  ein  Beweis,  dass  der  Polarstrom  wieder  zu- 
Ickgeschoben  ist.  Am  19.  und  20.  kommt  er  wieder  und  viele  Gewitter 
*eten  ein.  Vom  21.  bis  25.  kommen  nur  einzelne  Gewitter  vor,  der  Aequa- 
irialstrom  behauptet  sich.  Am  27.  mehren  sich  wieder  die  Gewitter,  am 
I.  zeigen  sie  sich  häufig,  und  endlich  gelingt  es  dem  Polarstrom,  wieder 
latz  zu  greifen.  Es  kann  wohl  kaum  lehrreichere  Facta  über  die  £nt- 
tehung  der  Gewitter  geben,  als  diese. 

Diese  Thatsachen  geben  zu  dem  Schlüsse  die  Berechtigung,  dass  ge- 
aue  Beobachtungen  jedes  einzelne  Gewitter  ans  dem  Kampfe  zweier  Luft- 
tröme,  welche  in  der  Temperatur  eine  bedeutende  Verschiedenheit  zeigen, 
ervorgegangen  darthun  werden.  Fliesseu  die  Hauptmassen  beider  Ströme 
nch  nebeneinander,  so  wird  am  gemeinsamen  Kande  doch  leicht  einUnter- 
ehieben  des  schwerern  unter  den  leichtern  stattfinden.  Wird  dann  dieser 
ehwerere  Rand  durch  Erwärmung  des  Bodens  am  Nachmittage  gehoben, 
o  wird  dadurch  leicht  ein  Kampf,  ein  Mengen  beider  veranlasst,  wodurch 
Jewitter  entstehen.  Oder  es  wird  ein  selbständiger  aufsteigender  Strom 
9'achmittags  sich  bilden,  welcher  mit  dem  in  der  Höhe  wehenden  Strom 
n  Cbnflict  kommt.  Im  Winter  können  nur  zwei  horizontale  Ströme  den 
(ampf  zeugen,  wesshalb  im  Winter  die  Gewitter  weit  seltner  sind.  Dass 
u  der  Tropenzone  die  Gewitter  so  häufig  sind,  hat  gewiss  %uu\  T\\^\V  ^'^xvcv 
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seinen  Grnnd,  dass  hier,  zu  beiden  Seiten  des  Gürtels  der  Calmen,  bestän- 
dig ein  Luftstrom,  der  gewöhnliche  Passat,  unten  weht,  der  andere  in  ent- 
gegengesetzter Richtung  darüber  weg,  nämlich  der  obere  Passat,  der  Aequa« 
torialstrom.  Ein  genaueres  Studium  der  Luftströmungen  der  Atmosphäre 
muss  notliwendig  auch  die  Theorie  des  Gewitters  fordern,  und  so  hat  man 
denn  auch  von  dieser  Seite  jener  Theorie  in  neuerer  Zeit  bedeutend  unter 
die  Arme  gegriffen.  Es  ist  bekannt,  dass  hier  Dorn  die  grössten  Ver- 
dienste hat. 


XXXIX.  lieber  die  Bestünmaiig  des  absoluten  and  spedfisclieB  0^ 
wiohtes  von  in  Fltlssigkeiten  snspendirten  Hiedersohlägen. 

Die  Vermuthung,  dass  ein  Niederschlag  sofort  nach  seiner  Erzengang 
inmitten  der  Flüssigkeit,  in  welcher  er  hervorgebracht  wurde,  ein  andere« 
specilisches  Gewicht  haben  möge,  als  nach  dem  Auswaschen  und  Trocknen 
längere  Zeit  nachher,  hat  zur  Aufsuchung  von  Methoden  geführt,  sein  spe- 
cifisches  Gewicht  auf  indirectem  Wege  zu  finden ,  wobei  man  wegen  mög- 
licher Beschleunigung  der  nöthigen  Wägungen  eine  Dichtigkeitsändernng 
des  Niederschlages  zu  vermeiden  glaubte.  Ingleichen  erschien  es  als  eine 
Beschleunigung  der  quantitativen  Analyse,  wenn  man  nach  Ansfällung 
eines  Salzes  auf  kurzem,  indirectem  Woge  das  Gewicht  des  ausgeföllteo 
Niederschlags  bestimmen  konnte,  ohne  die  zeitraubenden  Operationendes 
Filtrirens  und  Aussüs.sens  anwenden  zu  müssen.  Methoden  zur  Auffindung 
des  absoluten  oder  specifischen  Gewichtes  von  Niederschlägen  auf  indirec- 
tem Wege  haben  neuerdingvS  gegeben  :  Mene  {Comples  rendus  vom  JunW^i 
i.  Ausz.  Dingl.polyt.il.  Bd.l49,  S.274),  Fleck  (Pogg.  Ann.  Bd.  113.  S.löO)» 
V.  Piotrowski  (Pogg.  Ann.  Bd.  114,  S.591).  Eine  Kritik  der  Methode  von 
Mene  hat  Mohr  in  Pogg.  Ann.  Bd.  112,  S.  420  geliefert.  Alle  Methoden 
erfordern  mehrere  Versuche,  aus  deren  Resultaten  vermittelst  zwei  bis  drei 
Gleichungen  die  gesuchten  Grössen,  das  absolute  oder  specifische  Gewicht 
zu  finden  sind.  Alle  drei  Methoden  kann  man,  ausgehend  von  folgenden 
drei  Gleichungen,  beschreiben. 

A.  Man  denke  sich  in  einem  Pyknometer  durch  Mischen  von  zwei 
Flüssigkeiten  einen  Niederschlag  hervorgebracht.  Es  sei  x  das  absolote 
Gewicht  des  Niederschlages,  y  sein  Volumen,  a  das  Volumen  der  den 
Niederschlag  umgebenden,  das  Pyknometer  bis  zu  einer  Marke  ausfüllen* 
den  Flüssigkeit,  so  ist  (mit  g  das  Gewicht  des  Pikometerinhaltes  be- 
zeichnet) : 

1)  g  =  as  +  üc. 

B.  V  sei  das  Volumen  des  Pyknometerinhaltes  bis  zur  Marke,  ni«'* 
kann  dann  schreiben : 

3)  v  =  a  +  y. 

C  Hebt  man  nach  dem  Absetzen  des  Niederschlages  die  Fltissigl^^i^ 
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•'■^^-.- 


A^vKrch  einen  Heber  ab  and  füllt  destillirtes  Wasser  bis  znr  Marke  nach, 
fi.cadet  das  Oewicht  g^  des  Pyknometeriuhaltes  dnrch  directe  Wägnng  und 
ä«ks  specifische  Gewicht  ^|  der  Flüssigkeit  über  dem  Niederschlag  durch 
einen  besonderen  Versuch,  so  erhält  man  hieraus  die  neue  Gleichung: 

2)  g^==:a8^  +  X. 

I.    Fleck  bestimmt  durch  Versuche  ^,  ^i ,  ^,  5|  und  &,  und  berechnet 
nan  aus  den  drei  Gleichungen  x^  y  und  die  Dichtigkeit  (/  =  —  des  Nieder- 


lilages. 

IL  V.  Piotrowski  bestimmt  durch  Versuche  g^  s^v  und  aus  der  zu- 
vor abgewogenen,  den  Niederschlag  liefernden  Salzmonge  mit  Hilfe  deren 
ebemischer    Formel   und    bekannter   Zersetzungsart    das    Gewicht   x  des 
|.    Niederschlages.     Gleichung  l)  und  3)  dient  ihm  nun  zur  Berechnung  von 

X  X 

ff  und  rf  =  — -  oder  er  setzt  d  =  —    als  bekannt  voraus  und  bestimmt  aus 

y  y 

den  Gleichungen  1)  und  3)  das  absolute  Gewicht  x. 

ni.   M^ne  erzeugt  den  Niederschlag  im  Pyknometer  und  süsst  den- 
selben dnrch  Decanthiren  vollständig  aus,  bestimmt  dann  das  Gewicht^ 

des  Pjknometerinhaltes  und  hat  nun  bei  bekannt  vorausgesetztem  d=  — 

die  Gleichungen,  die  aus  1)  und  3)  hervorgehen,  indem  man  s  =  l  setzt, 
*tir  Bestimmung  von  x. 

Der  gegenwärtige  Aufsatz  hat  die  kritische  Bcurtheilung  der  drei  vor- 
^esclilagenen  Methoden  zum  Zweck. 

I.     Methode  von  Fleck. 

Aus  den  Gleichungen  1),  2)  und  3)  ergiebt  sich: 

A\  O  —  Qi 

4)  a  = 


5)  a:  = 


S — 5, 

9iS—gst 


s  —  s 


1 


S  — $1  S  —  Si 


7)  d=-- 


gis  —  gsi 


v{s^Si)—g+gi 

Nehmen  wir  an,   dass   bei  den  Bestimmungen   der  VersuchsgrÖssen 
*^Viler  begangen  wurden,  welche  durch  Vorsotzung  eines  J  vor  die  Ver- 
^^chss^ahlen  bezeichnet  werden  mögen,  nämlich  Jg,  Jgi^  Jv^  Js  und  Js^, 
^^  erscheinen  die  Totalfehler  Jx  und  Jd  iu  folgender  Form: 
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(>-0(g,-..M (. 

_      (g— g.JC?!-"».)      ^,   . 


[v{s- 


*.)- 


Die  Gleichung  8)  zeigt,  dasa  der  Felilcr  in  der  Bestiminimg  ran  j 
Feebr  bedeutend  werden  kann,  da  nach  der  Methode  Ton  Flecks  — j,  im- 
mer nur  eJD  sobr  kleiner  Bruch  sein  kanu,  die  Gleichung  0)  erregt  Icein 
besonderes  Bedenken. 

Fleck  hat  bekanntlich  zwei  Vcraacho  znr  BestiniinUDg  des  speci 
fischen  Gewichts  von  Chlorsilber  gemacht  (Pogg.  Ann.  Bd.  113,  S.  160)  und 
merkwürdig«r  Weise  für  dasselbe  1,1  und  1,08  gefunden.  Mohr  {PogS- 
Ann.  Bd.  113,  S.  (155)  hat  diese  unerwartet  niedrigen  Zahlen  durch  die  un- 
genaue Boobachlnngämethode  Fl  cck's  erklären  wollen ,  aus  welcher 
grosse  Elementarfellcr  hervorgegangen  sein  kiinnen.  Folgende  Betrach- 
tungen hnben  mich  bestimmt,  dieselbe  Meinung  zu  hegen,  als  Molt  r- 
Nimmt  man  bei  Fleck's  Versuchen  Werthe  für  die  Elementarfebler  a», 
wie  sie  bei  snrgfältigeu  Versuchen  noch  vorkommen  künticn  und  erbKll 
hierdurch  für  ^d  einen  massigen  Werlh,  welcher  den  von  ihm  begangenen 
Fehler  lange  noch  nicht  erreicht,  so  darf  man  wohl  schliessen,  dassdi« 
von  Fleck  gewählte  Beobachtungsmethode  zu  hedeutends  ElemeDi»«'' 
fehler  geliefert  hat,  als  dass  sie  anempfohlen  werden  könnte.  Dies  ist  no« 
wirklich  der  Fall  und  lässt  sich  aus  der  ersten  Bestimmung  des  speci- 
fischen  Gewichtes  von  Chlorsilher  durch  Fleck  nachweisen,  die  zweite  l*«' 
Stimmung  muss  man  nilmlich  ausschliesBen.  Herr  Dr.  Fleck  hat  folgen«^ 
Versuchssahlen  bei  Mittheiluug  seiner  Versuche  angegeben: 

1,  Versuch,     d  =  53,823  Kbkcm.,    j  =  56,350  Gr.,    jr,  =  54,842  Gr., 

s=  1,0153,    s,  =  1,0165; 

2.  Versuch.     0  =  55,001  Kbkcm.,   ^  =  02,505  Gr.,   p,  =57,025  Gr., 

5=1,1392,    J|  =  1,10403; 
und  findet  hieraus  durch  Berechnung: 

1.  Versuch.     a;  =  1,8003  Gr.,    d  =  l,100,    a  =  52,180  Kbkcm.; 

2.  Versuch.     j:  =  2,7278  Gr.,    rf=l,08,     tf  =  52,473  Kbkcm.i 
wahrend  ich  aus  den  Vcrsuchzahlen  des  Herrn  Dr.  Fleck  berechnete  = 

1.  Versuch,     a;  =  1,80009  Gr.,        d=l, 10198; 

2.  Versuch,     ar  =  — 08,202  Gr. ,    d  =  l, 14097. 

Um  die  Rechnungsresnltate  dos  Herrn  Dr.  Fleck  heim  sweiten  ^■^'' 
suche  zu  bekommen ,  hätten  die  Versuchszahlen  etwa  folgende  sein  müs»^  ' 
2.  Versuch.     p  =  55,001  Kbkcm.,    jf  =  62,505  Gr.,   5,  =  00,6905  Gr.. 
»  =  1,0453,    «1  =  1,0164. 
Da  hiernach  beim  zweiten  Versuche  des  Herrn  Dr.  Fleck  wahrscheie»  ' 
iber  Weise  eine  unrichtige  Versuchszaht  angegeben  ironJe*' 
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konnte  ich  bei  der  Berechnnng  yon  dx  nnd  dd  nur  die  Zahlen  des 
ten  VersQches  berücksichtigen ;  ich  habe  bei  ihrer  Eiuführnng  in  61ei- 
mg  8)  nnd  9)  erhalten : 

.0)    zfa:=  —35,1096^^  +  36,1096^^+1835,14^*— 1887,33-^*. 
1)     ^rf  =  l,761624öf— 1,15346-^^1— 0,67103-^»  — 91,9214-^5  +  60,1874-^5,. 
Nimmt  man  nnn  für  die  absoluten  Werthe  der  Eleraentarfehler  bei- 
ekweise  an: 

Jg=i  0,002  Gr.,         /Ig^  =  0,002  Gr., 
^0  =  0,002  Kbkcm.,  z^5  =0,001, 
^5i  =  0,001 
i  wtthlt  die  Vorzeichen  so,  dass  alle  Glieder  in  10)  und  11)  positives 
rxeichen  erhalten ,  so  wird : 

^a;  =  3,8652  Gr., 
-^rf  =  0,1595. 
Der  Werth  von  Jd  zeigt,  dass  das  Resultat  1,1  für  das  specifische  Ge* 
sht  des  Chlorsilbers  jedenfalls  ein  Product  der  ungenauen  Ausführung 
*  Methode  ist.  Der  Werth  von  Jx  zeigt  die  Mangelhaftigkeit  der  Me- 
•de  zur  Bestimmung  des  absoluten  Gewichtes  recht  auffällig.  Die  Me- 
de  von  Fleck  eignet  sich  zur  indirecten  Bestimmung  des  absoluten 
Wichtes  gar  nicht  und  darf  zur  Bestimmung  des  specifischen  Gewichtes 
enfalls  nur  mit  der  grössten  Vorsicht  angewendet  werden. 

II.     Methode  von  v.  Piotrowski. 

Diese  Methode  bedarf  nur  der  Gleichungen  1)  und  3)  und  erhält  aus 
en: 
intwcder 

12)  rf  = : —  ,  wenn  x  bekannt  ist, 

^  vs  —  g  +  x 

»der 

13)  x=  — — ; — — ,  wenn  d  bekannt  ist. 
'  ds  , 

Die  Totalfehler  von  d  und  x  sind  dann : 

s(q — vs)  xs 

{pc  —  g  +  tfsy  {x—g  +  vsy 

14)  <  — ; Zi^V  ' vi^* 

(g^vs)d*  ,      .    rf»  d*  (g—^)^t^ 

z=:  —  ^ — —^ — Jx+  —  Jg dv—  ^ — ^d*Js. 

x*8  XS  X  arr 

d      ^           ds     ^         s{g—vs) 
Jx=  -■ Jg^ Jv — -^'  Jd 

d  —  s     *       ä — s  {d  —  *)• 

d{vd-g) 

ds. 


15) 


Diese  Fehlergleichungen  führen  zu  den  Schlüssen: 
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Man  kann  nach  der  Methode  von  v,  Piotrowskl  das  specifittche 
wicht  nur  dann  günstig  beutiniinen: 

1)  wenn  der  Xieders9hlag  kein  hohes  specifisches  Gewicht  hat; 

2)  wenn  man  das  absolute  Gewicht  x  des  Niederschlages  so  hoch   als 
möglich  wählt. 

Die  Methode  von  v.  Piotrowski  kann  nur  dann  ein  genaues  Resul- 
tat bei  der  Bestimmung  des  absoluten  Gewichtes  ergeben,  wenn  der  Nieder- 
schlag selbst  ein  hohes  specifisches  Gewicht  besitzt. 

Dass  bei  Versäumung  der  angegebenen  Vorsichtsmassregeln  das  End- 
resultat mit  einem  bedeutenden  Fehler  behaftet  sein  kann,  ergiebt  die 
Fehlerschätzung  bei  einem  von  v.  Piotrowski  mitgetheilten  Versuche. 
Er  füllte  im  Pyknometer  so  viel  Chlorbarium  mit  schwefelsaurem  Natron, 
dass  der  Niederschlag  das  Gewicht  x  =  O^GIGO  Gr.  haben  musste.  Der 
Inhalt  seines  Pyknometers  betrug  »  =  29,2725  Kbkcm.  Das  Gewicht  des 
Fällungsinhaltes  war  ^  =  30,451  Gr.,  das  specifische  Gewicht  der  Salz- 
lösung s  =  1,0230.     Hieraus  ergiebt  sich  (/=  4,8875  und : 

Jd^-  —  290,00  Jx  +  37,8280  Jg 
—  38,7213  Jv  —  1102,50  Js. 

Nimmt  man  nun  für  die  absoluten  Werthe  der  Elementarfehler  an: 
Jx  =  0,002  Gr.,  Jg  ==  0,002  Gr.,  Jv  =  0,002  Kbkcm.,  Js  =  0,001,  so  erhält 
man  für  den  Totalfehler  von  </,  wenn  man  die  Vorzeichen  der  Fehler  so 
wählt,  dass  alle  Summanden  im  Ausdruck  von  zid  positives  Vorzeichen 
bekommen : 

^cf=  1,855. 

III.     Methode  von  Mene. 

Derselbe  schreibt  in  den  ^yComptes  rendus^^j  Juni  1858  (i.  Ausz.  Dingl» 
polyt.  II.  Bd.  149,  S.  274)  vor,  den  Niederschlag  erst  durch  Decanthiren  mit 
Wasser  auszusüssen  und  dann  in  eine  Dichtigkeitsflasche  von  bekanntem 
Volumen  zu  spülen  und  deren  Inhalt  zu  wägen.  Die  Methode  von  Mene 
unterscheidet  sich  von  dei;  später  aufgestellten  von  v.  Piotrowski  in  der 
Ausführung  nur  dadurch ,  d£(ss  sie  unbequemer  ist.  Die  Gleichungen  l))  3), 
12),  13),  14),  15)  gehen  in  diejenigen  zur  Beurtheilung  der  M^ne'schen 
Methode  über,  wenn  man  in  ihnen  5  =  1  setzt  Die  Vorsichtsmassregeln^ 
welche  bei  Anwendung  der  Methode  von  v.  Piotrowski  anempfohleo 
werden  mussteu;  gelten  daher  auch  für  die  M^ne* sehe  Methode.  Mohr 
hat  diese  Vorsichtsmassregeln  bereits  speciell  für  die  M^n ersehe  Methode 
in  Pogg.  Ann.  Bd.  112,  S.  420  ausgesprochen  un4  an  Beispielen  erläutert. 

Dr.  Kahl. 
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ßecensionen^ 

leorie  der  elliptisohen  Fnnotionen.  Versuch  einer  elementaren  Dar- 
stellung, von  Dr.  H.  DUKEGE,  Docent  am  eidgenössischen  Poly- 
technikum u.  a.  d.  Univers,  zu  Zürich.  Leipzig,  B.  G.  Teuhner.  1861. 

Trotz  der  hohen  Bedeutung,  welche  die  elliptischen  Functionen  für 
e  gesammte  Analysis,  für  die  analytische  Mechanik  und  selbst  für  die 
ihlentheorie  gewonnen  haben,  existirte  doch  bisher  kein  Elementarlehr- 
ich  derselben,  und  der  Jünger  der  Wissenschaft  blieb,  wie  vor  25  Jahren, 
jranf  angewiesen,  seine  Belehrung  aus  den  Quellen  (Legendre^  Traue 
?  foncliofis  eüipiiques  und  Jacobi,  Fundamenln  nova  funcL  ellipU  nebst  einer 
ossen  Zahl  einzelner  Abhandlungen  in  Grelles  Journal)  zu  schöpfen. 
le  Herausgabe  des  vorliegenden  Werkes  darf  daher  als  ein  glücklicher 
)danke  bezeichnet  werden,-  und  es  ist  jedenfalls  damit  eine  fühlbare 
Lcke  der  Literatur  zum  Besten  der  Studirenden  ausgefüllt  worden.  Dass 
r  Verfasser  hierbei  wenig  Gelegenheit  zur  Mittheilung  eigener  neuer 
itersuchungen  hatte,  liegt  in  der  Natur  des  Gegenstandes  und  kann, 
mentlich  dem  übrigen  Verdienste  des  Werkes  gegenüber,  nicht  in  Be- 
icht kommen;  ebendesswegcn  muss  sich  auch  eine  Besprechung  desselben 
ihr  referirend  als  kritisurend  verhalten. 

In  Abschnitt  I.  werden  die  hauptsächlichsten  Definitionen,  Bezeich- 
Dgen  und  einige  Grundeigenschaften  der  elliptischen  Functionen  fest- 
stellt; als  Erläuterungen  und  Anwendungen  dienen  theils  geometrische- 
itrachtungen  theils  die  bekannten  Formeln  für  die  Pendelbewcgung. 
>schnitt  II.  handelt  von  der  reellen  und  imaginären  Periodicität  der 
iptischen  Functionen.  Das  Vorhandensein  der  beiden  Perioden  be- 
iist der  Verfasser  auf  die  Jacobi'sche  Weise,  obschon  diese  gegründeten 
^eifeln  unterliegt;  indessen  ist  dem  Verfasser  hieraus  kein  Vorwurf  zu 
ichen,  da  sich  Jacobi's  Ableitung  durch  ihre  Einfachheit  besonders  für 
s  erste  Studium  empfiehlt  und  überdies  im  lezten  Abschnitte  die  ge- 
ucre  Theorie  von  Briot  und  Bouquet  nachgeliefert  wird.  Die  Ab- 
tinitte  III  und  IV  handeln  von  der  lieduction  der  clli^) tischen  Iwtovyt^V^. 

LWentantfj;.  ,1.  Zcitvchr.  f.  Math.  ii.  Pliys.  VII.  1.  V 
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auf  die  Normalform  und  deren  Theilnng  in  drei  verschiedene  Artei 
Besser  wäre  e«  viclleiclit  gewesen,  mit  diesen  Untersuchungen  den  Ai 
fang  zu  machen,  wie  es  Legendre  gethan  hat;  die  Theorie  der  eigenl 
liehen  elliptischen  Functionen  würde  dann  keine  Unterbrechung  erliti 
haben.  Die  Wahl  der  Buchstaben  o,  p,  o,  jc  für  die  vier  Wurzeln  d« 
Gleichung  Ax*  +  Boc^  +  Cx^  +  Bx  +  E=o  erscheint  dem  Ref.  sehr  m 
glücklich,  einmal,  weil  tc  schon  eine  feststehende  Bedeutung  hat,  ander^^  ^ 
seits,  weil  im  ganzen  Buche  statt  der  Ziffer  0  der  Buchstabe  o  gftgflfc—  ^ 
worden  ist,  was  mit  dem  vorigen  o  zusammen  Missverständnisse  geb  ^f=^ 
kann.  In  Abschn.  V  ßndet  sich  die  Quadratur  der  Ellipse  und  Hyperl 
jedoch  ohne  weitere  Angabe  der  Mittel  zur  numerischen  Berechnung 
betreffenden  Intregale.  Wahrscheinlich  hat  der  Verf.  dies  für  überflüa^  Sg 
gehalten,  weil  in  den  Lehrbüchern  der  Analysis  die  nöthigen  Reihen  s^sn 
finden  sind,  dagegen  ist  aber  zu  erinnern,  dass  die  gewöhnlichen  Fonn^'Sn 
der  Art  nur  bei  kleinen  k  Vortheil  gewähren.  Mittelst  der  Landen'sch^SBn 
Substitution  kann  man  allerdings  die  elliptischen  Integrale  leicht  bere< 
neu,  aber  dieselbe  eignet  sich  auch  wieder  nicht  zum  analytischen 
brauche,  und  es  wäre  daher  im  Interesse  der  Vollständigkeit  gewes« 
die  unendlichen  Keiheu  für  jP^(A-),  F{ky  g>)  etc.  aufzunehmen.  Abschn. 
beschäftigt  sich  mit  einer  Substitutioi;!  zweiter  Ordnung  zur  Reduction  d 
elliptischen  Integrale  auf  ihre  Normalform,  nnd  welche  nachher  diente  i^td 
die  elliptischen  Functionen  mit  einem  die  Einheit  übersteigenden  ModnL 
oder  mit  einem  imaginären  Modulus  auf  die  normalen  Functionen  znrQ.c-' 
zuführen.  In  Abschn.  VII  wird  nach  einer  vorbereitenden  trigonometriscb 
Betrachtung  das  Additionstheorem  entwickelt  und  zwar  durch  Integrati 
der  Differentialgleichung 

da  (filf 


mittelst  der  Methode  von  Lagrange.    Dieser  Abschnitt  hätte  an  Ktlrie 
Wonnen  und  die  Analogie  zwischen  den  trigonometrischen  und  den  ellip* 
tischen    Functionen  wäre  sowohl   in   der  Ableitung  als  in  der  Form   der 
Endresultate  besser  hervorgetreten,    wenn  sich  der  Verf.  des  weit  eio* 
fächeren  Verfahrens   von  E.  Sturm  bedient  hätte  (s.  Zeitschr.  f.  Ifatli. 
u.  Phys.  Jahrg.  I  S.  372);  selbst  eine  blosse  Verification  nach  Legendre 
würde  für  das  erste  Studium  ausreichend  und  gewiss  kürzer  gewesen  sein* 
Als  Illustration  zu  diesem  Abschnitte  dient  der  Nachweis  des  Zusammen' 
banges   der    elliptischen   Functionen    mit    der    sphärischen    Trigonometn« 
(Abschn.  VIII).    Der  nächste  Abschnitt  enthält  die  Additionstheoreme  fi^r 
die  Functionen   zweiter  und   dritter  Gattung.     In  Abschn.  X  kommt  dö' 
Vorf.  noch  einmal  auf  die  Differentialgleichung  der  elliptischen  Functionen 
zurück,  giobt  ilir  die  Form 

'Ar  //// 

F(i-x*"ni -■*«.';'   "^   F;i-' 7/')\i  "-aV)  "  " 
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d  integrirt  SIC  nach  den  beiden  Methoden  von  Lagrange  und  Euler. 
ein  Elementarlebrbuch  dürfte  dies  überflüssig  gewesen  sein,  nament- 
llob.   dann,   wenn  der  Verfasser  Sturmes  Verfahren  und  Legendre*s  Veri- 
benutzt  hätte.    Mit  besonderer  Ausführlichkeit  ist  die  Jacobi^sche 
onstruction  des  Additionstheoremes  behandelt  (Abschn.  XI) ,  welche  durch 
ichelot  einige  bemerkenswcrthe  Zusätze  erhalten  hat;   auch  die  Unter- 
chnng  Jacobi^s  über  Vielecke,    welche  Sehnenviclecke  und  Tangenten- 
"v^elecke  zugleich  sind,  dudet  man   nebst  Kichelot's  Erweiterungen  voll- 
ständig  dargestellt.     Abschn.  XII   enthält  die   Landen'sche  Substitution, 
geometrisch   aus   dem   Vorigen  abgeleitet  ^   und   deren  Anwendungen  zur 
niXDierischen   Berechnung  der  elliptischen  Integrale.     Die    nächsten  vier 
Capitel  beschäftigen  sich  mit  der  Entwickelung  der  elliptischen  Functionen 
in    Pactorenfolgen  und    Reihen.     Auch  diese  Untersuchungen  hätten  sich 
vielleicht  kürzer   erledigen  lassen,   wenn  der  Verf.  eine  Arbeit  des  Bef. 
beiüotzt  hätte.     Da  nämlich  jede  Function  innerhalb  gegebener  Grenzen 
•*  ==  0  und  u  =  iV  in  die  Reihen 

f{u)  =  4  «„  +  rt,  cos  ^j    +  r/2  cos  —  +  ,  .  .  ,, 

^'"  =  M  J  /^("^   '''     M    ^'"' 
0 

f{ii)  =  /;,  sw   ^^   +  h.^  sw      ^j     +  h.^  sm     ^^     +  .  .  . 

M 

^-  =  AT  J  /^(")  '''  -M 
0 

^Qrwandelbar  ist,  so  giebt  es  zur  Entwickelung  der  elliptischen  Functionen 
^fiPenbar  keinen  directeren  Weg,  als  den  durch  die  vorstehenden  Formeln 
^Qxeichneten,  und  es  kommt  nur  darauf  an,  die  nöthigen  Integrationen  für 
^Qn  Fall  auszuführen,  dass  f{n)  eine  elliptische  Function  ist.  Hierzu  kann 
^an  sich  der  folgenden  vier  Sätze  bedienen,  worin  ^(c'+e — *)  mit  cshpx 
^Xxd.  i(e* — €""*)  mit  sn  hpa:  bezeichnet  ist. 
Wenn  die  Functionen 

für  alle   zwischen  0  und  N  liegende  v  verschwinden,    so    gelten   die 
beiden  Formeln 

/•      .          www    ,                   I            iViu  +  /.V|  +  f(u  —  /.V)  ^_  nnu  ^, 
an)  cos- ^^- du  =  —  ^^^    /  -^ f mv- ^-  du 

.)/ 

.     ft7t.\    I  2  M  ' 


verscliwindeu  dagegeu 


2 


•> 


fiir  alle  zwibchou  0  imd  N  liegende  i;,  so  ist 


M 


u 


Sin  du  = 


1 


/ 


2r  ^    A/      ' 


--*- ^-^-^ ^  51«  -^  -  du , 


wobei   noch    zu    bemerken  ist,    dass   sowohl  /*("  +  »A)  nnd  f{u)   ^'oa 
M  =  0  bis  II :  -  M  als  /\iV  +  iv)  und  /"(fr)  von  r  =  0  bis  v  ---  iV  cuntiuiiir. 
lieh  bleiben  müssen.  *) 
Den  Bedingungen  der  lezten  Formel  genügt  z.  B. 

/  (u)  :-=  flWJ  ?/   —  — 

wenn  M  — —  k\  iV--  A''  genomtuen  wird,  gleichzeitig  ist  \  {f(jn + lA" ')  +  f{u  —  lA'*)] 

(*in  algebraischer  Ausdruck ,  und  so  erhält  mfin 

,      .    TT//     ,    ,      .    'Jttw    , 
=  b^  stn  -      -f-  ©2  *'W  — jT-  +  ...., 

A' 


//;/}  // 


K  = 


2  1  /•«  /.  A'\     . 


vi;j  — r—  du 
h 


rs  hft 


nnK^ 


•> 


1   ::        7" 

;/  w  1  -f"  y*" 


di 


'^^ 


Für  die  übrigen  elliptischen  Functionen  wird   die  Sache  ebenso  e^-^' 
fach.  —  Die  Abschnitte  XVII,  XVllI  u.  XIX  sind  der  Jacobi'schen  Tr«^^ 
cendenten  (")   gewidmet  und   zeigen   hauptsächlich ,    wie  alle   elliptisch  ^ 
Functionen     durch    jene     Transcendente     ausgedrückt     werden    könnC^^l 
Abschnitt  XX  giebt  die  'J'heorie  des  sphärischen  Pendels,  in  Abschnitt  X^- 
sind  endlich  die    genaueren   Untersuchungen   über   Funeti(men  complex 
Variabeleu  nach  Caucliy,  Kiemann,  Briot  und  Bouquet  mitgethei^ 

Wie   man   aus   dieser   Inhaltsanzeige  ersehen  wird,  bietet  das  W 
genug,  ja  hie  und  da  vielleicht  mehr  als  genug,   für   das  erste  Stndin 
der    genialen    Schöpfungen    von  Legcndre,  Abel    und   Jacobii    u: 
wenn  sich  lief,  auch  mit  der  Anordnung  des  Materials  nicht  durchgtog?:'^'**^ 

befreunden   kann,   so  verkennt  er  iiuch    die   Schwierigkeit   nicht,  welcl ' 

gerade   hierin  gelegen  haben  mag;    zum    Glücke   ist    dieser   Punkt   v< 
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[nem  Einfluss  auf  deu  Gebrauch  des  Werkes.  Die  Darstolluug  muss  als 
IT  deutlich  bezeichnet  werden  und  scheint  das  für  ein  Lehrbuch  nöthige 
kJiss  der  Ausführlichkeit  nirgends  zu  überschreiten;  die  typographische 
Lfistattung  zeigt  die  bekannte  Eleganz  der  Teubner*schen  Verlagsartikel. 

SCULOEMILCH. 


laljtitohe  Geometrie  des  Baumes,  enthaltend  die  allgemeine  Theorie  der 
krummen  Flächen,  der  gewundenen  Curven  und  der  Linien  auf  den 
Flächen;  die  Eigenschaften  der  (homofocalen)  Flächen  zweiten  Gra- 
des und  der  Linien  auf  denselben,  von  Dr.  Otto  Boeklen.    Stutt- 
gart, A.  Becher's  Verlag.    1861. 
Der  Titel  des  vorliegenden  kleinen  Werkes  bezeichnet  zwar  hinreichend 
Bsen  Inhalt,  ist  aber  nichts  desto  weniger  etwas  ungeschickt  gewählt;  von 
'entlicher  analytischer  Geometrie  findet  sich  nämlich,  §.  1  ausgenommen, 
ine  Spur,  vielmehr  setzt  der  Verf.  eine  völlige  Bekanntschaft  mit  den  Glei- 
iQgen  der  Geraden,  Ebenen,  Flächen  zweiten  Grades  u.  s.  w.  voraus  und 
■chäftigt  sich  vorzugsweis  mit  den  Anwendungen  der  höheren  Analysis 
*  die  analytische^Geometrio  des  Eaumes.   So  enthält  schon  §.  2  die  Glei- 
ingen  der  Berührungsebene  und  der  Normale  einer  Fläche,  woran  sich  in 
i  nächsten  Paragraphen  die  Untersuchungen  über  Krümmungslinien  und 
Krümmungshalbmesser  der  Normalschnitte  anschliessen.   Dem  entspre- 
'Ud  sind  in  den  §§.  12 — 14  die  Tangenten,  Normalebencn  und  Krümmnngs- 
bmesser  der  gewundenen  Curven  behandelt.   Die  §§.  15 — 17  beschäftigen 
1  mit  Curven  auf  Flächen,  namentlich  mit  geodätischen  Linien.  Das  Bis- 
ige  zusammengenommen  kann  man  als  den  ersten  und  allgemeinen  Theil 
Schrift  bezeichnen,  denn  es  kommen  darin  nur  allgemeine  Formeln  und 
Ersätze  vor,  ohne  irgendwelche  Anwendungen  auf  individuelle  Flächen 
»r  Curven.   Mit  §.  18  beginnt  der  zweite  und  specielle  Theil ,  worin  jene 
gemeinen  Formeln  auf  die  Flächen  zweiten  Grades  angewendet  werden. 
1:1  Beschluss  macht  ein  Anhang ,  der  ein*"  volles  Hundert  Sätze  über  die 
Lehen  zweiten  Grades  ohne  Beweis  und  nur  mit  Angabe  der  Quellen  auf- 
rt. 

Nach  dieser  Inhaltsangabe  bedarf  es  kaum  der  Bemerkung,  dass  die  ge- 
inte Schrift  auf  kleinem  Räume  ein  reichhaltiges  Material  bietet,  welches 
H  anderwärts  nicht  so  leicht  beisammen  finden  wird.  Diesem  Lobe  des 
lalts  muss  freilich  Ref.  den  Tadel  der  Form  gegenüber  stellen;  die  Dar- 
Uung  ist  .nämlich  ebenso  unbeholfen  in  Beziehung  auf  den  Gegenstand  als 
c^hlässig  in  stylistischer  Hinsicht ,  auch  fehlt  es  den  meisten  Figuren  an 
Teometrischer  Anschaulichkeit,  die  mit  ein  wenig  Perspective  doch  so  leicht 
erreichen  ist. 
Da  keine  Vorrede  zum  Buche  existirt,  so  vie\aaTawvTi\Q\\V'«^^^'^^^- 
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serkrois  sicli  der  Verf.  gedacht  hat ;  soviel  aher  ist  gewiss,  dass  es  Enm  Selbst- 
studium für  Studirende,  ja  selbst  als  Grundlage  für  Vorlesungen  an  Uiii?erri- 
tätcu  nicht  gerade  Empfehlung  verdient,  jedoch  kann  es  Lehrern  als  Repe^ 
torium  und  Beispielsammlung  recht  gute  Dienste  leisten. 

SCHLOEMILOH. 


Handbuch  der  rationellen  Mechanik.  Von  Dr.  Decheb,  Professor  an  iet 
Königl.  polytechnischen  Schule  in  Augsburg.  Vier  Bände.  Augs- 
burg, Verlag  der  Rieger'schcn  Buchhandlung.    1851 — 1861. 

Wer  Bücher  nach  ihren  Vorreden  beurtheilen  wollte  (was  nicht  so  sel- 
ten geschehen  mag),  der  würde  das  vorliegende  Werk  höchst  wahrscheinlich 
ungelcsen  bei  Seite  legen,  denn  die  Vorreden  zu  den  vier  Bänden  sind 
nichts  weiter  als  ein  buntes  Gemisch  von  absprechenden  Urtheilcn  nnd 
reichlichem  Selbstlob.  Mit  einer  Selbstüberhebung  sondergleichen  erkliit 
der  Verfasser,  dass  fast  alle  bisherigen  Begriffe  der  höheren  Analysis  sowie 
der  analytischen  Mechanik  höchst  confuser  Natur  sind  und  durch  an- 
dere ersetzt  werden  müssen ;  das  Unendlichkleine  z.  B.  ist  eine  „dehnbaie 
Null'*  folglich  Unsinn,  die  Grenzenmethode  „balancirt  auf  einer  Na  delspitse" 
und  ist  gleichfalls  Unsinn,  der  Begriff  der  Dichtigkeit  ist  unlogisch  also 
Unsinn,  über  die  Reibung  herrschen  unklare  Begriffe  u.  s.  w.,  konnm 
es  ist  alles  Unsinn.  Ref.  könnte  darauf  sehr  einfach  antworten:  „wenn 
Leute  wie  Gauss,  Jacobi,  Dirichlet,  Laplace,  Üauchy  etc.  vom 
Unendlichklcinen  u.  dergl.  reden,  so  wissen  sie  recht  gut,  was  sie  darun- 
ter verstehen,  und  wenn  Herr  De  eher,  wie  jedes  Wort  der  Voneden 
zeigt,  dies  nicht  weiss,  so  folgt  daraus  keineswegs  die  Berechtigung  zu  ab- 
sprechenden Urtheilen,  sondern  vielmehr  die  Verpflichtung,  sich  durch  wei- 
teres Studium  jene  Begriffe  erst  anzueignen*'  —  aus  Achtung  aber  vor  dem 
grossen  Fleisse,  den  der  Verf.  auf  seine  Arbeit  verwendet  hat,  wollen  wir 
Herrn  Decher  weiter  nachgehen  und  ihm  namentlich  auf  dem  Gebiete  der 
Analysis  zeigen,  dass  er  Splitter  in  den  Augen  Anderer  zu  sehen  glaubt 
während  ihm  der  Balken  im  eigenen  Auge  verborgen  bleibt. 

Den  Begriff  des  Grenzwerthes  nimmt  der  Verf.  zu  eng;  die  Grenze  k»DD 
eine  erreichbare  sein,  wenn  z/a:  den  genauen  Werth  Null  erlangt  (wie  bei 
der  Tangente),  sie  kann  aber  auch  als  unerreichbar  nur  in  der  Idee  existiren 

wie  z.  B.  wenn  z/o:  =  —  ist,  wo  A:  eine  Constante  und  n  eine  unendlich 

n 

wachsende  Zahl  bedeutet.  Der  letzte  Fall  kommt  u.  A.  bei  einhüllenden  Cur- 
ven*)  und  in  der  Intcgralrechung  fast  immer  vor;  kein  Wunder  also,  wenn 


*)  Gerade  die  Thcori«^  der  eiuhülleiiden  Cnrveu  macht  den  Begriff  de«  DiS^^' 
tialos  als  eines  g'cgon  die  Null  convergiTttudeu  Incromentes  ausserordentlich  H**"» 
vergl,  des  Hcf.  Compendium  der  KoVetcu  kuBbVyÄ*,  xyi^Wä  k^^.%,  Vi'l. 
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man  neuerdings  viel  Gewicht  darauf  gelegt  hat.  Der  Verf.  ühcrsieht  den 
leisten  Fall  ganz  und  gar  (was  übrigens  wenig  Bekanntschaft  mit  der  Ana- 
lysis  verräth)  und  gelangt  dadurch  zu  folgender  ebenso  einseitigen  als  un- 
richtigen Darstellung. 

Zuerst  wird  aus  dem  Umstände,  dass  f{x  +  ^x)  —  f(x)  für  /ix  =  0 
verschwindet,  geschlossen,  dass  jene  Differenz  die  Form/*'(a:  -{-a/loc).  /Ix 
Laben  müsse,  wo  f  irgend  eine  andere  Function  und  a  „irgend  eine 
VerhältnlsszahV^  bedeutet.  Das  ist  schon  eine  aus  der  Luft  gegriffene  Hypo- 
these; wo  kommt  denn  die  Vorhältnisszahl  a  her,  warum  muss  denn  der  letzte 
Factor  =  ^x  sein,  könnte  er  nicht  ebenso  gut  Yäxi  %  (l  +  /ix")  u.  dergl. 
liebsenV  Allerdings  gilt  die  Gleichung 

f[pc  +  AoS)  —  f{x)  =  f(x  +  a  Ax)  .  /ix 
mber  nur,  wenn  erstens  a  zwischen  0  und  1  liegt  und  wenn  zweitens  f(pc)  und 
die  derivirte  Function  f\x)  endlich  und  stetig  bleiben,  während  x  um  Ax 
zunimmt.*)   Damit  will  nun  der  Verf.  beweisen,  dass  der  Quotient 

f(x  +  Jx)  - /Tjo) 
Jx 

für  ^x  =  0  einen  bestimmten  „  Anfangs  wer  th*^  erhält;  in  der  That  ein  schö- 
ner Anfang  zur  „strengen  Begründung**  einer  Wissenschaft!  Da  der  Verf. 
die  Differentiale  nicht  entbehren  kann,  so  führt  er  ausser  der  Bezeichnung 

/^{x)  noch  die  zweite  ^  ein  und  erklärt  dx,  dy  etc.  für]  „blosse  Form- 

grössen  ohne  irgend  denkbare  Werthe/*  Dieser  Definition  fehlt  aller  ver- 
nünftige Sinn.  In  der  Analysis  haben  Buchstaben  die  Bedeutung  willkürli- 
cher Zahlen,  Zahlen  sind  reine  Quantitäten  ohne  besondere  Form ;  sublimirt 
man  aus  dem  Begriffe  der  Zahl  auch  noch  den  Begriff  der  Quantität  d.h.  ihres 
Werthes  heraus,  so  bleibt  dieselbe  Ilarität  übrig,  die  im  Lichtenberg^schen 
Auctionskataloge  als  Messer  ohne  Griff  und  Klinge  aufgeführt  ist.  Dieser 
Consequenz  könnte  Hr.  De  eher  nur  die  Behauptung  entgegenstellen,  dass 
seine  Formgrössen  zwar  Grössen  aber  keine  Zahlen  seien,  dann  hat  es  aber 
keinen  Sinn,  damit  zu  multipliciren  u.  zu  dividiren,  wenigstens  begreift  Ref. 
nicht,  wie  z.  B.  ein  Spiegel  ohne  Glas  und  Bahmen  durch  einen  Tisch  ohne 
Platte  und  Beine  getheilt  werden  kann.  Wer  dächte  hier  nicht  an  den  nur 
allzuwahren  Ausspruch  „und  wo  uns  die  Begriffe  fehlen,  da  stellt  ein 
Wort  zu  rechter  Zeit  sich  ein.** 

Fast  noch  verwirrter  ist  der  Abschnitt  über  die  Integralrechnung.  Un- 
ter Integration  versteht  der  Verf.  den  Rückgang  vom  Differentialquotienten 
zum  Differenzenquotienten,  nämlich 

wonach /bei  Herrn  Decher  etwas  ganz  Anderes  bedeutet,  als  in  der  übrigen 


*)  Die  gcomotriHche  licdcutiiuf^uiid  hcsoudorsdic  Ausnahmofilllu  des  obigen  Satzes 
hat  Kef.  in  seinem  Compcudium  ausführlich  erläutert.   S.  44. 
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mathcmatiscbcn  Welt.    Darauf  sagt  der  Verf.:  „es  dürfte  das  Zweckm&s—    — 
sigste  sein,  den  Factor  Jx  in  die  Formgrösse  dx'za  verwandeln  ni 
diese  als  blosses  Zeich  OH  zur  Andeutung  der  unabhängigen  Ver&nder- 
lichen  unmittelbar  hinter  das  Integralzeichen  zu  setzen,  so  dass  fdx  zusam- 
men ein  einzigesZcichen  (der  Integration)  darstellt/*    Also  mit  andere 
Worten,  aus  dem  Jx^  welches  einen  beliebig  grossen  Werth  haben  kann^ 
wird  jeder  „irgend  denkbare  Werth*'  herausgeblascn ,  das  übrig  bleibend 
gespensterartige  Wesen  wird  mit  einem  blossen  Zeichen  zu  einem  neue: 
einzigen  Zeichen  copulirt,  (obschon  im  Widerspruche  hiermit  bei  wirklich 
Bechnung /d/o:  =  x  also  gleich  einem  Werth e  ist),  die  Stellung  von  dei 
in  dx  verwandelten  ^x  wird  ganz  willkürlich  geändert  —  und  das  Alles  ge- 
schieht nicht  etwa  aus  mathematischer  Nothwendigkeit,   sondern  bloss  aus 
Zweckmässigkeitsrücksichtcn.  Und  von  solchen  ungeheuerlichen  Hypothes 
ist  Herr  Decher  „fest  überzeugt,  dass  sie  in  nicht  langer  Zeit  allgemein  al 
Grundlage  für  die  Differential-  und  Integralrechnung  werden  angenomme 
werden.**    (Bd.  2,  X.). 

Es  wird  vielleicht  den  Verf.  überraschen,  wenn  wir  ihm  sagen ,  wie 
zu  seinen  „neuen  Ansichten**  gekommen  ist.    Fast  jedem  Studirenden  de 
Mathematik  drängt  sich  der  Gedanke  auf,  ^)  dass  man  die  Differentiale  gan 
entbehren  könnte,  wenn  man  nur  mit  f  (x)  und  f  {x)  rechnete,  und  weil  d 
in  der  Differentialrechnung  leidlich  geht,  so  meint  der  Anfänger  eine  schön 
Entdcckimg  gemacht  zu  haben.   Die  Enttäuschung  kommt  jedoch  beim  Inte  ^ 

gral  hinterdrein.     Man   kann  nur  entweder    j  f' {x)=f(x)  oder    1  f' {x^ 

At  (     \ 

=       .      setzen,  in  beiden  Fällen  aber  ist  es  ganz  unmöglich ,  statt  x  ein9 

neue  Variabele  einzuführen ,  und  daran  scheitert  das  Project.    Dies  ist  der* 
Standpunkt  unseres  Verfassers ,  es  ist  ein  längst  von  jedem  Einzelnen  in» 
Stillen  überwundener  Standpunkt,  und  Herr  Decher  irrt  sich  sehr,  wenn  er 
seine  Ansichten  deshalb  für  neu  hält,  weil  er  sie  nirgends  gedruckt  findet; 
diese  Experimente  haben  wir  alle  schon  gemacht,  aber  wir  sahen  auch,  dass 
ohne  Hypothesen  und  Willkürlichkeiten  nichts  dabei  herauskommt  und  dess- 
halb  waren  wir  so  klug,  unsere  Schülerarbeiten  in  Fidibus  zu  verwandeln. 
—  Die  Unklarheit  über  die  Bedeutung  des  Integrales  rächt  sich  übrigens  in 
der  Mechanik  durch  den  Maugel  an  Anschaulichkeit.    Da  nämlich' die  Diffe- 
rentiation durch  Subtraction  und  Division  vermittelt  wird ,  so  muss  die  um- 
gekehrte Operation  des  Integrirens  direct  durch  Multiplication  und  Addition 
ausführbar  sein,  und  daraus  folgt  bekanntlich  die  summatorische  Bedeutung 
des  bestimmten  Integrales.    Von  dieser  will  Herr  Decher  gar  nichts  wissen, 
er  erklärt  sie  für  die  beschränktere,  nur  bei  angenäherter  (!)  Berechnung  zu- 
lässige, er  decretirt,  dass  es  sogut  wie  Unsinn  sei,  wenn  Jemand  z.  B.  die 


*)  YjB  ist  (1cm  Kcf.  und  mehreren  RciueT  wissenschaftlichen  Freunde  so  gegangen« 
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Dichtigkeit  mit  S  bezeichnet  und  sagt :   die  Masse  M  ist  die  Summe  aller 
Hasienelemonte  S  dxdydz  nümlich 

M=    rrCsäx  dy  dz, 

er  belehrt  uns  vielmehr,  dass  es  heissen  muss :  die  Masse  M  ist  diejenige 
ITanction,  von  welcher  das  Aendcrungsgesctz  dos  Aendorungsgcsetzes  des 
Aendernngsgesetzes  gleich  der  Dichtigkeit  ist.  Dazu  kann  man  nichts  weiter 
•a^eo,  als :  Gott  stehe  den  armen  Jungen  bei,  die  das  Unglück  Haben,  Herrn 
Deeher's  Schüler  zu  sein.  —    • 

Gelegentlich  möge  an  dieser  Stelle  eine  Berichtigung  erfolgen.    In  ir- 
S^nd  einer  Abhandlung  hat  lief,  bemerkt,  dass  der  Ausdruck 

} i  .  =  _L_A _.__»_ A 

sin^S  sin^2S  sin*  9    y        A  rott*  d  J 

^r  ^=0  nicht  verschwindet,  sondern  unendlich  wird;  das  geht  Herrn  Declier 
Über  alle  Begriffe,  er  ruft  verwundert  aus  (S.  109):  „Unendlich  für  den 
Unterschied   zweier  identischen   Werthe  derselben  Function!" 

ind  meint  wahrscheinlich,     .  , ,, r,-«-  müsse  doch  =  0  sehi.  Also  hält 

''Oaer  Analytiker     .  , "  -  für  dieselbe  Function  wie'-.  ,-.v  und  die  Werthe 

*>oider  für  identisch,  obschon  bei  kleinen  ö  die  erste  Function  ziemlich  gennu 
«as  Vierfache  der  zweiten  bildet.  Herr  Declier  begleitet  seine  schülerhafte 
"erwundcrung  mit  einigen  Ausfallen,  spricht  von  den  beschränkten  Vorstel- 
lungen  des  Ref.,  von  Absurditäten  und  spitzfindigen  Theorieen  —  Ref.  kann 

darauf  nur  erwidern,  dass  die  Theorieen  des  Verf.,  den  obigen  Proben  zu- 
*^'se,  als  äusserst  stumpfsinnig  zu  bezeichnen  sind. 

Die  Grundlegung  der  Mechanik  ist  nicht  besser  gcrathcn ,  als  jene  der 

A.naly8i6.    So  wird  z.  B.  das  Parallelogramm  der  Kräfte  auf  die  Functional- 

6^  Eichung 

*^**tlckgeführt  und  dann  heisst  es :  „Nun  kann  es  aber  für  zwei  gegebene  Kräfte 

eine   einzige  Resultirende  geben,  also  auch  nur  einen  einzigen  Werth 

q>{9)  und  man  hat  deshalb  nothwcndig  für  alle  Fälle  q>  (^)  =  coä-^.** 

r  Schluss  entbehrt  aller  Logik,  denn  die  physische  Frage  nach  der  Ke- 

^^■^rnnte  hat  nicht  das  Geringste  mit  der  analytischen  PVage  nach  der  Anzahl 

^^   Wurzeln  einer  Gleichung  zu  schaffen.   Mit  demselben  Rechte  könnte  man 

^^^liessen  wollen:  da  ein  gegebener  Winkel  w  nur  ein  einziges  und  nicht 

^^fcrere  verschiedene  Drittheile  haben  kann,     so  darf    auch   die   zur    Be- 

^^Oamung    von   *m  j-oo  =  .r    dienende   Gleichung    .r**  —  J.r  +    j  =  0  nur 

*^«  reelle  Wurzel  besitzen.    Uebrigeiis  genügen  der  obigen  Functionalglei- 

*^^iig  unendlich  viele  Functionen  z.  B. 

sin  (.^71  cos*  1^). 
Nach  so  vielem  Tadel  erfüllt  Ref.  gern  die  Pflicht^  fwuclv  d\^  \g\\Ä\!L  ^^\- 
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ten  des  Buches  hervorzuhehen.    Dahin  gehört  vor  Allem  eine  grosse  Yc^l/- 
ständigkeit  und  Ausführlichkeit,  die  sich  schon  im  «rsten  Bande  (Hechtnii 
des  materiellen  Punktes)  zeigt;  so  ist  z.  B.  die  relative  Bewegung  eines  Ponk- 
tes  mit  vieler  Sorgfalt  behandelt,  wie  dies  bisher  in  keinem  Lehrbache ge« 
schehen  soin  dürfte.     Der  zweite  Band  enthält  die  Mechanik  fester  Systeme 
namentlich  Schwerpunkte^  Reduction  der  Kräftesysteme,  Theorie  der  An 
Ziehung,  *)  Trägheitsmomente,  fortschreitende  und  drehende  Bewegungen.  Im 
dritten  Bande,  Mechanik  veränderlicher  Systeme,  findet  sich  ein  sehr  reicher 
Inhalt,  wobei  äussere  und  innere  Zustände  solcher  Systeme,  die  ebensowohl 
nichtstetige  (Seilpolygon,  Waage,  Knie  etc.)  als  stetige  (Faden,  biegsame 
Fläche  etc.)  sein  können,  unterschieden  werden.    Auch  den  Formveränd^ 
rungen  und  Schwingungen  elastischer  Körper  widmet  der  Verf.  grössere  Auf- 
merksamkeit.   Mit  gleicher  Ausführlichkeit  ist  der  letzte  Band  bearbeitet, 
welcher  die  Mechanik  der  Flüssigkeiten  umfasst.    Den  principiellen  £IÖ^ 
tcrungen  des  Verf.  kann  Ref.  nicht  überall  beistimmen,  doch  würde  eingentae- 
rcs  Hervorheben  der  zweifelhaften  Punkte  zu  wahren  Abhandlungen  führen, 
da  die  betroffcndcn  Formeln  und  Herleitungen  ohne  grössere  Excerpte  un- 
verständlich bleiben  würden.    Hufifcntlich  findet  sich  Gelegenheit,  daranf  in- 
rückzukommen. 

Geübten  Lesern  wird  es  leicht  sein,  sich  über  die  kritischen  Expectors- 
tionen,  über  die  nicht  immer  glückliche  Bezeichnung  und  über  das  Gerede 
von  Fomigrössen,  Acndcrungsgesetzen  etc.  hinwegzusetzen ;  solchen  Lesern 
können  wir  das  Buch  bestens  empfehlen^  denn  es  enthält  viel  des  Anregenden 
und  ist  namentlich  reich  an  Beispielen,  die  den  Lehrern  der  Mechanik  immer 
willkommen  sein  werden. 

SCULOEMILCH. 


Lehrbuch  der  Experimentalphysik  von  Dr  Edmund  Kuelp,  Professor  der 
Physik  und  Mathematik  an  der  höheren  Gewerbschule  zu  Dann- 
stadt. In  vier  Bänden.  Erster  Band,  die  Statik  und  Dynamik 
fester  und  flüssiger  Körper.  Mit  166  Abbildungen  im  Text.  Dann- 
stadt 1860.  Verlag  von  Johann  Philipp  Diehl. 
Wir   würden   uns   eine  literarisclie  Unterlassungssünde  zu  Schulden 

haben  kommen  lassen,  hätten  wir  das  Erscheinen  des  ersten  Bandes  dieses 


*)  Für  das  Potcutial  V  gilt  bekanntlich  der  Satz 

wenn  der  Punkt  xyz  im  Innern  der  anziehenden  Masse  liegt.   Da  der  Gauss'scho  Be- 
weis dieser  Gleichung  auf  dem  Gebrauche  des  IJnendlichklcinen  beruht,  so  ist  natürlicn 
lerr  Declier  a  priori  überzeugt,  dass  sich  Gauss  gründlich  geirrt  hat,  und  da  ihmselber 
Leiu  allgemeiner  Beweis  gelingt,  so  schliesst  er  mit  gewöhnlicher  Lopk,  dassderS»»* 
DT  unter  sehr  bcschrllnk enden  YoraTi8aQlz.\mgeu  Tichtv^  sei.  (Bd.  2»  B.  206), 


nmfifnglichen  Werkes,  von  dem  bereits  irjj7  der  zweite  Band  erschien  und 
im  JalirgaDg  lHi9  dieser  Zeitschrift  von  Dr.  Witzsclicl  besproclieu 
mit  StillscIiwoigCQ  übergobeu  wollen.     Dns  spKte  ^rsclieinen  dieser  Zeilen 
möge  durch  Krankheit  und  Älihnllung  anderer  Art  g^Uigst  ontschiildigt  wer- 
den.   —    Ist  scbon  im  Bericht  aber  den  zweiten  Band  von  Dr.  Witiscbel 
Iiervorgehoben  worden,  daaa  der  experimentelle  Thcil  ebenso  ausführlich 
behandolt  worden  sei,  als  im  grösseren  Pouillct  -  Müller'schen  Werke, 
SO    gilt  dies  unasoraehr  vom  ersten  Bande;  dies    zeigen  besonders  die  Ab- 
sclinitte  vom  ilessen,  von  der  Wage,  von  den  Wirkungen  der  CohfisionB- 
fcrafle,  von  der  Wurfhcwcgung,  von  der  Rotationsbewegung,  vom  Flüasig- 
keitsausfiuss ,    von   der  LuftpHrnpo  nnd    vom  Luftwiderstand.     Ausserdem 
»eiclinet  sich  das  Werk  vor  I'onillet-SIiiller  durch   eine  geschicktere 
A&^vondung    der    elementaren    Mathematik   aus.      Als  vorzüglich   sind   in 
äieser  lliusicht  die  Herleitung  des  Kräfteparallelogrammes  mit  Hülfe  der 
Grundsätze  von  der  Verlegung  der  Kräfte  und  der  Un Veränderlichkeit  des 
Systomea  hei  Einführung  gleicher  und  entgegengesetKter  KrSfte,  die  Sätze 
flhei  die  Momente  paralleler  Kräfte  n.  s.  w.  zu  nennen.    Einen  wohlthuendBn 
Eindruck   macht  es  bei  Durchlesung  des  Buches,  dass  die  mecbauischen 
Lehrsätze   von  der  Reduction  von  Kräften,  die  an  einem  Körper  wirken, 
»nf  eine  resultirende  Kraft  und  ein  resnltirendes  Paar  die  gehörige  Berück- 
sichtigung gefunden  hahen  und  erkennt  man  hieraus  ebensowohl,  nie  aas 
vielen    andern   Abschnitten    des    Buches    die    tiefe  Kenntuiss,    £owie    das 
didaktische  Geschick  des  Herrn  Verfassers.     Den  bisher  genannten  Vor- 
zügen ,  welche  zu  einer  warmen  Empfehlung  des  Werkes  auffordern,  ge- 
sellt sieh  noch  die  vorzügliche  Eleganz  in  l'apier,  Druck  und  Holzschnitt 
bei.     Wer  nach  gründlichen  Kenntnissen  in  der  Physik  strebt,  den  wird 
die  Benutzung  des  genannten  Werkes  sicher  zum  gewünschten  Ziele  führen, 
nnd  er  wird  den  angenehmen  Kindruck  mit  sich  fortnehmen,  dass  ihm  die 
Mathematik,  wo  sich  der  Herr  Verfasser  ihrer  bedient  hat,  immer  in 
würdigen,  einfachen  und  schönen  Gewände  entgegengetreten  ist. 

Dr.  Kahl. 
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Literaturzeitung. 


Recensionen. 

▼orlaeiixigen  über  analytiBehe  Oeometrie  des  Baninee,  iDsbesondere  über 
Oberflächen  zweiter  Ordnung,  von  Dr.  Otto  Hesse,  ordentlicher 
Professor  an  der  Universität  zu  Ueidolberg.  Leipzig,  Druck 
und  Verlag  von  B.  6.  Teubner.  1861. 
Ungeachtet  des  bedeutenden  Aufschwunges,  welchen  die  analytische 
Oeometrie  namentlich  im  Verlaufe  des  letzten  Vierteljahrhunderts  einer- 
seits durch  die  Erweiterung  des  Coordinatenbegrififes,  andererseits  durch 
die  Fortschritte  der  algebraischen  Methoden,  besonders  in  der  Theorie  der 
I>eterminanten  und  der  homogenen  Functionen,  genommen  hat,  fehlte  es 
doeh  noch  bis  vor  Kurzem  an  einem  Lchrbuche ,  welches  geeignet  gewesen 
wäre,  den  Studirenden  der  Mathematik  zur  Einführung  in  diese  neueren 
Disciplinen  zu  dienen.  Für  die  analytische  Geometrie  der  Ebene  ist  zu 
diesem  Zwecke  den  deutschen  Jüngern  der  Wissenschaft  ein  wichtiges 
Hilfsmittel  in  der  im  vorigen  Jahrgange  der  Literaturzeitung  (S.  44)  be- 
sprochenen Fiedler^schen  Uebertragung  des  Salmon^schen  Werkes  in  die 
Hand  gegeben  worden;  für  die  des  Raumes  wird  die  erwähnte  Lücke  un- 
serer mathematischen  Literatur  auf  eine  ausgezeichnete  Weise  durch  das 
Torliegende  Lehrbuch  ausgefüllt.  Dass  der  Verfasser  desselben  vor  Allen 
berechtigt  war,  in  diese  Lücke  einzutreten,  dazu  hat  er  sich  den  Anspruch 
dnrch  seine  rüstige  Mitwirkung  am  Ausbau  sowohl  der  analytisch  -  geome- 
trischen Methoden,  als  der  hiermit  im  Zusammenhange  stehenden  Thoile 
der  Algebra  erworben ;  ein  Blick  in  die  letzten  zwanzig  Jahrgänge  von 
Crelle*s  Journal  wird  genügen,  ihm  diese  Berechtigung  zuzuerkennen. 
Gegenüber  der  Stellung  des  Verfassers  auf  dem  Gebiete  der  Wissenschaft 
mnss  Referent  von  einer  kritischen  Besprechung  des  vorliegendes  Werkes 
absehen,  umsomehr,  als  dieselbe  nur  auf  Anerkennung  des  darin  darge- 
legten Talentes  und  der  Meisterschaft  in  der  Darstellungsweise  hinaus- 
laufen könnte;  er  glaubt  aber  den  Lesern  dieser  Zeitschrift,  welchen  das 
Buch  noch  nicht  zu  Gesicht  gekommen  sein  sollte ,  einen  nützlichen  Dienst 
sa  erweisen,  indem  er  sie  durch  eine  gedrängte  Inhaltsangabe  auf  das 
reiche  darin  enthaltene  Material  aufmerksam  macht. 

Lileraturttg:.  d.  Zcittehr,  f.  Math,  u.  I»hy».  Vll,  2,  7. 
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Nach  Inhalt  der  Vorrede  verdankt  das  Lehrbnch  seine  Entsteimng 
den  UniversitiCts vortragen,  welche  der  Verfasser  in  Königsberg,  Halle  und 
Heidelberg  über  die  analytische  Geometrie  des  Raumes  gehalten  hat,  iiin 
seine  Znhörer  in  die  analytisch -geometrischen  Theorien  einzuführen  und 
sie  zu  selbstständigen  Untersuchungen  in  diesem  Gebiete  zu  veranlamen. 
Entsprechend  dieser  Entstehung  ist  dasselbe  in  dreissig  Vorlesungen  etn- 
getheilt. 

An  die  in  der  Vorlesung  I.  enthaltene  Einleitung,  welche  sich  mit 
der  Aufgabe  der  analytischen  Geometrie,  dem  Begriffe  der  rechtwinkligen 
Punktcoordinaten  und  einigen  sich  hieran  knüpfenden  Fundamentalanf- 
gaben  beschäftigt ,  schliesst  sich  in  den  Vorlesungen  II.  bis  IV.  die  Theorie 
der  Ebene  im  rechtwinkligen  Punktcoordinaten -System,  wobei  unter  An- 
derem das  anharmonische  und  harmonische  Verhältniss  zweier  Ebenen- 
paare,  die  Involution  von  drei  Ebenenpaaren  und  die  PascaPsche  Pyramide 
znr  Untersuchung  gelangen.  Durch  Besprechung  der  Polarfiguren  auf  der 
Kugeloberfläche  wird  hierbei  das  Princip  der  ReciprocitXt  vorbereitet.  — 
In  der  Vorlesung  V.  wird  der  Begriff  der  Ebenencoordinaten  mittelst  Be- 
stimmung einer  Ebene  durch  die  Constanten  t/,  r,  w  in  der  Gleichnngsform 

II  a:  +  «'y  + 'P  ^  +  1  =  0 
eingeführt.  Die  doppelte  Deutung,  welche  diese  Gleichung  als  die  einer 
Ebene  in  Punktcoordinaten  oder  eines  Punktes  in  Ebenencoordinaten  ge- 
winnt, je  nachdem  man  darin  x^  y^  z  oder  u^  v  und  fv  als  Variabele  an- 
sieht, bildet  die  Grundlage  für  die  Dualität  der  Behandlungsweise,  welche 
sich  durch  alle  übrigen  Theile  des  Werkes  hindurchzieht.  Nachdem  in 
der   folgenden  Vorlesung  noch  die  Homogeneität   der  Gleichungsformeft 

durch  Einführung  der  Verhältnisse  — ,   — ,   -^  für  die  PunktcoordinateO 

P      P      P 

o*,  y,  z,  sowie  der  Verhältnisse  — ,  — ,  —  für  die  Ebenencoordinaten  m,  p,  ^ 

T      r      r 

hergestellt  ist,  knüpft  sich  hieran  in  den  Vorlesungen  VII.  und  VIIL  di^ 

Darlegung  der  Fundamente  der  zur   Untersuchung  solcher  Gleichung^ 

formen  wichtigen  Theorie  der  Determinanten ,   namentlich  in  ihrer  beson 

deren  Anwendung  auf  ganze  homogene  Functionen. 

Die  Vorlesungen  IX.  bis  XII.  beschäftigen  sich  mit  den  allgemeinei^ 

Eigenschaften  der  Oberflächen   zweiter  Ordnung,  und    zwar  die  beiden^ 

ersteren  bei  hauptsächlicher  Anwendung  der  Punktcoordinaten ,  währende 

in  den  beiden  letzteren  die  Ebenencoordinaten  in  den  Vordergrund  treten.^ 

Nächst  der   analytischen  Bestimmung  der  Oberflächen   zweiter  Ordnung^ 

einerseits  durch  Punkte,   andererseits  durch  Tangentenebenen,   mit  den^ 

sich  hieran  knüpfenden  Sätzen  über  gemeinschaftliche  Punkte  und  gemein^ 

schaftliche  Tangentenebenen  kommt  in  diesen  Abschnitten  hauptsächlich 

die  Theorie  der  Pole  und  Polarebenen  zur  Untersuchung  und  dabei  d«^ 

Princip  der  IZeciprocitUt  zur  y ollen  Entwickelnng.     Der  Fall,  das«  di^^ 
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Reccnsionen. 

▼orlemngen  über  analytiiolie  Geometrie  des  Banmee,  insbesondere  über 
Oberflächen  zweiter  Ordnung,  von  Dr.  Otto  Hesse,  ordentlicher 
Professor  an  der  Universität  zu  Heidelberg.  Leipzig,  Drück 
nnd  Verlag  von  B.  6.  Teubner.  1861. 
Ungeachtet  des  bedeutenden  Anfschwunges ,  welchen  die  analytische 
Oeometrie  namentlich  im  Verlaufe  des  letzten  Vierteljahrhunderts  einer- 
seits durch  die  Erweiterung  des  Coordinatenbegriffes,  andererseits  durch 
die  Fortschritte  der  algebraischen  Methoden,  besonders  in  der  Theorio  der 
Determinanten  und  der  homogenen  Functionen,  genommen  hat,  fehlte  es 
doch  noch  bis  vor  Kurzem  an  einem  Lehrbuche ,  welches  geeignet  gewesen 
wäre,  den  Studirenden  der  Mathematik  zur  Einführung  in  diese  neueren 
Disciplinen  zu  dienen.  Für  die  analytische  Geometrie  der  Ebene  ist  zu 
diesem  Zwecke  den  deutschen  Jüngern  der  Wissenschaft  ein  wichtiges 
Hilfsmittel  in  der  im  vorigen  Jahrgange  der  Literaturzeitung  (S.  44)  be- 
sprochenen Fiedler*schen  Uebertragung  dos  Salmon'schen  Werkes  in  die 
Hand  gegeben  worden;  für  die  des  Raumes  wird  die  erwähnte  Lücko  un- 
serer mathematischen  Literatur  auf  eine  ausgezeichnete  Weise  durch  das 
▼erliegende  Lehrbuch  ausgefüllt.  Dass  der  Verfasser  desselben  vor  Allen 
berechtigt  war,  in  diese  Lücke  einzutreten,  dazu  hat  er  sich  den  Anspruch 
durch  seine  rüstige  Mitwirkung  am  Ausbau  sowohl  der  analytisch -geome- 
trischen Methoden ,  als  der  hiermit  im  Zusammenhange  stehenden  Theilo 
der  Algebra  erworben ;  ein  Blick  in  die  letzten  zwanzig  Jahrgänge  von 
Crelle's  Journal  wird  genügen,  ihm  diese  Berechtigung  zuzuerkennen. 
Gegenüber  der  Stellung  des  Verfassers  auf  dem  Gebiete  der  Wissenschaft 
mnss  Referent  von  einer  kritischen  Besprechung  des  vorliegendes  Werkes 
absehen,  nmsomehr,  als  dieselbe  nur  auf  Anerkennung  des  darin  darge- 
legten Talentes  und  der  Meisterschaft  in  der  Darstellungsweise  hinaus- 
laufen könnte;  er  glaubt  aber  den  Lesern  dieser  Zeitschrift,  welchen  das 
Bach  noch  nicht  zu  Gesicht  gekommen  sein  sollte,  einen  nützlichen  Dienst 
sa  erweisen,  indem  er  sie  durch  eine  gedrängte  Inhaltsangabo  auf  das 
reiche  darin  enthaltene  Material  aufmerksam  macht. 

tileratarilff.  d.  Zuitsclir.  f.  Math,  u.  I'hys.  VII,  2.  2 
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d.  i.  die  Bestimmung  der  Lage  eines  Punktes  in  der  Ebene  durch  den 
rechtwinkligen  Dnrchschnitt  zweier  confocaler  Kegelschnitte ,  und  eines 
Punktes  im  Kaume  durch  den  rechtwinkligen  Durchschnitt  dreier  confoca- 
ler Oberflächen  zweiter  Ordnung ,  wobei  insbesondere  der  Gebrauch  dieser 
Theorie  in  der  Integralrechnung  dargelegt  wird.  —  Die  in  der  Vorlesung 
XXIU.  enthaltene  Theorie  der  kürzesten  Linien  auf  dem  Ellipsoid  findet 
wegen  ihres  Zusammenhanges  mit  den  Durchschnittscurven  confocaler 
Oberflächen  (den  Krümmungscurven)  hier  ihre  geeignete  Stelle.  Ebenso 
reiht  sich  in  der  folgenden  Vorlesung  die  Theorie  der  Focalcurven  in 
naturgemässer  Weise  an  durch  Ableitung  aus  den  Grenzflächen  der  con- 
focalen  Oberflächen  zweiter  Ordnung.  —  Die  Vorlesung  XXVI.  enthält 
einige  höchst  interessante  algebraische  Untersuchungen,  die  sich  an  das 
aus  der  Hauptachsenbestimmung  hervorgehende  analytische  Kennzeichen 
der  Rotationsoberflächen  zweiter  Ordnung  anknüpfen. 

Nachdem  in  der  Vorlesung  XXVIL  noch  die  ebenen  Schnitte  der 
Oberflächen  zweiter  Ordnung ,  mit  besonderer  Berücksichtigung  der  Kreis- 
schnitte ,  einer  tiefer  eingehenden  Untersuchung  unterworfen  sind ,  wendet 
sich  der  Verfasser  in  den  letzten  Vorlesungen  zu  einigen  allgemeinen  h^ 
trachtungen  über  die  Krümmungsradien  der  ebenen  Schnitte  beliebiger 
Oberflächen,  nebst  der  sich  hieran  anlehnenden  Theorie  der  Krümmungs- 
curven.  Den  Schluss  des  Werkes  bildet  ein  zweifacher  Beweis  eines  auf 
drei  Systeme  von  Oberflächen,  die  sich  rechtwinklig  durchschneiden,  be- 
züglichen allgemeinen  Theoremes  von  Dupin,  von  welchem  der  Sati, 
dass  die  drei  Systeme  confocaler  Oberflächen  zweiter  Ordnung  sich  in 
ihren  Krümmungcurven  schneiden,  einen  speciellen  Fall  bildet. 

Was  den  Leserkreis  betrifl*t,  für  welchen  das  vorliegende  Werk  be- 
stimmt ist,  so  ist  derselbe  durch  die  Vorkenntnisse,  aufweiche  der  Ver- 
fasser seine  Untersuchungen  gründet,  beschränkt.  Die  Bekanntschaft  mit 
der  Differentialrechnung  wird  durchgängig  vorausgesetzt;  an  einigen  Orten 
ist  von  Integralformeln  Gebranch  gemacht,  ja  an  einer  Stelle  ist  ein  Satz 
benutzt,  der  in  der  Variationsrechnung  seine  Begründung  findet.  Wenn 
auch  der*  letztere  Satz  an  dem  betreffenden  Orte  nur  die  Stelle  einer  De- 
finition vertritt  und  daher  von  seiner  Begründung  vorläufig  abgesehen 
werden  kann,  wenn  femer  die  im  Lehrbuche  aufgenommenen  Integral- 
formeln überschlagen  werden  können ,  ohne  dass  dadurch  der  Zusammen- 
hang  des  Ganzen  eine  wesentliche  Beeinträchtigung  erleidet,  so  dürfte 
doch  das  Angeführte  genügen,  den  Nachweis  zu  liefern,  dass  das  Hesse*- 
sehe  Werk  nicht  bestimmt  sein  kann ,  zu  einer  ersten  Einführung  in  die 
analytische  Geometrie  des  Raumes  überhaupt  benutzt  zu  werden.  Wie- 
wohl der  Verfasser  von  den  ersten  Elementen  dieser  Wissenschaft  aus  in 
consequentem  Fortschreiten  zu  den  Resultaten  seiner  Untersuchungen  ge- 
langt, so  widerstrebt  einer  solchen  Anwendung  schon  der  Umstand,  dass 
lern  ganzen  Buche  auf  das  Ililfsmittel  der  Anschauung  Verzicht  geleistet 
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Figuren  sind  nirgends  vorbanden ;  die  Gleichung  vertritt  .überall  die 
Stelle  der  geometriscben  Form.  —  Für  Leser  dagegen ,  welcbe ,  mit  den 
nÖthigen  Vorkenntnissen  ausgerüstet,  Zugang  zu  den  neueren  analytiscb- 
geometriscben  Tbeorien  erbalten  wollen ,  kann  das  vorliegende  Werk  als 
eines  der  wichtigsten  Hilfsmittel  bezeichnet  werden.  Nicht  allein  dem 
Stndirenden  der  Mathematik  bietet  es  eine  reiche  Fundgrube  des  Wissens 
dmr ;  auch  der  vorgerücktere  Leser  wird  darin  vielfache  Anregung  zu  wei- 
ter gebenden  Untersuchungen  finden.  Referent  bekennt  gern,  aus  der 
I^iiTebsicht  des  Buches,  sowohl  was  seine  Form  als  seinen  Inhalt  betrifft, 
vielfache  Belehrung  geschöpft  zu  haben,  und  steht  nicht  an,  dasselbe  den 
▼orsttglichsten  Erscheinungen  der  neueren  mathematischen  Literatur  zu- 
«^sählen.  0.  Fort. 


Iielirlmoli  der  Physik  ftr  Ober- Gymnasien  und  Ober« Seal tohulen.  Von 
8.  SüBic,  Professor  der  Physik  an  der  Communal  -  Oberreal- 
schule in  Pesth.  (Mit  Vorbehalt  des  Uebersetzungsrechtes.) 
Pesth  1801.  Verlag  von  Gustav  Heckenast 
Wie  der  Herr  Verfasser  in  der  Vorrede  erwähnt ,  will  er  den  Schülern 
▼on  Gymnasien  und  Realschulen  durch  den  physikalischen  Unterricht  nicht 
nur  die  wissenswerthen  Kesultate  der  Physik  überliefert  wissen,  sondern 
er  beabsichtigt  auch ,  ihre  geistige  Entwickelung  zu  befördern  und  dieselbe 
allseitiger  und  harmonischer  zu  machen.  Wenn  nun  auch  der  im  Titel  des 
Buches  genannte  Schülerkreis  nicht  zu  dem  Bedenken  Anlass  giebt,  als 
könne  die  vom  Herrn  Verfasser  durchgängig  beabsichtigte  mathematische 
Beweismethode  bei  der  grösseren  Zuträglichkeit  dos  sprachlichen  Studiums 
für  junge  Leute  weniger  erfolgreich  wirken,  so  erscheint  es  doch  bedenk- 
lich ,  dass  der  Herr  Verfasser  die  mechanische  Naturlehre  aus  dem  Prin- 
cipe der  virtuellen  Geschwindigkeit  entwickelt,  aus  einem  Principe,  wel- 
ehes  in  der  Hand  des  Schülers,  dem  die  Methode  der  Differentialrechnung 
noch  nicht  geläufig  ist ,  immer  ein  unbequemes  und  unsicheres  Instrument 
bleiben  wird.  Ref.  will  es  scheinen ,  als  wenn  die  Deduction  der  mechani- 
schen Naturlehre  aus  dem  Kräfteparallelogramm ,  wie  sie  in  unseren  besten 
Lehrbüchern  der  Physik  zu  finden  ist,  dem  Schüler  diese  Wissenschaft 
auch  als  harmonisches  Ganze  erscheinen  Hesse  und  ihm  Gelegenheit  genug 
gftbe,  die  Regeln  der  Logik  praktisch  zu  erlernen.  Lagrange  hat  sich 
ein  unleugbares  Verdienst  um  die  Wissenschaft  erworben,  indem  er  in 
seiner  Mccanique  analytique  die  gesammte  Mechanik  aus  dem  Princip  der 
virtuellen  Geschwindigkeiten  entwickelt  hat,  allein  für  ein  Schulbuch  kann 
ein  solches  Verfahren  unmöglich  gut  gehcissen  werden.  Der  Herr  Ver- 
fasser hat  sich  natürlich  darauf  beschränken  müssen,  die  mechanische 
Natnrlehre  aus  einem  einzigen  Princi])  abzuleiten;  hätte  er  z.  B.  die  Optik 
aus  der  mechanischen  Undulationstheoric  entwickeln  wollen,  so  würden 
die  mathematischen  Schwierigkeiten  uuÜberstoigUcb  ^(^wocds^^vi  ^v^Vvi. 
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Was  die  Menge  des  durch  das  Buch  gebotenen  Lehrstoffes  anbelangt, 
so  ist  namentlich  hervorzuheben,  dass  sich  dasselbe  vor  anderen  Lehr- 
büchern vortheilhaft  durch  die  Vollständigkeit  in  der  mechanischen  Nator- 
lehre  unterscheidet.  Auch  die  Übrigen  Abschnitte  zeichnen  sich  durch  eine 
lobenswerthe  Vollständigkeit  aus ;  das  Streben  des  Verfassers  nach  Präcision 
und  Kürze  ist  nirgends  zu  verkennen ,  hat  aber  leider  mehrmals  zu  lieber* 
eilungen  geführt,  die  der  Deutlichkeit  schaden.  So  z.  B.  muss  den  Schfiler 
die  flüchtige  Definition  vom  magnetischen  Meridian  S.  221 ,  14.  Zeile  v.  n. 
irre  machen,  desgleichen  die  Definition  von  Einheit  des  Magnetismus 
S.  223,  9.  Zeile  v.  u.  etc.  etc.  Da  nun  dergleichen  Mangelhaftigkeiten  nnr 
einzeln  auftreten ,  so  lässt  sich  von  der  Benutzung  des  Buches  im  Allge- 
meinen immer  noch  £rfo]g  versprechen.  Sehr  willkommen  werden  dem 
lernbegierigen  Leser  der  am  Schlüsse  angefügte  Abriss  der  Astronomie 
und  die  physikalisohen  Aufgaben  sein,  welche  der  Herr  Verfasser  im  An- 
hange gegeben  hat. 

Die  äussere  Ausstattung  anlangend ,  ist  das  Buch  in  der  jetzt  üblichen 
Weise  durch  zahlreiche  in  den  Text  eingedruckte  Holzschnitte  für  den  be- 
quemen Gebrauch  eingerichtet;    Papier  und  Lettemdruck  sind  vorzüglich* 

" Dr.  Kahl. 

Lehre  von  der  Thermometrie,  der  Pyrometrie,  Hygrometrie,  Fsyohr^^ 
metrie  und  Barometrie,    in   ihrer  Gesammtheit  dargestellt  na 
nach  den  Quellen ,  namentlich  auch  zum  Gebrauch  für  Techniken 
bearbeitet.    Nebst  einem  Anhange  mit  praktischen  Erläutemnge 
von  Dr.  Hermann  Gieswald,   Oberlehrer  an  der  St.  Johanoi^  ^ 
Kealschule  in  Danzig.  Mit  14  Quarttafeln.    Weimar  1801«  Verla^^i 
Druck  und  Lithographie  von  Beruh.  Friedr.  Voigt. 
Das  genannte  Werkchen  bildet  den  71.  Band   von  den  bis  jetzt  ef 
schienenen  250  Bänden   des   „Neuen  Schauplatzes  der  Künste  und  Hand' 
werke^S    Es  sind  die  in  dem  Titel  erwähnten  Theile  der  Physik  sehreii:^* 
gehend  behandelt  und  jedem  Abschnitt  ein  für  die  praktischen  BedürfniBse 
ausgewähltes  Literaturverzeichniss  beigegeben  worden.      Seiner  ganxo» 
Einrichtung  nach  ist  das  Buch  bestimmt,  dem  praktischen  Mechaniker  uad 
angehenden  Physiker  als  Leitfaden  bei  der  Anfertigung  und  Prüfung  ^^' 
aus  dem  Titel  hervorgehenden  Instrumente  und  bei  mit  ihrer  Hilfe  aog®' 
stellten  Messungen  zu  dienen;  wir  zweifeln  nicht,   dass  es  als  solcher  sich 
bewähren  wird,  umsomehr,  als  durch  Beispiele  im  Text  und  im  Anhangt 
am  Ende  des  Buches  eine  wünschenswerthe  Deutlichkeit  hervorgebracbt 
wird.     Wir  wünschen  dem  Schriftchen  eine  recht  ausgedehnte  Benutioug* 

Dr.  Kahl. 
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Recensionen. 

rtitehe  Geometrie  der  Ebene.  Von  Dr.  Fb.  Grelle,  Lehrer  an  der 
polytechnischen  Schule  zu  Hannover.  Hannover,  Fr.  Brecke,  1861. 
)ie  vorliegende  Schrift  besteht  ans  zwei  getrennten  Theilen  von  nn- 
r  gleichem  Umfange ;  die  1.  Hälfte  (134  S.)  enthält  die  gewöhnliche 
tische  Geometrie  der  Ebene,  die  2.  Hälfte  (122  8.)  beschäftigt  sieb 
en  Anwendungen  der  Differential-  und  Integralrechnung  auf  die 
nlehre;  dem  Ganzen  liegt  also  eine  ähnliche  Disposition  zu  Grunde, 
en  bekannten  „Aufgaben  etc.  von  Magnus'^  Ob  eine  solche  Anord- 
des  Materials  für  ein  Lehrbuch  passt,  wollen  wir  bei  der  Besprechung 
weiten  Theiles  erörtern;  zunächst  fassen  wir  den  ersten  Theil  ins 

)ass  entgegengesetzte  Lagen  durch  entgegengesetzte  Vorzeichen  ans- 
eht werden ,  scheint  der  Verfasser  entweder  als  etwas  sich  von  selbst 
übendes  oder  als  etwas  Conventionelles  anzusehen,  denn  er  sagt 
»er  nichts  weiter  als:  „man  wird  sich,  um  den  Gegensatz  in  den  Rieh- 
1  darzustellen,  derjenigen  Zeichen  bedienen  müssen,  welche  den 
;en  Gegensatz  zweier  Zahlen  anzeigen ,  d.  h.  etc.*'  Damit  ist  freilich 
othwendigkeit  jener  Bezeichnung  nicht  bewiesen,  und  dies  bleibt 

ein  Fehler,  denn  gerade  solche  Principien  rottssen  mit  aller  Ge* 
ceit  erörtert  werden  (vergl.  Msgnus  S.  8;  Fort,  Analyt.  Geom.  S.  4 
.     Weiter  heisst  es:    „Substituirt  man  in  eine  Function  einer  Varia- 

etwa  in  y  =  f{x),  statt  x  irgend  welche  reelle  Constante,  so  werden 
ibstitutionresultate  ebenfalls  constant  sein  müssen ;  man  erhält  z.  B. 
=s  a,  y  =  f{a)  =  fl,  für  x  =  ß,y  =  f(ß)  =  b  etc."  und  daraus  wird 
3r  Satz  abgeleitet,  dassdie  Gleichung  y  = /'(x)  graphisch  als  Curve 
itellt  werden  kann.  Referent  hält  diesen  Anfang  für  wenig  geschickt 
actischer  Beziehung;  die  analytische  Geometrie  ist  nämlich  das  erste 
ium,  welches  Studenten  und  Techniker  hören,  und  von  so  jungen 
1  darf  man  noch  keine  Bekanntschaft  mit  dem  sehr  allgemeinen,  und 
)  wegen   seiner  Allgemeinheit  gar  uickl  «o  \^\fi\i\AU  '^^^V^SSl^  ^^^ 

nlarMtg'.  d.  ZeiUehr.  f.  Math«  a.  Phyt.  VII,  3.  ^ 
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Function  verlangen*).  Im  Oegentbeil  dient  die  analytische  Geometrie 
dazu ,  um  diese  Abstraction  nach  and  nach  zu  bilden ,  und  es  dürfte  daher 
viel  zweckmässiger  sein,  die  geometrische  Bedentnng  von  y=if{x)  ua 
Ende  statt  am  Anfange  zu  erörtern.  Will  man  aber  einige  einleitende 
Worte  über  Zweck  und  Mittel  der  analytischen  Oeometrie  sagen ,  so  reicht 
es  vollkommeii  aus,  nur  von  Gleichungen  zwischen  x  und  y  zu  reden 
(vergl.  Forty  Analyt.  Geom.  S.  2).  Für  eben  so  unpassend  hält  es  Referent, 
dass  auf  Seite  4  die  Continnität  und  Discontinuität  der  Functionen  herein- 
gezogen und  dabei  von  unendlich  kleinen  Grdssen  gesprochen  wird.  Ob 
eine  Curve  stetig  oder  unstetig  verläuft,  zeigt  sich  bei  ihrer  Constraction 
ganz  von  selber;  die  Continuität  oder  Discontinuität  einer  Function  da- 
gegen gehört  nicht  in  die  anafytische  Geometrie.  Uebrigens  ist  das  vom 
Verfasser  angegebene  Criterium  für  die  Continuität,  nämlich 

Lim[f{p  +  S)-f{p-i)]^0, 
nicht  einmal  ausreichend ,  wie  schon  das  Beispiel 

(a^xY 
zeigt;  es  muss  heissen 

i*»t[/(p+«)-Ap +«)]  =  <►, 

wo  S  und  t  zwei  von  einander  verschiedene  verschwindende  Grössen  be- 
zeichnen. 

Die  Lehren  von  der  Geraden,  dem  Kreise  und  den  übrigen  Curves 
zweiten  Grades  sind  sehr  ausführlich  und  mit  grosser  Deutlichkeit  behin- 
delt;  dem  Calcül  fehlt  es  indessen  an  Eleganz,  Manches  ist  sogar  ziemtiek 
ungeschickt.    So  z.  B.  schreibt  der  Verfasser 


y  =  7T^— Ixii     />  =  « 


l'  +  2>  +  3*  +  4»+...  =  Zim(^\ 


was  gar  keinen  rechten  Sinn  hat  und  höchstens  auf  das  triviale  Resultit 
l'+2'  +  8'+...  =  ao  etc.  führen  könnte;  wesentlich  anders  ist  die  Sacli^ 
wenn  man  correct  schreibt 

^.^l'  +  2»  +  3«.«.       +(n-l)«^ 

fr  • 

denn  hier  kommt  man  auf  einen  bestimmten  endlichen  asymptotischen 
Werth  (^).     Nicht  minder  unglücklich  sind  die  für  obige  Formeln  gegs* 


*)  Wie  gross  das  Bedürfniss  ist,  lich  das  Allgemeine  dorch  Spaciellei  iütot* 
azischaulichen,  sieht  man  bei  Sepetitionen.  Trotz  aller  sorgfältigen  Anseinander- 
Setzung  und  trotz  vieler  Beispiele  aus  den  verschiedensten  Gebieten  der  Mathemttik 
und  Physik ,  welche  für  die  Allgemeinheit  des  Fnnotionsbegriffes  gegeben  wnrdeSt 
denkt  sich  doch  der  Eine  die  Function  immer  als  algebraische ,  der  Andere  als  trigo- 

nometriache  etc, ;  erst  nach  einiger  Zeit  vollendet  sich  der  Klärungsprocess   der  sam 

reiaea  Begriilß  fUhrU 
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lenen  Beweise;  sie  beruhen  auf  den  weitUnfigen  Snmmenformelo  für 
i?(fi*),  £{n^  etc.,  wobei  es  immer  fraglieh  bleibt,  ob  auch  allgemein 

.  n*  k  +  1 

sein  wird ;  die  letztere  Gleichung  lässt  sich  aber  sehr  einfach  aus  dem  be- 
kannten Divisionsezempel  (a**— ^)  :  {a—b)  herleiten  (siehe  des  Referenten 
Geometrie  des  Maasses,  Theil  I,  3.  Aufl.  S.  244,  oder  Algebraische  Analysis, 
I.  Aufl.  S.  57).  Bei  den  Asymptoten  (nicht  Assymptoten)  der  Hyperbel 
8.  87  handelt  es  sich  um  die  Bestimmung  der  Grenze ,  gegen  welche 


Dir  anendliche  wachsende  x  convergirt;  der  Verfasser  benutzt  dazu  eine 
Reihenentwickelung,  obschon  der  allgemeine  binomische  Satz  doch  erst 
im  nächsten  Corsus  gelehrt  wird ;  warum  nicht  einfacher 

— « — y^^ — o* = 


a  a'  x  +  ya^ — a» 

woraus  das  Nöthige  augenblicklich  folgt.     Einem  ähnlichen  Mangel  an 
Geschick  begegnet  man  auf  S.  106,  wo  der  Grenzwerth  von 


a« 


j/a«  — 6« 


—  a 


b* 
fhr  den  Fall  bestimmt  werden  soll,  dass  a  unendlich  wächst  und  ~  =p 

a 

eonatant  bleibt;   auch  hier  weiss  sich  der  Verfasser  nur  mit  einer  Reihen- 

entwickelnng  zu  helfen ,  während  die  identische  Gleichung 

a*  p 


Sofort  zum  gesuchten  Grenzwerthe  {\p)  führt. 

Die  Linien  höherer  Grade  sind  äusserst  dürftig  (auf  4  Seiten)  behan- 
delt; die  transcendenten  Curven  fehlen  ganz.  Dieser  Mangel  ist  um  so 
achärfer  zu  rügen,  als  gerade  mehrere  dieser  Curven  (z.  B.  die  Kreis- 
BTolvente  und  die  Cjcloiden)  für  den  Techniker  Wichtigkeit  haben. 

Der  zweite  Theil  des  Werkes  enthält  Beispiele  für  die  Regeln ,  nach 
welchen  Tangenten,  Normalen,  Krümmungshalbmesser,  Evoluten,  Curven- 
6Schen,  Bogenlängen  etc.  bestimmt  werden,  wobei  die  Bekanntschaft  mit 
den  nöthigen  Formeln,  z.  E. 


dy      ;      _(i  +  y')* 


^''^'      dx 


Ssslydx,    #= //l+y  •dir  etc., 

fkat  durchgängig  vorausgesetzt  ist«   Dies  All^s  findet  man  besser  und  ana- 
fllhriieher  bei  Magnus,  ja  fast  in  jedem  gtöaa^t^ii  li«Jbi\yi«Xi%  ^«i 


^* 
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denn  jene  Beispiele  sind  meistens  die  gewöhnliehen  (Cissoide ,  Lemniscaii^ 

Kettenlinie,  Cjcloide,  Spiralen  etc)»  und  der  ganse  Unterschied  betriS 

nur  die  Eintheilung.     In  den  Lehrbüchen  stehen  nämlich  die  EigensehaF 

ten  der  genannten  Curven  zerstreut  unter  den  verschiedenen  Rubriken. 

Tangenten ,  Quadratur ,  Bectification  etc. ;   hier  sind  die  auf  jede  einzelne 

Curve  bezüglichen  Formeln  zusammengestellt.  Da  man  voraussetzen  mnss, 

dass  Jeder,  der  höhere  Analjsis  gehört  und  verstanden  hat,  die  obigeo 

Formeln  der  Reihe  nach  auf  eine  gegebene  Curve   anzuwenden  wissen 

wird ,  so  kann  Referent  dem  zweiten  Theile  der  vorliegenden  Schrift  weder 

ein   wissenschaftliches,   noch    ein   didactisches   Verdienst   zuzuerkennen. 

Uebrigens  finden  sich  auch  hier  wieder  unnütze  Weitläufigkeiten  und  Un- 

genauigkeiten.     Z.  B.  braucht  man  zum  Beweise  des  Satzes 

l  —  cosd^ 
L*m  — ^ =  4 

keine  unendliche  Reihe;  dass  femer  eine  Curve  convex  oder  concav ge- 
krümmt ist,  je  nachdem  y"  das  positive  oder  negative  Zeichen  hat,  kinn 
viel  einfacher  als  auf  S.  171,  und  zwar  ohne  Tajlor*schen  Satz,  nachge- 
wiesen werden.  Will  man  aber  letzteren  anwenden ,  so  darf  mzn  wenig* 
stens  den  Rest  nicht  vernachlässigen,  wie  es  der  Verfasser  regelmässig 
thut.    Ganz  verunglückt  ist  endlich  die  auf  S.  185  gegebene  Ableitung  von 

0 

Der  Verfasser  betrachtet  nämlich  e"-^  als  Grenzwerth  von  ( 1 U 

setzt  femer 

1 =  r« 

n 


und  schliesst 


/('-^-='^/^- 


0  0 


.,/—        2.4.6...2it 


3.5.7...  (2it-|-l)' 

woraas  dann  für  n  =  ao  die  obige  Gleichung  folgen  soll.    Dagegen  ist  er- 
stens zu  erinnern,  dass  die  Formel 


-=-f(-?)*l 


nur  so  lange  gilt,   als  x  einen  endlichen  bestimmten  Werth  hat,  dass  sie 

aber  ihre  Bedeutung  verliert ,  wenn  x  selber  unendliche  Werthe  annehmeo, 

abo  z.  B.  >n  werden  kann,  was  bei  den  Integrationsgrenzen  s=zO  xa^i 

^issco  sieber  eintreten  mnzz.   l'amw  zVudL  ^%  Ü<&x  \  u^^%|^«heaen  Grensa 
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unrichtig;  für  «=oo  folgt  nämlich  i^=  —  oo,  also  /=  oo  y^  (statt  ^=0), 
und  selbst  wenn  man  sich  x  and  n  gleichseitig  unendlich  wachsend  denkt, 
10  erhält  man  doch  nnr  /'  =  1  —  -^ ,  also  eine  anbestimmte  Integrations- 
grense.  Das  richtige  Verfahren  ist  folgendes.  Bezeichnet  m  irgend  eine 
ganze  positive  Zahl ,  so  hat  man  bei  positiven  z 

mithin 

00  00 


die  Integration  rechter  Hand  lässt  sich  mittelst  der  Snbstitation 

m        vr  ^.  u 

ckvsf&hren  and  giebt,  wenn  m  =  n  +  l  gesetzt  wird, 

00 

l)  Je-'ds<y^i    ,.,.e...(2»)    -T- 

0 
Zweitens  ist 

00  yn 

0  0 

Und  da  ftir  jedes  echt  gebrochene  positive  z  die  Ungleichang 

->('-7)" 

l>esteht,  80  hat  man  anch 

0  0 

mit  Hilfe  der  Snbstitation 

1 =  r"  oder  a:  =  l/»l/r— »• 

n  '     ' 

läMt  sich  die  Integration  rechter  Hand  aasführen  and  giebt 

00 

«N  r      Mt   ,     ^     y"      2.4,a,..(2n) 

2)  J.--«d,>^„___^^. 

0 
Die  Ungleichangen  l)  and  2)  liefern,  wenn  zar  Abkttrznng 

2.4.6.,.(2n)  1       

1.3.5...  (2^^^  •  ^^7^+1  ~^^^^ 

gesetzt  wird, 
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'«^kAAAAA^rf«iAA^^^«M4^^^^^^MV 


h/^  >/-•">' W7^ 


\m  nii«ndlich  wachsenden  n  ist  nach  der  Wailis'scben  Formel  Lim  ip(n) 

=  ^.^/c;  die  Grössen,  zwischen  denen  das  Integral  liegt,  werden gleicli 
nnd  es  bleibt 

0 
Nach  diesen  Erörterungen  dürfte  kein  Zweifel  sein,  daas  ^s  dem 
Verfasser  noch  sehr  an  derjenigen  Gewandtheit  und  Sicherheit  in  der  Füh- 
rung des  strengen  Calcüls  fehlt,  welche  heut  zu  Tage  von  einem  Schrift- 
steller des  analytischen  Faches  gefordert  werden.  Auf  der  anderen  Seite 
will  Referent  auch  nicht  verhehlen^  da«a  ein  Theil  d^efnches,  namentlich 
die  ersten  acht  Capitel,  durch  ihre  klare  Darstellung  Nutzeoi  stifteu  kön- 
nen. Vorzüglich  gut  sihd  die  Figuren  gedseichnet  und  in  Holz  geschnitten; 
überhaupt  ist  die  typographische  Ausstattung  eine  sehr  elegante. 

SCULÖMILCH. 


Der  Elektromagnetismus.  Von  Dr.  Julius  Dub.  Mit  120  Th  diBu  Text 
eingedruckten  Holzschnitten.  Berlin,  Verlag  von  Julius  Sprin- 
ger, 1861. 
Die  physikalische  Literatur ,  insofern  sie  dem  Fortschritt  der  Wissen- 
schaft dient ,  ist  id  D^tschland  besser  ergaAlsirt^  als  In  irgend  eine*  fea- 
deren  Lande.  Zuerst  haben  wir  Zeitschriften  für  einzelne  Originalabhnnd- 
lungen.  Ferner  besitzen  wir  «ine  Jahri^sscbrift,  welche  eine  Uebersicht 
liefert  über  Alles,  was  die  Gesammtliteratnr  aller  Völker  in  ^in^ip  JtAan 
Neues  bringt,  „die  Fortschritte  der  Physik,"  herausgegeben  von  der  Ber- 
liner physikalischen  Gesellschaft.  Eine  solche  Zieitschrift  besitzt  keine 
andere  Nation;  sie  isi  für  den  Physiker  der  Gegenwart  unentbehrlich. 
Denn  es  erscheinen  jährlich  gegen  1500  physikalische  AbhandlungeUi 
welche  Keiner  alle  lesen,  noch  weniger  studiren  kann.  Etf  Ist  deshftfly 
Bedürfniss,  die  Quintessens  aus  Allem  wissenschaftlicji  zusammengestellt 
und  gesichtet  zu  haben;  dies  Bedürfniss  sucht  genannte  Zeitschrift  zu  be- 
friedigen. Nun  bleibt  noch  eine  dritte  Classe  von ISchriften  Übrig,  welche 
die  Aufgabe  haben,  irgend  einen  Theil  der  Physik  nach  dem  gegenwXr* 
tigen  Standpunkte  der  Wissenschaft  nmfa^send  und  gtündlich  dargestellt 
zu  liefern.  Diese  Aufgabe  soll  die  Encyclopädie  von  Karsten  lösen;  sie 
wird  es  aber  woki  ackwerüch  in  dem  Maasse ,  wie  es  einseiiie  Warke  thun. 
Denn  Werke ,  wie  das  von  Rieis  über  Reibungselektricität ,  der  Galvanis- 
mu8  etc.  von  Wiedemann  und  der  Elektromagnetismus  .von  Dub  sind  Pro- 
ducte  nicht  blos  langer  Studien  und  gründlicher  eigener  Forschuigenj  aon* 
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lern  auch  der  HebeTollen  Hingabe  an  ein  einzelnes  Fach;  die  Bearbeiter 
er  Encyclopüdie  aber  werden  gewählt  nnd  ausgesucht,  und  es  ist  die 
^rage,  ob  immer  der  Rechte  gefanden  wird.  Diese  schreiben  aus  Auftrag, 
3ne  aus  innerem  Drange. 

Wenn  Referent  es  unternimmt,  über  das  Werk  von  Dub  zu  he- 
chten ,  so  soll  darin  keine  Anmaassung  liegen ;  vielmehr  fühlt  er  sich  ge* 
rangen,  Andere  an  der  Freude  Theil  nehmen  zu  lassen,  welche  ihm  das 
tndium  des  genannten  Baches  gewährt  hat.  Wer  eine  solche  Schrift 
Endlich  beurtheilen  will,  muss  selbst  bedeutende  Studien  und  eigene 
>rschungen  in  dem  betreffenden  Fache  gemacht  haben,  und  dem  Refe- 
nten  kam,  um  seinen  Mangel  in  diesem  Punkte  wenigstens  einiger- 
zassen  zu  decken,  das  zu  Gute,  dass  fast  gleichzeitig  zwei  Schriften 
inlieben  Inhalts  und  fast  gleichen  Werthes  erschienen,  welche  er  nun 
It  einander  vergleichen  konnte,  um  so  sein  Crtheil  zu  schärfen.  Der 
Band  nämlich  des  Werkes  von  Wiedemann  handelt  auch  über  den  Elek- 
>magnetismus,  in  welcher  Di3ciplin  bekanntlich  Wiedemann  ebenfalls 
deutend  gearbeitet  hat. 

Herr  Dub  hat  seine  Aufgabe  vortrefflich  gelöst    Er  behandelt  den 
ektromagnetismus  mit  Ausschluss   seiner  praktischen  Anwendung  und 
r  elektromagnetischen  Rotationen,  um  so  ein  scharf  abgerundetes  Gebiet 
haben,  auf  welchem  er  sich  mit  voller  Freiheit  bewegt,  weshalb  auch 
s  Darstellung  eine  ganz  präcise  und  höchst  klare  ist.   Das  Werk  ist  des- 
Ib  Allen,  welche  sich  fUr  diesen  Zweig  der  Physik  aus  irgend  einem 
runde  interessiren   und  Freude  an  einer  wahrhaft  ezacten  Darstellung 
ben ,  sehr  zu  empfehlen.     Es  hat  noch  einen  besonderen  Reiz  ftir  den 
ijsiker,  insofern  es  zeigt,  dass  auf  diesem  Gebiete  in  den  letzten  40  Jah- 
1  wohl  mehr  Fortschritte  gemacht  worden  sind,  als  in  irgend  einem  an- 
ron  Theile  der  Physik;  denn  in  dieser  Zeit  ist  die  ganze  Disciplin  eut- 
Aden ,  und  die  Menge  des  sicher  Erfor&chten ,  namentlich  so  weit  es  von 
mem  Gebiete  aus  zu  erreichen  war,  ist  gewiss  grösser,  wie  die  des  noch 
igewissen.     Dem  grossen  Eifer  der  Gelehrten  kam  freilich  auch  das  Zu- 
qmentreffen  vieler  glücklicher  Umstände  zu  Hilfe.    Alle  Verfasser  phy- 
:mlischer  Lehrbücher  können  nach  dem  Erscheinen  der  Werke  von  Dub 
d  Wiedemann  vieles,  die  meisten  wohl  das  Meiste  ihres  Capitels  über 
ektromagnetismus  streichen.     Referent  hat  sich  dies  Capitel  nach  dem 
idium  beider  Werke  in  einigen  der  besseren  Lehrbücher  angesehen  und 
tschuldigt  die  Verfasser  gern  wegen  der  vielen  Schwachheiten ,  welche 
b  da  vorfinden,  wenn  sie  aus  den  Originalabhandlungen  die  Verbesse- 
igen  für  neue  Auflagen  zusammensuchen;  aber  nicht,  insofern  ihnen 
ie  Fortschritte  der  Physik*'  ein  passendes  Mittel  dazu  bieten. 

Herr  Dub  berücksichtigt  zwar  die  Literatur  nicht  in  dem  ausgedehn- 
i  Maasse,  wie  Herr  Wiedemann;  aber  keine  Hauptarbeit  scheint  ihm 
!gangen  zu  sein.     Auch  die  mathematische  Begründung  ist  bei  Wiede- 
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mann  umfassender  und  tiefer  gebend;  aber  die  Darstellung  ist  bei  Dnb 
weit  klarer  nnd  correcter*^).  Dnb  vermeidet  fast  gans  den  böheren  Colcfilf 
und  das  war  gewiss  passend,  um  dem  Werke  eine  mögliebst  weite  Ver- 
breitung zu  sichern ,  welche  es  so  sehr  verdient. 

Die  Eintheilung  des  Werkes  ist  eine  gans  naturgemftsse.    Im  1.  Ab- 
schnitte handelt  es  von  der  Nadelablenkung  durch  den  Strom  und  den  Ap- 
paraten zur  Messung  derselben;  im  2.  Abschnitte  von  den  Elektromagneten 
im  Allgemeinen  und  einigen  Sätzen  der  Induction ;  im  3.  vom  magnetieehen 
Sättigangszustande  des  weichens  Eisens;  diese  Abschnitte  bilden  die  Ein- 
leitung.    In  den  vier  folgenden  Abschnitten  wird  der  Einfluss  der  Strom- 
stärke, der  galvanischen  Spirale,  des  Durchmessers  und  der  Länge  der 
Elektromagneten  auf  die  Kraft  derselben  bebandelt;    diese   bilden  den 
eigentlichen  Kern  des  Werkes.    Im  8.  Abschnitte  wird  die  Form  der  Elek- 
tromagneten und  Anker,  im  9.  der  remanente  Magnetismus  und  im  10.  der 
Einfluss  der  Zeit  auf  die  elektromagnetische  Kraft  besprochen;  sie  ent- 
halten Ergänzungen  zu  den  drei  vorigen,  welche  hier  unter  besonderen 
Ueberschriften  behandelt  sind,  um  den  Vortrag  dort  nicht  %n  stören.    Im 
11.  werden  die  Gesetze  der  Anwendung  des  Elektromagnetismus  festge- 
stellt und  der  12.  Abschnitt  enthält  eine  Becapitulation  des  Ganzen. 

Jeder  Abschnitt  des  Buches  ist  eine  gründliche  Abhandlung  historisch- 
kritischen  Inhalts  in  echt  wissenschaftlicher  Darstellung.  An  den  ge- 
eigneten Stellen  finden  sich  die  mathematischen  Entwickelungen  und  theo- 
retischen Betrachtungen  eingeflochten.  Letztere  sind  auch  öfter  von  An- 
deren entlehnt  und  werden  dann  in  den  Worten  der  Verfasser  gegeben, 
denen  Herr  Dub  seine  Ansichten  anknüpft.  Durch  diese  theoretischen 
Excurse  erhält  das  Ganze  Abrundung  und  Klarheit ,  spwie  durch  die  ma- 
thematischen Entwickelungen  Festigkeit  und  Eleganz.  Am  Ende  jedes 
Abschnittes  sind  die  Resultate  in  wenige  Sätze  zusammengedrängt;  jedoch 
liefert  der  Schlnssabschnitt  keine  Wiederholung  dieser  Sätze,  sondern  eine 
selbstständige,  entwickelnde  Darstellung  des  Inhalts  des  ganzen  Buchet« 


*)  Wer  in  diesem  Urtbeil  eine  Härte  gegen  Herrn  Wiedemann ,  der  sonst  in  sei- 
nem Werke  als  ein  recht  bedeutender  und  höchst  flcissiger  Physiker  hervortritt,  findes 
möchte ,  den  bitten  wir ,  Folgendes  zu  berücksichtigen.  Wer  über  rein  wissenschaft- 
liche Gegenstände  schreiben  will,  muss  doch  gewiss,  und  namentlich  in  ezactes 
Wissenschaften,  die  Bedeutung  der  Wörter,  welche  er  gebraucht,  genau  keiuieD« 
Herr  W.  aber  weiss  entweder  den  Unterschied  swischen  perpcndiculär  (senkrecht) 
und  yertical  (lothrecht)  nicht ,  oder  er  ist  zu  nachlässig  in  der  Darstellung.  Dens, 
um  nur  einige  Beispiele  zu  nennen,  es  findet  sich  S.  68,  Z.  l  t,  ü.  senkrecht  f&r  loth- 
recht; 8.  71 ,  Z.  5  T.  u.  yertical  für  perpcndiculär;  8.  80,  Z.  3  t.  u.  yertical  für  per- 
pendiculär;  8.  87,  Z.  8  y.  n.  yertical  für  perpcndiculär;  8.  03,  Z.  9—10  y.  o.  yertical 
für  perpcndiculär;  ebenso  Z.  15  und  23  y.  o.  auf  derselben  Seite  und  8. 100,  Z.  Oy.n.; 
8.  101,  Z.  15  y.  o.  senkrecht  für  lothrecht;  ebenso  8.  288,  Z.  8—9  y.  u.  und  8.  293, 
Z.  1 1  y.  u.,  und  das  sind  die  Beispiele  einer  Verwechslung  gedachter  Ausdrücke  lange 
nicht  alle.  Andere  Nachlässigkeiten  finden  sich  z.  B.  8.  71 ,  Z.  2  y.  o.,  wo  das  ersta 
„in**  gestrichen  werden  muss ;  ferner  8.  299,  Z.  10 — 11  y.  o.,  wo  zwei  Mal  „Magnetit- 
mus des  8tabes'*  in  demselben  Satze  steht.  Auch  die  Ueberschriften  8. 284  und  8. 323 
sind  schleppend  und  schief. 
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Am  Sehlnsse  dos  7.  Abschnittes  sind  die  Resultate  der  vier  Haaptab- 
•ehnitte  in  mathematischen  Formeln  ausgesprochen,  welche  hier  stehen 
mögen.  Zur  Erlfiuterung  sei  nur/ noch  bemerkt,  dass  man  unter  dem  „er- 
regten Magnetismus^'  die  Gesammtmenge  desselben,  unter  „freiem*^  da- 
gegen nur  den  nach  aussen,  in  die  Entfernung  wirkenden  Theil  versteht. 
^Tragkraft'*  ist  die  Ansiehung  in  Berührung,  „Anziehung*'  dagegen  die 
Anmiehnng  in  kleinen  Entfernungen,  bei  Zwischenschiebung  einer  oder 
mehrerer  Papierdicken  swischen  Magnet  und  Anker.  Eine  eingehendere 
SrOrtemng  dieser  Ausdrücke  würde  hier  su  weit  führen. 

Bedeutet  also  E  den  in  jedem  Querschnitte  eines  Magneten  erregten, 
J^den  freien  Magnetismus  der  Erdflächen,  A  die  Anziehung  eines  geraden 
£lektromagneten  und  H  die  eines  Hufeisens;  ferner  $  die  Stromstärke, 
w  die  Windungszahl  der  Spirale,  d  den  Durchmesser  und  /  die  Länge  des 
Kernes,  so  hat  man: 

1)  E^=ii.w.'/dl. 

Derselbe  Ausdruck  gilt  mit  einem  constanten  Factor  für  den  freien 
Magnetismus  der  Endflächen. 

Bedeutet  ferner  k  den  kürzeren  Theil  des  geraden  Elektromagneten, 
so  ist  der  in  jedem  Querschnitt  erregte  Magnetismus  {E)  und  die  Anzie- 
bvng  {A) : 

2)  E^=:8.ro.'/dk\  A  =  E*=zi^  .w*  .d .  k. 

Bezeichnet  man  mit  F^  den  freien  Magnetismus  an  verschiedenen 
Stellen  der  Länge  des  Magneten,  so  erhält  man: 

3)  /•,  =  5 .  ip .  /5  (;//■—  }/^). 

Versteht  man  unter  A^  die  Anziehung  eines  Ankers ,  wenn  er  auf  ver- 
schiedenen Stellen  der  Länge  der  Elektromagneten  gesetzt  wird,  so  er- 
hält man : 

4)  A^^8^.fi^.d(l—2j/lk  +  k). 

Endlich  ergiebt  sich  als  Anziehung  der  Hufeisen : 

6)  H^s^.n^.d. 

Zur  Erzielung  dieser  Resultate  sind  die  jahrelangen,  angestrengten 
Bemühungen  vieler  bedeutender  Physiker  erforderlich  gewesen.  Manche 
Arbeiten  derselben  scheinen  jenen  Resultaten  zu  widersprechen;  indess 
hat  Herr  Dub,  ausser  seinen  vielen  eigenen  experimentellen  Untersuchung 
gen,  auch  das  Verdienst  sich  um  die  Wissenschaft  erworben,  solche  zwei- 
felhaften Arbeiten  durch  eine  sorgfältige ,  oft  sehr  mühsame  Kritik  geläu- 
tert zu  haben,  so  dass  sie  dadurch  wichtige  Stützen  der  Theorie  geworden. 
Herr  Wiedemann  wirft  ihm  zwar  an  einer  Stelle  seines  Werkes  Willkür- 
lichkeit bei  dieser  Kritik  ver;  diesen  Vorwurf  findet  Ref.  unbegründet*). 


*)  Wenn  Herr  Wiedemann  in  seinem  Werke  den  Elektromagnetismns  Ton  Dub 
mehrfach  citirt,  wie  konnton  denn  beide  Werke  fast  gleichseitig  erscheinen 9  Der 
Widerspruch  löst  sich  dorch  folgende  Bemerkung.  Beide  W«rke  tx«%«a  «»1  ^w<B&^*^\i(j^ 
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Ein  Deatscher  mius  sich  beim  Stadium  des  Dab'sehen  Buchet  nock 
besonders  befriedigt  fühlen ,  indem  er  sieht,  dass  auf  diesem  Gebiete  b«i 
Weitem  am  meisten  von  Deutschen  geleistet  worden.  W.  Weber,  Ossm, 
Lenz  und  Jacobi,  J.  Müller,  Sehweigger,  Poggendorff,  Hankel,  Doft, 
Magnus,  Moser,  Plflcker,  Koosen,  Werthheim,  Ohm,  Feohner,  Sinstedeoi 
Hipp,  Beeta,  Dub,  Wiedemann,  Frick,  Du  Bois  Bejinond,  Buff  «sd 
Zaminer,  v.  Feilitsch,  Stöhrer  etc.  haben  mehr  oder  weniger  wiehtige  Bei* 
träge  geliefert,  wogegen  die  Zahl  der  Ausländer  nur  gering  ist. 

Ein  kleines  Sündenregister  können  wir  Herrn  Dub  bei  aller  Anerkes« 
nung  doch  auch  nicht  vorenthalten.  Er  hat  zwar  gut  corrigirt,  doch  sind 
noch  einige  Fehler  stehen  geblieben,  so  s.  B.  S.  81,  Z.  5  v«  o.  indicirtf&r 
inducirt;  S.  157,  Z.  11  v.  o.  ist  hinter  „bedeckt^*  das  Komma  ausgelassen, 
wodurch  Unsinn  entsteht;  S.  110,  Z.  7  v.  o.  Elektrometers  statt  Elektro- 
motors; S.  110,  Z.  7  V.  0.  muss  merkbarer  für  merkbsr  stehen;  8.  lOa,  Z.  19 
V.  u.  muss  wohl  12"  statt  12'  stehen.  Anderes  sind  wahrscheinlich  keine 
Druck-,  sondern  Schreibfehler,  so  z.  B.  hätte  doch  S.  70,  Z.  20  v.  u.  das 
Citat  von  Lenz  und  Jacobi  angedeutet  stehen  sollen ,  welches  später  iwd 
Mal,  S.  106  und  S.  245,  abgedruckt  ist;  S.  74  fehlt  hinter  dem  Worte  „An- 
zahl" das  Wort  „Windungen";  S.  188,  Z.  5  u.  7  v.  o.  muss  lothrecht  (Te^ 
tical)  für  senkrecht  stehen;  S.  308  ist  12  schon  in  11  enthalten  und  15  iit 
unbestimmt. 

Dea  Buches  Ausstattung  entspricht  dem  vortrefflichen  Inhalte. 

F.  DjSLLMAllir. 

Lehrbuch  der  Ej^eriaieiktalphysik.    Von  Dr.  Edmund  K6lp,  Professor 
der  Physik  und  Mathematik  an  der  höheren  Gewerbeschule  sa 
Darmstadt.   In  4  Bänden.  3.  Band :  Die  Lehre  von  der  Elektrici- 
tat  und  dem  Magnetismus.  Mit  100  Abbildungen  im  Text  Darm- 
Stadt  1862.  Verlag  von  Johann  Philipp  Diehl. 
Der  vorliegende  3.  Band  des  Lehrbuchs  von  Külp,  von  dem  bereits 
die  beiden  ersten  Bände  in  der  Zeitschrift  besprochen  wurden,  besteht  aus 
zwei  Abschnitten.    Der  1.  Abschnitt  enthält  die  Lehre  von  der  ReibungS' 
elektricität,  der  atmosphärischen  Elektricität ,  von  dem  Galvanbmus  und 
von  dem  Magnetismus.   Der  2.  Abschnitt  beschäftigt  sich  mit  dem  EldLtro- 
magnetismus,  der  Elektrodynamik,  der  Inductionselektricität ,  derThermo- 
elektricität ,  dem  Diamagnetismns  und  den  bemerkenswerthesten  elektro' 
physiologischen   Erscheinungen.      Wie   die   früher  besprochenen   Bände 
zeichnet  sich  ebenso  der  3.  Band  des  Külp^schen  Werkes  durch  die  gleich- 
massige  und  vollständige  Berücksichtigung  aller  elektrischen  und  maf^ne* 


die  JahressAhl  1861 ,  nnd  dennoch  erschien  dos  Dub^sehe  Werk  etwa  ein  Jahr  friher. 
Dadurch  iat  es  Herrn  W.  möglich  gewesen ,  bei  der  Aosarbeitang  seiaea  Bnchei  anf 
dea  UUtea  »eeba  Bogen  (so  weit  es  eT&chlenAii)  das  Dab*8cbe  Werk  au  benataeo« 
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iMehen  Ersoheinnngen ,  sowie  dnrob  die  richtige  and  gewandte  Herleitnng 
der  Lehrsfttsa  aus  den  angeführten  Experimenten  ans.  Nimmt  nun  daa 
I«ehcbach  dureh  Auswahl,  Quantität  und  Behandlung  des  Stoffes  für  sich 
«in»  AO  gefüllt  es  nicht  minder  durch  die  elegante  äussere  Ausstattung:  das 
Papier  ist  vortrefflich,  der  Druck  lässt  nichts  zu  wünschen  übrig  und  die 
Holsaehnitte  seichnen  sieb  gans  vorzüglich  durch  Sauberkeit  in  der  Aua- 
Itthnittg  ans.  Auch  der  3.  Band  empfiehlt  sich  daher  allem  Vorigen  ge- 
mftsa  als  recht  geeignet  zum  Gebrauch  beim  physikalischen  Unterricht  und 
Selbststudium.  Dr.  Kahl. 


Omndiftge  der  atomistisohen  Wärmetheorie ,  mit  besonderer  Bücksicht 
auf  die  specifische  Wärme' der  Körper.  Von  Dr.  Zernikow. 
Erfurt,  Carl  VHIaret.   1862.   8.   173  S. 

Der  bereits  durch  eine  Theorie  der  Dampfmaschinen  (Braunschweig 
18&7)  bekannte  Verfasser  unternimmt  es ,  gegenüber  der  gegenwärtig  fast 
allgemein  angenommenen  mechanischen  Wärmetheorie  eine  Darstellung 
der  theoretischen  Wärmelehre  zu  geben ,  welche  von  der  Hypothese  einefi 
Wärmestoffs  von  unveränderlicher  Quantität  ausgeht.  Ohne  uns  zunächst 
durch  die  Form ,  in  welcher  diese  ^^atomistische^^  Wärmetheorie  vom  Ver- 
fasser vorgetragen  wird,  abschrecken  zu  lassen,  heben  wir  die  wesent- 
liehen  Orandaätze  derselben  und  diejenigen  Resultate ,  welche  für  die  Ver« 
gleiehung  mit  der  mechanischen  Wärmetheorie  von  Interesse  sind ,  hervor. 

Der  Verfasser  denkt  sich,  wie  bereits  vielfach  geschehen  ist,  die  Ma- 
tarie  siisammejiigesetzt  aus  ponderabeln  Atomkernen,  umgeben  von  Aether- 
hüllen,  welche  durch  Anziehung  um  die  Kerne  verdichtet  sind.  Die  in  dem 
Köiper  enthaltene  Wärmemenge  ist  der  Quantität  des  vorhandenen  Aethers 
proportional.  Die  materiellen  Atomkerne  ziehen  sich  gegenseitig  an,  die 
Aethertheilchen  stossen  einander  ab  und  zwar  ist  die  Spannung  des  Ae* 
thert  in  jedem  Punkte  seiner  Dichtigkeit  proportional.  Dichtigkeit  und 
Spannung  nehmen  mit  der  Entfernung  von  dem  den  Aether  anziehenden 
Atomkern  ab.  Der  Spannung  an  der  äusseren  Oberfläche  der  Aether* 
hülle  entspricht  der  äussere  Druck,  unter  welchem  der  Körper  steht« 
Die  an  der  Oberfläche  des  Atomkernes  stattfindende  Aetherspannung 
ist  die  „absolute  Temperatur^^  Das  Volumen  des  ganzen  Körpers 
ist  wesentlich  von  dem  Volumen  der  an  einander  grenzenden  Aetherhüllen 
bedingt.  Soll  daher  das  Volumen  zunehmen,  während  die  Temperatur, 
also  die  Spannung  der  Dichte  des  Aethers  an  der  Oberfläche  der  Atom- 
kerne, constant  bleibt,  so  muss  dem  Körper  eine  der  Volumenvergrösse« 
rang  entsprechende  Aether  -  oder  Wärmemenge  zugeführt  werden.  Diese 
Wärme  heisst  „latente  oder  gebundene  Wärme^'.  Bei  der  Volumenzunahme 
kann  nun  eine  äussere  Arbeit  geleistet  werden,  welche  der  gebundenen 
Wärmemenge  proportional  ist.    Dieselbe  Wärmemenge  wird  aber  auLcbi  i|^- 
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banden y  wenn  die  Expansion  ohne  Arbeitsleistang  erfolgt;  derSttsder 
AequivalenB  der  Arbeit  and  WSrme  lantet  also  so ,  dass  eine  gewisse  Ar- 
beitsmenge  geleistet  werden  kann,  wenn  eine  gewisse  Wärmemenge  gs- 
bnnden  wird  (S.  12  — 13).  Die  Wärmemenge,  welche  einem  Körper  in* 
geführt  werden  mnss,  am  denselben  aas  einem  bestimmten  Anfangssostud 
in  einen  bestimmten  Endzastand  übersafahren,  ist  daher  immer  dieselbe 
nnd  von  der  Art  der  Ueberführang  anabhängig.  Die  Herleitang  der  Fan- 
damentalgleichang  3)  aaf  Seite  36 

dp      dv 
beraht   demnach  aaf  einem  einfachen  Bechenfehler.     Nach  der  Yorsni- 
setsnng  des  Verfassers  ist  nämlich  die  zngeftthrte  Wärmemenge 

dQ^Xdp+Ydv 
ein  vollständiges  Differential,  and  nicht,  wie  der  Verfasser  annimmt, 

dU^Xdp'{'{Y—Ap)dv, 
welche  letstere  Annahme  dem  Grandsatz  der  mechanischen  Wärme- 
theorie entsprechen  würde ,  wonach  die  Wärmemenge  Ap  dv  znr  Leistiog 
äasserer  Arbeit  verbraacht  wird. 

Es  ist  mithin  nach  der  Theorie  des  Verfassers 

dp      dv 
and  die  Gleichang  3)  nebst  allen  ans  derselben  in  den  folgenden  Capitdn 
gezogenen  Folgerangen ,  die  Bestimmnng  des  Wärmeäqniralents  n.  s.  w. 
sind  falsch. 

Von  besonderem  Interesse  wird  es  sein,  za  nntersachen,  wie  sich  die 
Theorie  des  Herrn  Zemikow  denjenigen  Pnnkten  gegenüber  verhält ,  wel- 
che die  Mehrzahl  der  Physiker  gegenwärtig  znm  Aafgeben  der  stofflichen 
and  zar  Annahme  der  mechanischen  Wärmetheorie  bestimmt  haben«  Da 
die  latente  Wärme  in  der  Theorie  des  Verfassers  im  Allgemeinen  an  die 
Stelle  der  verbraachten  Wärme  tritt,  so  stimmen  im  Ganzen  die  Besaltate 
beider  Theorien  überein ,  wenn  die  Vermindernng  mit  Arbeitsleistang  er- 
folgt, weichen  hingegen  von  einander  ab,  wenn  dieselbe  ohne  Arbeits- 
leistang stattfindet. 

Für  den  Joale*schen  Fandamentalversnch  bemüht  sich  der  Verfasser 
Seite  45  eine  gezwangene  Erklärung  za  geben,  indem  er  zunächst  in- 
nimmt,  dass  vor  der  Herstellang  der  Verbindung  beider  Becipienten  der 
leere  Raum  bereits  vor  den  Gefässwänden  Aether,  d.  h.  Wärme  aufge- 
nommen habe ,  wss  also  aaf  die  selbst  von  der  stofflichen  Wärmetheorie 
längst  widerlegte  Annahme  einer  Wärmecapacität  des  leeren  Baumes  in- 
rückfUhren  würde,  und  da  ihm  selbst  diese  Erklärung  nicht  zu  genügen 
scheint,  nimmt  er  dann  eine  weitere  Wärmeaufnahme  von  den  Gefäss- 
wänden nach  dem  Einströmen  des  Gases  an.  Dem  Verfasser  scheint  nicht 
bekannt  gewesen  zu  sein,  dass  von  3on\^  «»lC  kalorimetrischem  Wege 
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iiaebgewiesen  worden  ist,  dass  bei  der  Expansion  ohne  Arbeitsleistung 
Icein  WärmeTerbranch  stattfindet,  indem  gerade  der  die  comprimirte  Luft 
enthaltende  Becipient  ans  dem  nmgebenden  Wasser  eine  gewisse  Wärme- 
menge aufnimmt,  während  der  andere,  anfänglich  luftleere  eine  eben  so 
grosse  Wärmemenge  an  das  umgebende  Wasser  abgiebt. 

Die  Reibungswärme  erklärt  der  Verfasser  Seite  21  nach  Art  der 
alten  Theorie  durch  die  Verdichtung  der  geriebenen  Körper  und  Com- 
pression  der  zwischen  denselben  befindlichen  Luft.  Der  Davj*sche  Fun- 
damentalversuch  wird  Seite  22  mit  den  Worten  erwähnt:  „Eis  enthält  noch 
Wärme;  swar  gegen  einander  geriebene  Eisstücke  müssen  daher  Wärme 
entwickeln  —  sie  können  nach  Dayj  dadurch  zum  Schmelzen  gebracht 
werden/'  Der  Verfasser  scheint  sich  die  Gründe  der  Beweiskraft  des 
Dary^schen  Versuches  nicht  hinreichend  vergegenwärtigt  zu  haben.  Der 
Versuch  wurde  bekanntlich  im  luftleeren  Räume  angestellt.  Die  speci- 
fische  Wärme  des  flüssigen  Wassers  aber  ist  grösser,  als  die  des  festen 
Eises,  was  die  stoffliche  Wärmetheorie  schon  zur  Erklärung  der  latenten 
Schmelzwärme  annehmen  muss. 

Sehen  wir  ferner,  was  der  Verfasser  (S.  26)  über  Wärmestrahlung 
sagt«  Während  die  Leitung  der  Wärme  in  einem  Abfliessen  des  Aethers 
▼on  einem  materiellen  Atomkern  zu  dem  benachbarten  besteht,  wird  bei 
der  Strahlung  „die  Spannung  des  Aethers  von  einem  Punkte  aus  fortge- 
pflanzt, ohne  dass  die  Temperatur  der  einzelnen  Theile  des  Gases  ge- 
ändert wird'*.  Wie  man  sich  diese  Fortpflanzung  der  Spannung  des  Aethers 
ohne  den  Aether  selbst  denken  soll ,  bleibt  im  Unklaren.  An  ein  Abfliessen 
des  Aethers  in  anderer  Weise  wie  bei  der  Leitung  kann  der  Verfasser  doch 
wohl  nicht  gedacht  haben.  Nach  der  durchgängigen  Analogie  der  Er- 
scheinungen der  Fortpflanzung,  Interferenz,  Polarisation  u.  s.  w.  der 
Wärme-  und  Lichtstrahlen  wird  derselbe  nicht  umhin  können,  die  Fort- 
pflanzung der  strahlenden  Wärme  durch  transversale  Aetherschwingungen 
anzunehmen.  Woher  kommt  nun  aber  die  Temperaturerhöhung  des  be- 
strahlten Körpers,  da  die  Temperatur  oder,  was  nach  dem  Verfasser  das- 
selbe ist ,  die  Spannung  der  Aetherhüllen  nicht  vergrössert  werden  kann, 
ohne  Zuführung  von  Wärmestoff,  eine  Wellenbewegung  aber  weder  nicht 
vorhandenen  Wärmestoff  erzeugen,  noch  die  Quantität  des  vorhandenen 
vergrössern  kann? 

Ans  dem  Capitel  über  den  Wasserdampf  heben  wir  das  von  der  me- 
chanischen Wärmetheorie  abweichende  Resultat  (S.  68)  hervor,  wonach 
bei  Compression  gesättigten  Dampfes  Wasser  niedergeschlagen  werden, 
bei  der  Expansion  hingegen  der  gesättigte  Dampf  in  überhitzten  übergehen 
soll,  gleichviel  ob  er  dabei  Arbeit  leistet  oder  nicht.  Clausius  hat  bekannt- 
lieh aus  der  mechanischen  Wärmetheorie  für  den  Fall ,  dass  die  Expansion 
mit  Arbeitsleistung  erfolgt,  das  entgegengesetzte  Resultat  gefolgert.  Die 
bekannte  Erfahrung,  dass  der  aus  dem  Ventil  e\f^«ft  H^^^^r^tk&Ass^s^^ 
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kesseis  strSmende  Dampf  trocken  ist,  würde  ans  beiden  Theorien  folgeB. 
Gegen  die  von  Clansins  gegebene  Erklärung  dieser  Erscbeinnng  macht  der 
Verfasser  zwar  Einwendungen ,  erstens  die ,  dass  der  in  die  Atmosphäre 
strömende  Dampf  doch  Arbeit  leiste ,  indem  er  den  Laftdmck  fiberwinde, 
nnd  zweitens,  dass  Clansins  die  Arbeit  vernachlässige,  welche  der  Dampf 
isn  seiner  eigenen  Bewegung  verbraucht. 

Nachdem  wir  im  Bisherigen  die  atomistische  mit  der  mechanischen 
Wärmetheorie  in  einigen  wesentlichen  Punkten  verglichen,  würde  esQn9 
obliegen,  auf  die  Darstellung  des  Verfassers  im  Einzelnen  einzugehen« 
Leider  aber  bietet  sich  hier  der  Kritik  eine  solche  Fülle  von  Stoff,  dan 
wir  keinerlei  Anspruch  auf  Vollständigkeit  machen ,  sondern  nur  einzelne 
charakteristische  Stellen  hervorheben  können. 

Seite  4  finden  wir  die  wenig  plausible  Annahme ,  dass  die  anziehende 
Kraft  der  Körperatome  gegen  den  Aether  unabhängig  ist  von  der  Masse 
des  anziehenden  Körpers. 

Seite  5  findet  der  Verfasser ,  dass  die  Wirkung  der  Ansiehmig  eines 
Körperatoms  gegen  den  Aether  nach  der  dritten  Potena  der  Entfernung 
abnimmt  und  folgert  daraus  —  nach  welchen  mechanischen  Principien?-— 
dass  die  Spannung  des  Aethers  ebenfalls  nach  der  dritten  Potena  der  Eilt' 
femung  vom  Anziehnngsmittelpunkt  des  Körperatoms  abnehmen  müsse.  -* 
Was  versteht  der  Verfasser  Seite  24  unter  einem  „Druck  rechtwinklig  la 
jedem  Punkte  des  Volumens?'*  Der  Beweis  des  Mariotte'schen  und  Gaj* 
Lussac'schen  Oesetzes  S.  28 — 20  hätte  flQglich  erspart  werden  können,  ds 
dem  Aether,  dessen  Volumen  allein  das  Volumen  des  Gases  bedingt,  €t 
hypoihesi  schon  (S.  9)  die  Eigenschaft  beigelegt  ist,  dass  der  Druck  der 
Dichte  proportional  sei ,  und  da  die  Temperatur  Seite  A  mit  Hilfe  des  Q%j* 
Lussac'schen  Gesetzes  definirt  ist.  Auf  Seite  35  ist  davon  die  Rede,  dass 
die  Spannung  von  der  Oberfläche  des  Atomkernes  bis  zur  Oberfläche  der 
Aetherhtille  nach  irgend  einer  „Function  des  Volumens*'  abnehme  —  soll 
wohl  heissen:  des  Abstandes  vom  Mittelpunkt  des  Atomkernes  —  doch 
werden  weiterhin  S.  38  sogar  Integrationen  dieser  Function  des  Volnmem 
vorgenommen.  Die  Formel ,  welche  S.  38 — 39  als  identisch  mit  dem  von 
Camot  aufgestellten  Princip  bezeichnet  wird ,  hat  mit  diesem  in  der  That 
nicht  das  Geringste  gemein,  indem  der  Carnot'sche  Satz  sich  auf  die- 
Wärmemenge  bezieht,  welche  aus  einem  Körper  höherer  Temperatur  zn 
einem  Körper  niederer  Temperatur  in  einen  Kreisprocess  Übergelfihrt 
wird,  bei  welchem  der  vermittelnde  Körper  keine  bleibenden 
Veränderungen  erleidet,  beim  Verfasser  hingegen  von  der  in  dem 
vermittelnden  Körper  selbst  enthaltenen  Wärme  die  Bede  ist,  welcher  wA 
ausdehnt  nnd  dabei  seine  Temperatur  erniedrigt,  also  in  einen  bleibend 
veränderten  Zustand  übergeht.  (}egen  den  „unumstössiichen**  Grundsatz, 
dast  die  Quantität  der  überhaupt  voTVian&oKi^Xi^^^xi&A  ^ItA  u&veränder- 
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liehe  Grötae  sei,  hat  flbrigens  aneh  Carnot  begrflndete  Zweifel  geSasBert» 
^iriewoU  er  denselben  in  seiner  Darstellnng  beibehalten  hat. 

Im  sweiten  Theil  der  Schrift  des  Verfassers  findet  man  eine  Dar- 
stellung der  elementaren  Orondsätze  der  Stöchiometrie  yereinigt  mit  den 
asos  der  ,,atomistischen  Wftrmetheorie"  sich  ergebenden  Folgerangen  über 
den  Zusammenhang  zwischen  der  Wftrmecapacität ,  dem  Atomvolamen  und 
der  chemischen  Zusammensetzung  der  Körper,  Eine  nähere  Beleuchtung 
dieses  Theiles  möge  nach  dem  Vorhergehenden  dem  Berichterstatter  er- 
lassen bleiben.  £.  Jochmann. 


Vebsr  die  Aufgabe,  die  Hethode  und  das  Ziel  der  physikalisohen  7or- 
sehung;  nebst  einem  Anhange:  Einige  Beziehungen  der  Natur- 
wissenschaften  zum   socialen  Leben   und  zur  Philosophie  und 
Theologie«    Von  Dr.  C.  F.  Dietzel.    (Im  Programm  des  Gym- 
nasiums und  der  Realschule  in  Zittau  1882). 
Der  Verfasser  legt  in  der  44  Quartseiten  zählenden  Abhandlung  sei- 
len Berufsgenossen  die  Frttchte  eines  eifrigen  Studiums  der  Geschichte 
der  induotiTen  Wissenschaften  vor,  sowie  seine  Ideen  über  die  Beziehung 
der  Naturwissenschaften  zum  socialen  Leben ,  zur  Philosophie  und  Theo- 
logie.    Demjenigen,  der  den  Verfasser  und  die  Geschichte  der  Natur- 
^wissenschaften  kennt,  wird  das  Urtheil  nicht  unerwartet  kommen,  dass 
die  eigentliche  Abhandlung,  die  sich  über  die  Aufgabe ,  die  Methode  und 
das  Ziel  der  physikalischen  Forschung  verbreitet,  namentlich  durch  die 
H&nde  des  Verfassers  zu  einer  sehr  interessanten  und  lehrreichen  Leetüre 
geworden  ist.     Im  Anhange  der  Abhandlung  weist  der  Verfasser  nach, 
dass  die  Selbstüberhebung,  welche  einzelne  naturwissenschaftliche  Ge- 
lehrte zu  religiösem  Unglauben  geführt  hat,  keineswegs  in  der  Methode 
der  Naturwissenschaften  begründet  liegt,   und  zeigt,   wie  die  letzteren 
neben  ihrem  Gebiet  der  sinnenfälligen  Dinge  des  grosse  Gebiet  der  Ideen- 
weh erblicken ,  welches  sie  eben  ihrer  Bescheidenheit  und  Wahrheitsliebe 
wegen  nicht  berühren.     Wir  unterlassen  nicht,  auf  die  gediegene  Abhand- 
laog  anfbierksam  zu  machen  und  wünschen  von  Herzen ,  dass  sie  dem  nur 
aUsu  hftafigen  Loose  von  Programmenabhandlungen  entgehe,  unbeachtet 
sn  bleiben ;  Tielleicht  bewahrt  sie  davor  der  allgemein  interessante  Gegen- 
stand, sowie  die  verständliche,  von  allem  speciellen  wissenschaftlichen 
Apparat  freie  Deduction.  Dr.  Kahl. 


OnudsAgs  einer  wissensohaftliehen  Darstellung  der  Oeometrie  des  ICaasses. 

Ein  Lehrbuch  von  Dr.  Oscar  Schlömilch,  Professor  der  höheren 
Mathematik  und  analytischen  Mechanik  an  der  königl.  sächs. 
polytechnischen  Schule  zu  Dresden.    2.  Theil:   Geometrie  des 
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Raumes.  Zweite  verbesserte  Auflage.  Mit  in  den  Text  gedmek* 
ten  Holsschnitten.  Eisenach ,  Verlag  yon  Friedr.  Baerecke  (Hof« 
bnchhandlung).  8.  1862. 
Vorrede  zur  zweiten  Auflage.  Obsclion  das  Torliegende  Lehr- 
buch seit  einer  Heihe  von  Jahren  in  mehreren  Schulen  eingeführt  ist,  so 
sind  mir  doch  nur  sehr  wenige  Bemerkungen  gegen  die  Auswahl  und  An- 
ordnung des  Materiales  zugekommen ,  und  ich  hatte  daher  keinen  Grund, 
in  dieser  Beziehung  wesentliche  Aenderungen  vorzunehmen.  Dagegen 
habe  ich  auf  Wunsch  mehrerer  erfahrener  Schalmänner  die  Deductionen 
des  ersten  Capitels  strenger  gefasst  und  durch  eine  grössere  Anzahl  von 
Figuren  anschaulicher  zu  machen  gesucht.  Ferner  wurde  in  §.  10  Stei- 
ner^ s  Beweis  für  den  Euler* scheu  Satz  von  den  Poljedern  durch  den 
von  August  gegebenen  Beweis  ersetzt,  welcher  an  Einfachheit  und  An- 
schaulichkeit jedem  anderen  tiberlegen  sein  dürfte.  Auch  das  Prismatoid 
und  dessen  Inhaltsbestimmung  sind  aufgenommen  worden.  Eine  beden- 
tende  Umarbeitung  hat  das  Capitel  von  den  Kegelschnitten  erfahren.  Die 
stereometrische  Bedeutung  der  Directrix  veranlasste  mich  nämlich,  die 
allgemeinen  Eigenschaften  aller  Kegelschnitte  voranzustellen  (§•  29)  und 
erst  nachher  die  Parabel,  Ellipse  und  Hyperbel  einzeln  abzuhandeln,  wo- 
durch die  ganze  Lehre  an  Einfachheit  und  Uebersichtlichkeit  wesentlieh 
gewinnt  Bei  der  Hyperbel  habe  ich  die  Eigenschaften  der  Asymptoten 
weiter  als  frtiher  entwickelt  und  daran  die  Quadratur  der  Hyperbel  ge- 
knüpft. 

Dresden,  im  April  1862.  Schlömilce. 


Handbuch  der  algebraischen  Analyiii  von  Dr.  Oscar  Schlömilch,  Pro- 
fessor der  höheren  Mathematik  an  der  königl.  sftchs.  polytech- 
nischen Schule  zu  Dresden.     Dritte  verbesserte  und  durch  einen 
Anhang  vermehrte  Auflage.     Mit  in  den  Text  gedruckten  Hols- 
schnitten.   Jena,  Druck  und  Verlag  von  Fr.  Frommann.  8.    1862. 
Vorrede  zur  dritten  Auflage.     Als  ich  in  der  Vorrede   zur 
zweiten  Auflage  erklärte ,  dass  ich  der  sogenannten  algebraischen  Analysis 
keine  eigentliche  wissenschaftliche  Berechtigung,   sondern  nur  das  Inter* 
esse  zugestehen  könne,  welches  die  genauere  Bearbeitung  jedes  bestimmt 
abgegrenzten  Wissensgebietes  für  sich  hat,  glaubte  ich  nicht  an  die  Mög- 
lichkeit einer  ferneren  Auflage  des  vorliegendes  Werkes.     Wenn  gleich- 
wohl eine  dritte  Auflage  nothwendig  geworden  ist,  so  scheint  dies  zu  be- 
weisen, dass  jenes  Interesse  sich  über  einen  grösseren  Kreis  von  Lesern 
erstreckt,  und  es  hat  mich  diese  Thatsache  ermuthigt,  noch  einmal  Hand 
ans  Werk  zu  legen. 

Die  Anordnung  des  Stoffes  und  der  allgemeine  Gedankengang  sind 
angestört  geblieben ;  um  aber  eine  kVUibexQ  uu^  >^t\ij^\&^te  Darstellung  zu 
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gewinnen  and  um  gleichzeitig  den  Fortschritten  der  Wissenschaft  Kech- 
noDg  sn  tragen,   habe  ich  die  ersten  zwölf  Capitel  fast  gänzlich  umge- 
arbeitet.   Das  nächste  Zeugniss  hiervon  giebt  Capitel  II,  worin  die  haupt- 
sächlichsten Grenz werthe  auf  einfachere  und  elegantere  Weise  als  früher 
tbgeleitet  sind.     Die  geometrischen  Anwendungen  der  Lehre  von  den 
Grenawerthen  (Quadraturen  und  Cubaturen)  wurden  auf  den  Begriff  des 
mittleren  Werthes  einer  Function  gegründet  (Capitel  IV) ,  welcher  seine 
Bedeutung  auch  dann  noch  behält,   wenn  man  jene  Anwendungen  weg* 
lassen  will.     In  der  Lehre  von  der  Convervenz  der  unendlichen  Reihen 
sind  die  §§•  27 ,  20  und  30  hinzugekommen ,  womit  diese  Theorie  zu  einem 
£ro wissen  Abschlüsse  gelangt.     Bei  den  unendlichen  Reihen  in   Capitel 
^l — IX  habe  ich  überall  eine  Restuntersuchung  vorgenommen,  einerseits 
iixxi  ftlr  die  numerische  Summirang  die  Fehlergrenze  zu  bestimmen ,  ande- 
'^^raoitfi  um  nachherige   GrenzenUbergänge  mit  Sicherheit  ausführen  zu 
^ttnnan,  denn  bekanntlich  ist  der  Grenzwerth  von  der  Summe  einer  un- 
endlichen Reihe  nicht  immer  identisch  mit  der  Summe  von  den  Grenz- 
^V'erthen  der  einzelnen  Summanden.     Daas  hierdurch  manche  neue  Be- 
^^^clitQDgsweise  nothwendig  wurde  (wie  z.  B.  in  den  §§.  45  und  46) ,  ver- 
^^^bt  sich  von  selbst;  hoffentlich  sind  mit  diesen  und  einigen  weiteren 
'^ Änderungen  in  den  Capiteln  X  und  XX  alle  Anforderungen  an  die  wissen- 
schaftliche Strenge  befriedigt. 

Auf  Wunsch  mehrerer  erfahrener  Freunde  habe  ich  anhangsweise  die 
^^heorie  der  höheren  Gleichungen  so  weit  entwickelt,  als  dies  auf  elemen- 
tarem Wege  geschehen  konnte;  ich  will  nur  wünschen ,  dass  mein  Buch 
dadurch  an  Brauchbarkeit  gewonnen  haben  möge, 

Dresden,  im  October  1861.  Schlömilch. 


Lil^ratorztf .  d.  Zoil^chr.  f.  Math.  ti.  Phy«.  VII,  S. 
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Recensioneu. 

ir  Conitmoteiir.  Ein  Uandbnch  zum  Gebrauche  beim  Maschinen -Ent- 
werfen, für  Maschinen-  und  Baa  -  Ingenieure ,  Fabrikanten  und 
technische  Lehranstalten.  Von  J.  Reülbaux,  Professor  der 
Maschinenbankunde  am  eidgenössischen  Polytechnicnm  in  Zürich. 
Mit  diesem  Werke  wird  dem  technischen  Publikum  meines  Wissens 
m  ersten  Male  ein  Handbuch  zum  Gebrauche  beim  Maschinen -Entwerfen 
ergeben.  In  der  Vorrede,  welche  sehr  beachtenswerth  ist,  hat  der  Ver* 
iset  sich  über  die  leitenden  Ideen  und  über  Zweck  und  Ziel  seiner  Ar- 
it  hinreichend  ausgesprochen.  Es  dürfte  darin  besonders  hervorzuheben 
n,  dass  über  den  Gegensatz  von  Theorie  und  Praxis,  der  leider  noch  im- 
)r  an  bestehen  scheint ,  sehr  viel  Treffendes  und  Wahrem  gesagt  ist.  Das 
dürfniss ,  den  Üblen  Eintinss  der  Ideen  von  der  Unvereinbarkeit  der 
leorie  nnd  Praxis  versehwinden  zu  machen ,  ist  von  bedeutenden  Man- 
m  schon  Ittngst  anerkannt  und  öffentlich  ausgesprochen  worden.  Man 
«  nur  die  f,PreHmmary  Dinertution ^*'  in  dem  vortrefflichen  Werke:  ^^A 
inuat  of  applied  Mechanics  by  W.  /.  M,  Rankine. ^^  Ferner  hat  sich 
»big  bei  verschiedenen  Gelegenheiten  schön  und  kräftig  hierüber  ausge- 
rochen, z.  B.  wenn  er  sagt:  die  Wissenschaft  macht  die  Naturkräfte  zu 
enern  des  Menschen,  zu  Unterthanen  seiner  Handlungen.  Der  Empiri- 
r  stellt  sich  in  gleicher  Höhe  mit  einem  untergeordneten  und  unwissen- 
II  Wesen;  er  wendet  nur  einen  Theil  seiner  Macht  zum  Wohle  der 
tnschheit  an.  Sein  Wille  wird  durch  die  Thatsachen  beherrscht,  wfth* 
id  er  bei  wahrer  Einsicht  in  ihre  werborgenen  Ursachen  sie  beherrschen 
nnte.  Ebenso  wenn  er  sagt:  die  technischen /Schulen  sind  nicht  als  eine 
bstitution  für  die  Praxis  vorhanden,  sondern  sind  als  ein  Mittel  zu  he- 
chten, die  Praxis  einsichtsvoller,  wirksamer  und  wohlthätiger  zu  machen. 
s  Förderer  und  Bcfichützer  der  polytechnischen  Schulen  sind  überzeugt> 
IS  die  Saat  nicht  wachsen  wird,  wenn  das  Land  darch  den  praktischen 
ndmann  nicht  gut  bestellt;  sie  schlagen  ihm  aber  vor,  das  Land  erst  zu 
Igen,  damit  beim  Pßügen  der  Dünger  in  den  Boden  einziehe  und  er  da- 
'ch  fruchtbarer  werde. 

Uleraturgig.  ti.  Zcilndir.  f.  Math.  a.  I'hy».  Vll,  4.  ^^ 
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Das  vorliegende  Handboch  ist  eigentlich  noch  zn  jnng,  nm  schon  jetit 
anf  seine  praktische  Brauchbarkeit  geprüft  sein  zn  können.  Dazu  gehört 
Zeit  und  vielfacher  Gebrauch  des  Buches,  damit  seine  Stärken  und  Schwä- 
chen und  die  Grenzen  seiner  Brauchbarkeit  zum  Vorschein  kommen.  Gleich- 
wohl finde  ich  mich  veranlasst,  schon  jetzt  meine  Ansichten  Über  dieses 
Werk  auszusprechen.  Einmal  weil  ich  mich  schon  lange  für  die  Bestre- 
bungen des  Verfassers  lebhaft  interessire,  und  anderweitig,  weil  ich  bei 
meinem  Unterrichte  zuweilen  auf  des  Verfassers  älteres  Werk:  „Die 
Gonstructionslehre  für  den  Maschinenbau*^,  Bezug  nehme;  daher  die  An- 
schauungsweisen des  Verfassers  in  seinem  neuen  Werke  mir  schon  mehr 
bekannt  sind. 

Es  liegt  zwar  nahe,  den  ,,  Constructeur",  so  ist  das  Handbuch  betitelt, 
als  einen  Auszug  des  älteren  Werkes  anzusehen;  besonders  wenn  man  die 
dritte  und  vierte  Lieferung  des  letzteren  mit  der  zweiten  Hälfte  des  neuen 
Handbuches  flüchtig  vergleicht.  Dem  ist  aber  nicht  so  und  obwohl  es  et- 
was sonderbar  klingt,  so  ist  es  gut,  dass  der  Verfasser  keinen  Auszug  ge- 
liefert, sondern  viele  wichtige  Capitel  gänzlich  neu  umgearbeitet  oder  we- 
sentlich bereichert,  respective  vereinfacht  hat.  Der  „Constructeur"  ist  als 
eine  zum  Theil  neue  und  verbesserte  Arbeit  des  Verfassers  anzusehen,  wo- 
ran  man  deutlich  wahrnehmen  kann,  wie  sehr  sich  derselbe  es  hat  angele- 
gen sein*  lassen ,  Kürze  und  Klarheit  mit  bequemer  Anwendbarkeit  an  ver- 
binden. 

Aus  dem  Inhaltsverzeichnisse  ergiebt  sich  die  •Anordnung  und  die 
Menge  des  Stoffes ,  welcher  in  drei  Abschnitten  behandelt  wird. 

Der  erste  und  zweite  Abschnitt  enthalten  das  Wichtigste  und  Wesent- 
lichste des  Buches.  Es  beschäftigt  sich  der  erste  Abschnitt  mit  der  Festigkeits- 
lehre, worin  die  bekannte  Anschauungsweise  des  Verfassers,  nämlich  die 
Elasticitätsgrenzen  statt  der  Bruchfestigkeiten  in  Beziehungen  zn  bringen, 
consequent  bis  auf  einige  Fälle  (Zerknickungsfestigkeit)  durchgeführt  ist 
Theoretisch  ist  diese  Anschauungsweise  gewiss  die  richtigere;  praktisch 
hat  sie  aber  in  vielen  Fällen  keinen  höhern  Werth ,  als  die  noch  häufig  in 
Anwendung  sich  befindliche  ältere  Anschauungsweise,  welche  von  der 
Bruchfestigkeit  und  einem  angemessenen,  aus  guter  Gonstruetion  abgeleite- 
ten Sicherheitsgrade  ausgeht.  Ich  finde  daher  den  Werth  dieses  ersten 
Abschnittes  weniger  in  der  Durchführung  der  bezeichneten  Anschanungs- 
weise,  als  in  der  Reichhaltigkeit  und  Übersichtlichen  Darstellung  Alles  des- 
sen ,  was  bei  verschiedenen  Ansprnchnahmen  der  Körper  in  Betracht  gezo- 
gen werden  kann.  Es  sind  sogar  einige  Fälle  der  zusammengesetzten 
Festigkeit  aufgenommen.  Ich  bin  kein  Freund  dieser  sogenannten  zusam- 
mengesetzten Festigkeit  und  sehe  daher  diesen  Beitrag  mehr  zur  Vervoll- 
ständigung der  systematischen  Aufführnng  vorkommender  Fälle,  als  grossen 
J^atzen  bringend,  an. 

Der  zweite  Abschnitt  ist  Ölet  y^\c\\\\k\\\^%1«  und  behandelt  die  Con- 
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stractionen  der  MaschineDelemente.     Der  Verfasser  giebt  in  der  Vorrede 
selbst  ausführlich  an,   was  als  neu,  respective  umgeändert  und  eigenthüm- 
lich  anzusehen  ist     So  stossen  wir  zuerst  auf  die  Regeln  ftir  die  Gonstruc- 
tion  der  Zapfen ,   wobei  er  die  Abnutzung  berücksichtigt.     Dasselbe  Ver- 
fahren hat  meines  Wissens,  auch  schon  Professor  Wiebe  bei  der  Berech- 
nnng  der  Zapfenstärken  zuerst  eingeschlagen.     Die  Wiebe^schen  Formeln 
geben  durchweg  grössere  Dimensionen.     Als  Beispiel  ftlr  die  Anwendung 
der  gegebenen  Formeln  sind  die  Zapfenstärken  der  Achse  eines  vierrädri- 
gen Eisenbahnwagens  berechnet.     Nach  diesen  Formeln  würde  d  =s  80*°"* 
und  /  =  16(P™  (</  =  3|^^  Zoll  und  /  =  6^  Zoll  preuss.)  zu  nehmen  sein.  Dies 
sind  nahezu  die  Dimensionen  ^  welche  solche  Tragzapfen  nach  den  festge- 
setzten Normirungen  der  Eisenbahntechniker  in  der  Wirklichkeit  erhalten. 
Das  berechnete  Beispiel  ist  jedoch  gar  nicht  an  seiner  Stelle.     Denn  was 
soll  man  dazu  sagen,  wenn  unter  gleichen  Umständen,  das  heisst  bei  einer 
ruhigen  Belastung  P=:3775  Kilogramm  und  bei  ii  =  270  Umdrehungen  per 
Minute,  ebenfalls  die  Stirnzapfen  einer  Achse  dieselben  Dimensionen  erhal- 
ten.   Die  Zapfen  einer  Eisenbahnwagenachse  sind  noch  ganz  anderen  Ein- 
wirkungen von  Kräften  unterworfen,  als  bei  der  Ableitung  der  betreffenden 
Formeln  berücksichtigt  wurden. 

Der  §.  37  über  Halszapfen  ist  sehr  unbestimmt  gehalten  und  giebt 
eigentlich  wenig  Auskunft  über  die  Dimensionen  derselben.  Man  erfährt 
allerdings  später  in  §.  47,  was  mit  §.  30  und  §.  37  gemeint  ist. 

Die  Bestimmungen  über  Stützzapfen  sind  besonders  ausführlich  ge- 
geben. 

Ebenfalls  sehr  ausführlich  werden  nun  die  Tragachsen  behandelt, 
wobei  jedoch  die  Eisenbahnwagen -Achse,  Seite  95,  nach  meiner  Ansicht 
wieder  nicht  als  richtiges  Beispiel  aufgeführt  ist. 

Eine  sehr  nette  Behandlung  haben  die  Tragachsen  mit  kreuz-  und 
sternförmigem  Querschnitt  erfahren.  Die  Tabellen  erleichtem  ungemein 
das  Rechnungswerk. 

Ebenso  sind  die  Wellen  einer  sehr  eingehenden  Behandlung  gewür- 
digt worden.  Die  schmiedeeisernen  Wollen  unter  285"*"*  Durchmesser  sind 
nach  derselben  Formel  berechnet,  wie  Kedtenbacher  seine  langen  schmiede- 
eisernen Transmissionswellen  berechnet.  Die  stärkeren  Wellen  erhalten 
aber  geringere  Dimensionen  als  nach  Kedtenbacher,  was  als  begründet  an- 
ansehen  ist. 

Für  lange  Triebwellen  sind  noch  besondere  Regeln  angegeben ,  um 
die  erforderlichen  Gorrectnren  leicht  vornehmen  zu  können. 

Gar  wichtig  ist  der  §.  64  über  die  Dimensionsbestimmungen  belasteter 
Wellen.  Durch  die  nicht  weiter  motivirte  Formel  (82^) ,  welche  auch  ge- 
legentlich auf  Seite  237  für  die  Gegenkurbel  Anwendung  findet,  ist  glück- 
licher Weise  die  zusammengesetzte  Festigkeit  eliminirt  worden.    Beiläufig 
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wird  auf  den  Druckfehler  Seite  237  zweite  Zeile  aufmerksani  gemaeht  Es 
soll  heissen  §.  151. 

Sehr  reichhaltig  sind  die  Zapfenlager  ansgestattet.  Ausser  denHanpfe- 
formen  in  den  §§.  69  bis  73,  ferner  81,  82  und  85  kommen  sehr  httbsehe 
Combinationen  vor,  die  bezüglich  der  Formgebung  als  geschmackToU za 
bezeichnen  sind.  Das  grosse  Stehlager  scheint  mir  jiedoeh  in  BcziekoBf 
auf  die  f^esthaltung  des  Deckels  nicht  hinreichende  Sicherheit  bei  Vibra- 
tionen etc.  zu  geben. 

Ferner  sind  die  Hängelager  §§.  81  und  82  ftir  einen  bestimmten  Werth 
des  Zapfendurchmessers  immer  für  einen  bestimmten  Deckenabsttuid  con- 
Htrnirt;  indem  nämlich  angenommen  ist,  dass  durch  zwirjchengelegte- Qser- 
liölzer  dieser  normalmässige  Abstand  zu  erzielen  ist.  Wie  ist  aber  vä  tsm- 
struiren,  wenn  dieser  Abstand  nicht  eingehalten  werden  kann  und  bedea- 
tonde  Ueberschreitungen  vorkommen  ? 

Als  besondere  Frcilieit  in  der  Formgebung  sind  Fig.  114  und  117  as- 
zusehen. 

Die  Kiemscheiben  oder  Rollen  sind  nun  wesentlich  einfacher  nai 
zweckmässiger  behandelt  worden,  als  wie  in  der  Constructionalehre.  Mao 
erkennt  in  den  Formeln  §.  08  eine  naturgemässere  Abhängigkait  der  ver- 
schiedenen Grössen,  als  in  der  früheren  Arbeit.  Die  Gleichung  (96)  hätte 
ihren  Geburtsschein  aus  der  Constructionslehre  mitbringen  können,  damit 

man  erfahre,  warum  das  Verhältniss  (  —  j  inn'e  gehalten  werden  soll. 

Interessant  würde  die  Zusammenstellung  der  Formeln  sein,  welche 
zur  Bestimmung  der  erforderlichen  Anzahl  Arme  einer  Riemscheibe  bereits 
aufgestellt  worden  sind.  Der  Verfasser  ist  im  Laufe  der  Zeit  auf  zwei 
Formeln  gekommen.     Nämlich: 

98)  <Ä  =  4  f  5  +  -- j  im  Constructeur 

und 

<Sl  =  ^]f/Ä  in  der  Constructionslehre. 

Andere  Schriftsteller  haben  wieder  andere  Formeln  und  Bezugs- 
grössen.  Alle  passen ^  nach  den  Versicherungen  der  Schriftsteller,  gut  mit 
den  Ausführungen.  Dasselbe  ist  genau  so  mit  der  Bestimmung  der  Arm- 
zahl bei  verzahnten  Rädern.  Hier  geht  es  uns,  wie  schon  Lessing  sagte: 
die  Wahrheit  ist  nicht  für  uns ,  sondern  nur  das  Streben  nach  derselben* 

Eine  bedeutende  Ausdehnung  hat  der  Hirn^sche  Drahtseilbetrieb  im 
Constructeur  erfahren.  Interessant  ist  jedenfalls  dieser  Betrieb;  ich  ver- 
mag aber  zur  Zeit  noch  nicht  die  Wichtigkeit  desselben  zu  erkennen  und 
glaube  daher,  dass  dieses  Capitel  zu  erschöpfend  im  Constructeur  abge- 
handelt ist. 

Noch  intensiver  zusammengezogen,  vereinfacht  und  abgerundet  hat 
rhr  Verfasser  das  Capite.l  übur  die  Zahnräder  gegen  seine  frühere  Arbeit 
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liier  wiederge^pben.  Znxn  Tkeil  sind  anch  andere  Beziehungen  zur  Grand- 
lage der  Bestimmungsgrössen  gewonnen  worden.  Die  Einftthrnng  der 
8tichsahl  des  Hades  ist  nicht  neu  und  schon  von  anderen  Schriftstellern 
benatzt  worden.  Die  Verdentschimg  gewisser  Carvennamen  etc.  ist  eine 
besondere  Liebhaberei  des  Verfassers,  an  die  man  sich  erst  gewöhnen 
nnss ,  Qi|i  sich  ganz  behaglich  zn  ftlhlen. 

Es  werden  in  gedrängter  Kürze  zunächst  die  allgemeine  eyclische 
Verzahnung,  dann  specielle  Verzahnungen  durchgenommen. 

Im  §.  125  ist  der  sinnstörende  Druckfehler  gleich  im  ersten  Satze  au 
bemerken. 

Es  hätte  übrigens  nichts  geschadet,  wenn  der  Verfasser  ganz  kurz 
Ober  die  Wahl  r,  =:  0,875  /  sich  ausgesprochen  hätte.  Sehr  grossen  Werth 
scheint  derselbe  auf  die  Kreisveraahnungen  zu  legen,  welchen  ich  nach 
meinen  Erfahrungen  nie  habe  finden  können.  Statt  der  ausgedehnten 
Behandlung  dieser  Kreisverzahnungen  hätte  wohl  das  allgemeine  Ver- 
fahren der  Gycloidai-  und  Evolventenverzahnung  aufgeführt  werden 
können. 

Die  weitere  Ausführung  dieses  Gegenstandes  in  den  §§.  136  bis  147  ist 
sehr  zweckmässig  und  hinreichend  ausführlich  gehalten. 

Das  Gebiet  der  Hebel,  Hebelzapfen,  Hebelarme  und  Hebelachsen, 
ebenso  der  verschiedenen  Kurbeln  und  zusammengesetzten  Hebel  etc.  ist 
vlUIig  genügend  behandelt;  dies  gih  auch  für  die  Pläuelstangen ,  Quer- 
hänpter  etc. 

ly^A  wichtige  Gapitel  über  Röhren  und  Köhrenverbindungen ,  worin 
auch  die  Dampfkessel,  Presscjlinder  etc.  aufgenommen  sind,  ist  im  All- 
gemeinen mit  erforderlicher  Vollständigkeit  gegeben.  Die  Motive,  welche 
den  Verfasser  bestimmt  haben ,  zur  Berechnung  der  Wandstärken  der  Röh- 
ren mit  starkem  inneren  Drucke  die  Brix^sche  Formel  anzunehmen ,  sind 
im  Constructeur  nicht  angegeben.  In  der  Constructionslehre  sagt  aber  der 
Verfasser,  das»  er  sich  dieser  Formel  bediene,  weil  dieselbe  eine  sehr  gute 
Uebereinstimmung  mit  der  Praxis  aufweise. 

Dieser  Grund  ist  nun  freilich  sehr  eigenthümlicher  Natur  und  mit 
Hilfe  desselben  kann  man  zn  den  sonderbarsten  Resultaten  gelangen.  Zu- 
nächst drängt  sich  wohl  die  Frage  auf,  seit  welcher  Zeit  ist  diese  Ueber- 
einstimmung  vorhanden.  Vielleicht  von  der  Zeit  an,  von  welcher  die 
Brix'sche  Formel  und  andere  damit  verwandte  in  die  Praxis  eingeführt 
werden  sind? 

Das  angeführte  Beispiel  über  die  Wandstärke  einer  hydraulischen 
Presse  zur  Hebnng  der  Brittaniabrücke  beweist  aber  gerade,  dass  die  Praxis 
nicht  mit  den  Ergebnissen  der  Formel  übereinstimmt. 

Neuere  Untersuchungen  und  Thatsachen  haben  aber  festgestellt ,  dass 
die  Brix'sche  Formel  nur  innerhalb  gewisser  Grenzen,  in  welche  zwar  sehr 
Wele  Fälle  der  Praxis  hineinfallen ,  Brauchbarkell  und  YAVXN^xV^^ix^gw^xXsi^- 
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sitzt.  Ich  vermisse  deshalb  sehr  ungern  die  Resultate  neuerer  Forschan- 
gen  und  die  Angaben  zuverlässiger,  für  die  weitesten  Grensen  richtigeren 
Formeln.  Der  Verfasser  scheint  selbst  das  Bedürfniss  hieran  in  der 
Schlussbemerkung  des  §.  188  erkannt  zu  haben. 

Die  Röhren  Verbindungen  selbst  sind  allerdings  sehr  mager  behandelt 
und  nur  einige  der  häufigst  vorkommenden  Verbindungen  gusseiserner 
Röhren  aufgeführt. 

Vollständiger  sind  schon  die  Ventile,  sowie  Dampfkolben  und  was 
dazu  gehört,  aufgenommen. 

Die  Seile  und  Ketten ,  sowie  Seil-  und  Kettenverbindungen  sind  über^ 
flüssig  genügend  betrachtet. 

Der  dritte  Abschnitt  besteht  nur  aus  verschiedenen  mathematischen 
Tafelu,  die  sehr  interessant  und  nützlich  sind. 

Den  Schluss  bildet  eine  sogenannte  Hilftafel  für  Zahlenrechnongen 
von  bekannter  Einrichtung.  Die  Weglassung  des  s  ist  als  eine  neue  Ab- 
kürzungsweise des  Verfassers  anzusehen,  wobei  er  aber  bald  mit  dem 
Landsmann  und  Landmann  in  Verwechslung  gerathen  wird. 

Die  zahlreichen  Tabellen,  welche  fast  jedem  Maschinentheil  zur 
schnellen  Berechnung  seiner  Dimensionen  etc.  beigegeben  sind,  sowie  ins- 
besondere die  Formelntafeln,  um  für  preussisches  und  österreichisches 
Maass  die  Umwandlung  der  Formeln  sofort  vornehmen  zu  können,  sind 
überaus  nützlich  und  geben  dem  Constructeur  schon  wegen  dieser  An- 
ordnung einen  grossen  Vorzug  vor  ähnlichen  Werken,  oder  besser  gesagt: 
Formelzusammenstellungen  und  dadurch  entschieden  grössere  Brauch- 
barkeit. 

Ich  kann  dem  noch  hinzufügen,  dass  Schüler,  welche  auf  der  hiesigen 
polytechnischen  Schule  in  den  Maschinenbau  -  Cursus  eintreten  und  vorher 
weder  mit  Reuleaux'  Constructeur,  noch  mit  Redtenbacher's  Resultaten  des 
Maschinenwesens  irgendwie  bekannt  gewesen  sind,  und  mit  diesen  Hilfs- 
mitteln zum  Construiren  Anleitung  erhalten,  sich  fast  ohne  Ausnahme  mit 
dem  Constructeur  leichter  und  bequemer  forthelfen  können. 

Die  Einführung  von  Holzschnitten  in  einem  solchen  Werke  ist  immer 
eine  eigenthümliche  Sache,  der  ich  nicht  sehr  zugethan  bin.  Ich  mnss 
jedoch  gestehen,  dass  sie  als  eine  gelungene  zu  bezeichnen  ist,  wenn  auch 
hie  und  da  die  Schraffirungen  zu  stark,  die  Schatten  manchmal  unrichtig 
und  zu  schwarz  ausgefallen  sind  und  dadurch  der  Deutlichkeit  Abbruch 
geschehen  ist.  Ueberhaupt  ist  eine  gleichmässigere  Behandlung  der  Holz- 
schnitte, namentlich  in  Beziehung  auf  Feinheit  des  Striches,  wünschens- 
werth.  Daher  auch  demnächst  die  schwarzen  Flächen  mit  den  weissen 
Figuren  zu  verschwinden  haben  und  durch  geeignete  Zeichnungen,  welche 
mit  der  gesammten  Darstellungsweise  der  Maschinentheile  correspondiren, 
zu  ersetzen  sein  werden.  Druck,  Papier  und  sonstige  Ausstattung 
ganz  gut  ScHXJUDBB.  • 
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0«rb«rt,  die  Oeometrie  des  Boethiui  und  die  indiiohen  Ziffern.  Ein 
Versuch  in  der  Geschichte  der  Arithmetik  von  Dr.  G.  Friedlein. 
8.  60  Seiten  mit  6  lithographirten  Tafeln.  Erlangen ,  Verlag  von 
Theodor  Blaesing.  1861. 
Hauptzweck  der  uns  hier  zur  Besprechung  vorliegenden  Brochüre  ist, 
nachzuweisen ,  dass ,  was  man  in  der  Begel  als  Geometrie  des  Boethius  be- 
zeichne, gar  nicht  von  diesem  Schriftsteller  herrühre.  Wäre  diese  These 
richtig,  so  müsste  selbstverständlich  Alles  fallen,  was  man  für  die  Keunt- 
nitfse  der  Bömer  aus  jener  Schrift  herzuleiten  gesucht  hat.  Es  könnte  also 
beispielsweise  nicht  behauptet  werden,  wie  Referent  es  zu  verschiedenen 
Malen  ausgesprochen  hat,  dass  die  Kömer  die  sogenannten  apices  des  Boe- 
thius (Zahlzeichen,  welche  den  unsrigen  ziemlich  nahe  stehen)  besassen. 
Statt  dessen  behauptet  der  Verfasser,  jene  Geometrie  rühre  von  Gerbert 
her,  welcher  seine  Kenntnisse  ans  arabischen  Quellen  geschöpft  habe. 
Referent  hat  versucht,  eine  Widerlegung  dieser  Ansicht  zusammenzu- 
stellen, hat  sich  jedoch  bald  Überzeugt,  dass  eine  solche  nur  dann  allge- 
mein verständlich  und  zugleich  für  den  Leser  nicht  zu  ermüdend  ausfallen 
kann,  wenn  es  ihm  gestattet  ist,  neben  den  Resultaten  neuerer  Forschun- 
gen auch  die  Ergebnisse  seiner  früheren  Untersuchungen  nochmals  zu  be- 
nutzen. Eine  solche  Besprechung  müsste  aber  nothwendiger  Weise  den 
Raum  weit  Überschreiten,  den  wir  ihr  in  dieser  Zeitschrift  widmen  können. 
Referent  hat  sich  daher  entschlossen,  in  Gestalt  eines  eigenen  Buches 
zu  antworten,  welches  aber,  nm  es  gleich  hier  zu  bemerken,  nicht  wesent- 
lich polemischen  Inhaltes  sein  soll,  sondern  hauptsächlich  als  Zusammen- 
stellung alles  Dessen,  was  dem  Referenten  Über  Zahlzeichen  und  deren 
Geschichte  bekannt  wurde,  ihre  Berechtigung  6nden  dürfte. 

Cantor. 


Zur  allgemeinen  Theorie  der  Bewegung  der  Flttttigkeiten.    Eine  von  der 

philosophischen  Facultät  der  Georgia  Augusta  gekrönte  Preis- 

Schrift  von  Hermann  Hankel.     Göttingen ,  Dieterich*sche  Univ.- 

Buchdruckerei  (Fr.  Kästner). 

Die  von  der  philosophischen  Facultät  der  Göttinger  Universität  am 

4*  Juni  gestellte  Preisaufgabe  lautete:  y,Aequaliones  generales  moiui  fluidorum 

deierminando  inservienies  duobus  modis  exhiberi  possunl,  guorum  alter  Eulero, 

alier  Lagrangio  debetur,     Lagrangiani  modi  utilUates  adhuc  fere  penilus  neglecti 

clarissimus  Dirichlel  indicavil  in  commentalione  posluma  ,,de  problemaie  guodam 

hydrodynamico''*'  inscripla:  sed  ab  explicatione  earum  uberiore  morbo  supremo 

impi'dUus  esse  videlur,     Ilaque  postulal  ordo  theoriam  motus  fluidorum  aequatio- 

nibus  Lagrangianis  superslructam  eamque  eo  sallem  perductam^  ul  leges  nwlus 

rolalorii  a  clarissimo  Helmholtz  alio  modo  erutae  inde  redundenU*^  —  Was  die 

Arbeit  des  Verfassers  betrifft,  so  glaubt  Referent  nichts  besseres  darüber 

sagen  zu  können,  als  die  genannte  Facultät  selbst^  nämlicU:  ^^0\^  «maa^x- 
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ordentliche  mathematisch  •  physikalische  PretafVage  Über  die  Herl^ittnig 
der  Oesetse  für  die  Bewegung  von  Flüssiglceiten  and  insbsondere  für  die 
Wirbelbewegungen  aas  den  sogenannten  Lagrange^ischen  Gleichungen  ist 
durch  eine  Abhandlung  beantwortet  worden ,  welche  das  Motto  trägt :  tanlo 
uliliores  sunt  nolae,  quanlo  magis  exprhnunt  rerum  reiaUones.  Sie  giebt  rühm- 
liches Zeugniss  von  des  Verfassers  Fleiss,  seiner  Bekanntschaft  mit  den 
von  den  neueren  Mathematikern  ausgebildeten  Rechnungsroethoden  und 
der  erworbenen  Gewandtheit  in  deren  Handhabung«  Namentlich  enthült 
§.6  eine  elegante  Methode,  die  Grundgleichnngen  für  die  Bewegung  einer 
Flüssigkeit  bei  derjenigen  Betrachtung  dieser  Bewegung,  welche  gewöhn- 
lich nach  Lagrange  benannt  wird,  fttr  ein  ganz  beliebiges  Coordinaten- 
system  aufzustellen.  Bei  der  Entwickelnng  der  allgemeinen  Gesetae  der 
Wirbelbewegung  wird  freilich  Lagrange*s  Betrachtungsweise  ohne  Noth 
verlassen,  was  die  Folge  hat,  dass  die  einzelnen  Gesetze  durch  ganz  von 
einander  unabhängige  Betrachtungen  bewiesen  werden  müssen  und  auch 
ihr  Zusammeuhaug  mit  den  in  §.  14,  15  dargestellten  Untersuchungen  von 
Ciebsch  dem  Verfasser  entgeht.  Da  jedoch  der  Verfasser  bei  seinen  Be- 
weisen von  den  Lagrange*schen  Gleichungen  ausgeht,  so  kann  man  wohl 
auch  die  specielle  bei  der  Preisaufgabe  gestellte  Forderung  als  durch  diese 
Abhandlung  erfüllt  ansehen.  Die  erwähnte  Unvollkommenheit  und  einige 
leicht  zu  bessernde  Uebereilungsfehler  halten  daher  bei  dem  mancherlei 
Guten,  was  die  Abhandlung  enthält,  die  Facnltät  nicht  ab,  ihr  den  Preis 
zu  ertheilen,  doch  würde  der  Verfasser  verpflichtet  sein,  sie  nach  den  ge- 
machten Andeutungen  verbessert  vor  dem  Drucke  noch  einmal  vorzulegen." 
—  Die  ursprünglich  lateinische  Abhandlung  erscheint  hier  in  deutscher 
Ausgabe  mit  folgenden  Abänderungen:  „Der  im  Obigen  angeführte  §.  6 
stimmt  mit  §.  5  der  folgenden  Abhandlung  überein.  Die  citirteu  §§.  14,  15 
enthielten  im  Wesentlichen  das  in  der  Anmerkung  S.  45  der  vorlieg(*uden 
Schrift  angedeutete;  es  sind  diese  Paragraphen  weggelassen  worden  einer- 
seits wogen  mangelnden  Raumes,  andererseits,  weil  sie  bei  der  jetzigen 
Darstellung  ausser  Connex  mit  dem  Uebrigen  traten." 

Ueber  eine  besondere  Classa  der  symmetriicliai  Determinanten,    tnau- 
guraldissertetion  zur  Erlangung  der  philosophischen  Doctorwürde 
an  der  Universität  Leipzig;  voq  HermAlNN  Hankbl.    Göttingen, 
Dieterich^sche  Uni versitäts- Buchdruckerei  (Fr.  Kästner). 
Ueber  den  Inhalt  seiner  Abhandlung  sagt  der  Verfasser  Folgendes:  , 
„Mau  nennt  eine  Determinante:  > 

bekanntlich  dann  symmetrisch ,   wenn  die  symmetrisch  gegen  eine  Diago- 
gonale  deraclben  stehenden  Glieder  ^Vuicud^t  ^W\^^  %\twl^  also  «/^*  =  a4<'' 
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^f^ß^ßi^^i^t^^S^  <^\^  j 


\hU  —  So  häufig  nun  auch  symmetrische  Determinanten  in  den  verschie- 
densten Theilen  der  Algebra  und  Analysis  erscheinen,  so  gelingt  es  doch 
nar  selten,  ihren  Werth  auf  eine  einfache  Weise  durch  eine  Summe  oder 
ein  Product  darzustellen.  Es  schien  mir  daher  die  Untersuchung  einiges 
Interesse  zu  beanspruchen,  ob  nicht  eine  leichtere  Bestimmung  möglich 
sei,  wenn  die  Symmetrie  auf  irgend  eine  Weise  noch  vergrössert  würde. 
Unter  den  verschiedenen  möglichen  Annahmen  zeichnet  sich  eine  in  der 
Algebra  zuweilen  auftretende  Form  durch  einen  hohen  Grad  von  Symme- 
trie nnd  Eleganz  aus.  Setzt  man  nämlich  stimmtliche  Elemente ,  die  auf 
einer  Parallelen  zu  einer  Diagonale  liegen ,  gleich ,  so  wird  für  solche  De- 
terminanten somit  stets  a/*>  =  a,^<*')  sein ,  wenn  i -j-  Ar  =  i'  +  Ar'.  Die  Form 
dieser  symmetrischen  Determinanten  ist  sonach  die  folgende : 


«0 

«I 

df  •  .  <XJ«— 1 

«1 

«1 

flj  .  .  a„ 

• 

*      • 

^»4  '  •  ö*l+l 

«) 


''«-1  ö|i    «iH-l  Ö2H-2 

In  unmittelbarerem  Zusammenhange  mit  dieser  Form,  die  man  wohl 
als  orthosymmetrische  bezeichnen  kann,  steht  eine  andere;  setzt  man 
nämlich : 

so  unterscheidet  sich  die  orthosymmetrische  Determinante  dieser  a  nur  um 
einen  einfachen  Factor  von: 

1    tti    ffi  a,  .  .  .  .  (er,  .  .  fifii.i) 

1     Of    c(f  OTj  •  .  .  .  (ofj  .  .  «n) 

1    ag    iv,  «4 .  .  .  .  (or,  .  .  094.1) 


2) 


1     «n    «n  «H-l  ••(«»•••  «211—2) 

Es  hat  sich  nun  bei  der  Untersuchung  gezeigt ,  dass  auf  jede  ortho- 
symmetrische Determinante  eine  eigenthUmliche  Transformation  angewandt 
werden  kann,  die  in  vielen  Fällen  die  Darstellung  derselben  als  einfaches 
Product  möglich  macht.  An  diese  Werthbestimmungen  von  Determinanten 
schliesst  sich  die  Auflösung  linearer  orthosymmetrischer  Gleichnngs- 
Systeme  nothwondig  an.  Solche  Gleichnngssysteme  haben  ausser  dem 
ganz  selbstständigen  Interesse  noch  eine  gewisse  Wichtigkeit  für  die  Ent- 
wickelung  einer  nach  Potenzen  einer  Variabelen  fortschreitenden  nnend- 
l'chen  Reihe  in  einen  Kettenbruch,  dessen  Partialzähler  in  die  erste  Po- 
tenz der  Variabelen  multiplicirt  sind.  Es  zeigt  sich  nämlich,  dass  die 
Glieder  des  Kettenbruches  dargestellt  werden  können  als  Quotienten  ortho- 
symmetrischer Determinanten,  deren  Elemente  die  Coefficienten  der  Po- 
tenzreihe sind  und  dass  die  Coefficienten  der  Potenzen  der  Variabelen  in 
den  Näherungsnennern  des  Kettenbruchs  durch  die  Auflösung  orthosym- 
metrischer linearer  Oleichungssysteme  betitimmt  ^^t^%xi>^ 
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Referent  hat  hierzu  nur  zu  bemerken ,  dass  der  Verfasser  sich  durch- 
weg als  Kenner  der  Wissenschaft  und  als  gewandter  Analytiker'  zeigt, 
dessen  Untersuchungen  vielsoitiges  Interesse  gewähren;  Die  beiden  Erst- 
lingsarbeiten des  Verfassers  berechtigen  Übrigens  zu  der  Hoffnung,  dass 
sich  derselbe  als  Mathematiker  einen  eben  so  gut  begründeten  Ruf  erwer- 
ben wird ,  wie  ihn  sein  Vater  als  Physiker  längst  besitzt. 
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Recensionen. 

P.  Anoblo  Secchi.  Interna  alla  viia  e  alla  opere  del  P.  Giambat- 
tista  Pianciani  d.  c.  d.  G.  Roma  1862. 
Der  Nekrolog  eines  Lehrers ,  aus  der  Feder  eines  dankbaren  Scliülers 
stammend,  bietet  ein  doppeltes  Interesse  für  den  Leser,  insbesondere  wenn 
der  Name  des  Schülers  von  gutem  Klange  in  der  Wissenschaft  ist.  Einmal 
aollte  man  denken,  Niemand  sei  geeigneter,  die  Arbeiten  des  Lehrers  za 
beartheilen,  als  gerade  der,  welcher  aus  denselben  die  Nahrung  seines 
eigenen  Geistes  zog,  dann  aber  kommt  man  auch  leicht  wieder  zur  ent- 
gegengesetzten Ueberzeugung  und  ist  geneigt ,  an  der  Unparteilichkeit  des 
Kopfes  zu  zweifeln,  wo  das  Herz  in  so  gerechtfertigter  Weise  Partei  er- 
griffen hat.  Bei  meiner  Unbekanntschaft  mit  den  Schriften  des  Herrn 
Pianciani  (geboren  zu  Spoleto  den  27.  October  1784,  gestorben  zu  Rom  den 
28.  März  1802)  muss  ich  also  umsomehr  mein  Urtheil  über  die  vorliegende 
Erinnernngsrede  als  ein  nur  auf  ihr  selbst  als  Quelle  beruhendes  motiviren. 
Dann  scheint  aber  allerdings  die  Frage  des  Herrn  Secchi  begründet,  dass 
man  den  Leistungen  seines  Lehrers  und  Freundes  ausserhalb  Italien  nicht 
genügend  gerecht  geworden  sei.  Er  scheint  nämlich  schon  im  Jahre  1838 
die  principielle  Einheit  des  Lichtes,  der  Wärme  und  der  Eioktricität  als 
Wirkungen  eines  und  desselben  Aethers  ausgesprochen  zu  haben ,  während 
die  ausseritalienischen  Gelehrten  doch  wohl  mindestens  erst  zehn  Jahre 
später  ähnliche  Uoberzeugungen  zu  äussern  wagten.  Im  Interesse  der 
Geschichte  det  Wissenschaft  möchte  ich  deshalb  eigentliche  Physiker, 
welche  über  die  Sache  selbst  ein  competenteres  Urtheil  haben,  auf  die 
Schrift  aufmerksam  machen,  welche  jenen  Prioritätsanspruch  begründen 
•oll.  Es  sind  die  htüuzioni  fisico  chimiche  di  G,  B,  Pianciani,  Roma  1833—84, 
4  Bände.  8.  Ein  nachgelassenes  Werk  desselben  Verfassers  ist  ein  natur- 
wissenschaftlicher Commentar  zur  Genesis,  welcher  unter  der  Presse  be- 
findlich; doch  wohl  eine  Nennung  eher  verdient,  als  andere  derartige  Vor- 
suche,  da  Herr  Secchi,  dessen  ernste  Liebe  zur  Wissenschaft  hinreichend 
bekannt  ist,  ausdrücklich  erwähnt,  man  habe  es  hier  nicht  mit  einem  sol- 
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eben  Werke  zu  thun,  das  an  die  römischen  Augam  erinnere,  die  ohne  lu 
lachen  sich  gegenseitig  nicht  betrachten  können.  Cahtor. 


Onindsttge  der  höheren  Kathematik  nebtt  Anwendungen  derselben  auf 
Kechanik.  Für  Techniker  dargestellt  von  H.  Tei^lkampf,  Eisen- 
bahn baaconductenr  zu  Hannover.  Hannover,  G.  Rümpler. 
Was  der  Verfasser  mit  seiner  kleinen  (10  Bogen  umfassenden)  Arbeit 
beabsichtigt  hat,  zeigen  folgende  Worte  der  Vorrede:  „Die  vorliegende 
Schrift  hat  den  Zweck,  eine  möglichst  kurze  und  klare  Uebersicht  der- 
jenigen Theile  der  höheren  Mathematik  zu  geben ,  deren  Kenntniss  wegen 
ihrer  Anwendung  in  der  Mechanik  und  Maschinenlehre  fttr  den  Techniker 
vorzugsweise  wichtig  ist.  Es  sind  daher  im  Nachstehenden  alle  Betrach- 
tungen und  üntersnchungen  ausgeschlossen  geblieben,  welche  nur  fftrden 
Mathematiker  von  Fach  Interesse  haben ,  aber  dem  Techniker  hiufig  wegen 
ihrer  Schwierigkeit  und  scheinbaren  Nutzlosigkeit  das  Studium  der  Wissen- 
Schaft  nur  verleiden.  Diese  kleine  Schrift  soll  also  zeigen,  wie  einfaek 
und  wenig  umfassend  die  Grundztige  der  höheren  Mathematik  sind, 
insoweit  deren  Kenntniss  für  die  in  der  Technik  vorkommenden  Anwen- 
dungen vollständig  genügt.**  Wie  man  sieht,  geht  der  Verfasser  von  dem 
Grundsätze  aus :  „der  Techniker  braucht  nicht  mehr  Mathematik  zu  lernen, 
als  der  gegenwärtige  Znstand  der  Technik  verlangt^*  —  und  es  wäre  nur 
consequent,  wenn  der  Verfasser  sein  Princip  verallgemeinerte  und  sagte: 
„es  ist  doch  rechter  Unsinn,  dass  die  Theologen  Lateinisch,  Grieehiiek 
und  gar  noch  Hebräisch  lernen  müssen,  denn  Predigten,  Tauf- und  Grab* 
reden  werden  nur  in  der  Muttersprache  gehalten ;  es  ist  gleichfalls  Thier- 
quälerei,  den  Juristen  Griechisch  aufzunöthigen,  denn  Institutionen  und 
Pandekten  sind  lateinisch,  Sachsenspiegel  etc.  deutsch  geschrieben;  afli 
tollsten  aber  ist  es  bei  den  Medicinern ,  die  wahrhaftig  nur  so  viel  Latein 
brauchen ,  um  ein  Recept  verschreiben  zu  können.**  Dem  Verfasser  scheint 
wirklich  unbekannt  zu  sein,  dass  der  Staat  jene  scheinbar  übertriebenen 
Forderungen  aus  einem  sehr  guten  Grunde  stellt,  nämlich  im  Interesse  der 
allgemeinen  Bildung.  Wer  nicht  mehr  weiss,  als  gerade  sein  s]^ 
cieller  Berufszweig  erfordert,  der  ist  ein  Handwerker  in  seinem  Fach;  ein 
Ingenieur  dieses  Schlages  ist  nur  ein  höherer  Maurerpolier ,  beschränkt  in 
seinem  Gesichtskreis,  beschränkt  in  seinem  ürtheil.  Leider  verbietet  ei 
der  ganze  Studiengang  der  Techniker,  letzteren  eine  classische  Bildung 
beizubringen,  man  muss  sich  daher  mit  einem  Surrogate  behelfen,  and 
dieses  Ersatzmittel  ist  die  mathematisch  -  naturwissenschaftliche  Bildung. 
Beferent  weiss  recht  wohl ,  dass  die  Techniker  während  der  Praxis  einen 
guten  Theil  ihres  mathematischen  Wissens  ebenso  versohwitien ,  wie  der 
vielbeschäftigte  Arzt  sein  Griechisch ,  er  hält  aber  trotzdem  eine  tücbtige 
mathemAÜsche  Uebung  fttr  nothwendig,  um  die  jungen  Leute  an  Abstrac- 
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tionen  und  an  exactes  Denken  zu  gewöhnen.  Referent  weiss  ebenso,  dass 
die  Theorien  der  Planetenbewegung,  der  gegenseitigen  Anziehung  etc. 
dem  Maschinenbaaer  keinen  mit  Händen  greifbaren  Vortheil  gewähren ,  er 
trägt  sie  aber  doch  vor,  um  die  Anschauungen  der  Schüler  über  den  ordi- 
nären Kreis  des  industriell  Nützlichen  hinans  zu  erweitern,  und  er  sieht 
jedes  Jahr  mit  Vergnügen,  dass  die  Mehrzahl  der  Zuhörer  gerade  diesen 
Partien  der  analytischen  Mechanik  besonderes  Interesse  schenkt  und  sich 
freut,  die  vielleicht  saure  Mühe  der  vorhergegangenen  mathematischen 
Studien  durch  einen  so  tiefen  und  verhältnissmässig  wenig  Sterblichen  er- 
reichbaren Einblick  in  den  Bau  des  Weltalls  belohnt  zu  sehen.  Diese  Er- 
weiterung des  Gesichtskreises  aber  bleibt,  auch  wenn  der  spätere  Prak- 
tiker die  Differentialgleichungen  der  Centralbewegung  nicht  mehr  so  gut 
integriren  kann,  als  er  es  im  letzten  Examen  verstand.  -—  Das  Princip 
des  Verfassers  ist  übrigens  noch  aus  einem  ganz  praktischen  Grunde  un- 
zulässig. Wenn  ein  Techniker  das  für  die  Technik  erforderliche  Pensum 
von  Mathematik,  Physik  etc.  normiren  will,  so  nimmt  er  unwillkürlich  den 
Maassstab  hierzu  aus  der  Zeit,  in  der  er  gerade  lebt,  und  aus  den  An- 
forderungen, die  seine  Oberbehörde  an  ihn  stellt.  So  würde  z.  B.  der  Ver- 
fasser vor  20  Jahren  es  höchst  unbillig  gefunden  haben ,  von  Eisenbahn- 
ingenienren einige  Kenntnisse  von  der  Elektricität  und  dem  Magnetismus 
(etwa  das  Ohm'sche  Gesetz)  verlangen  zu  wollen;  heut  zu  Tage,  wo  der 
elektrische  Telegraph  zu  den  nothwendigen  Requisiten  eines  Schienen- 
weges gehört,  ist  das  ganz  in  der  Ordnung.  Aehnlich  verhält  es  sich  mit 
dem  zweiten  Pnnkte.  Die  vom  Verfasser  gegebenen  81  Seiten  höhere  Ma- 
thematik reichen  vielleicht  aus,  um  königl.  hannoverischer  Eisenbahn- 
baaconducteur  zu  werden,  ob  man  es  aber  damit  zum  herzogl.  brann- 
Bchweigischen  Sectionsingenieur  bringen  kann,  ist  eine  ganz  andere 
Frage,  die  Referent  im  Hinblick  auf  die  vorzügliche  mathematische  Bil- 
dung des  braunschweigischen  Oberingenieurs  (Banrath  Scbeffler)  sehr 
bezweifeln  mnss.  In  der  That  wird  auch  der  Inhalt  der  vorliegenden 
Schrift  keinem  Techniker  genügen ,  der  nicht  blos  handwerkern ,  sondern 
sieh  durch  das  Lesen  von  Zeitschriften  fortbilden  und  au  courani  erhalten 
will.  Die  neueren  Untersuchungen  von  Grashof,  Winkler  etc.  Über 
die  Festigkeit  verlangen  weit  mehr  Mathematik,  als  der  Verfasser  giebt 
(unter  Anderem  mehrfache  Integrale);  ja  nicht  einmal  die  einfache  Theorie 
der  Korbelbewegung,  die  ein  Maschineningenieur  doch  ohne  Zweifel  ken- 
nen mnss,  lässt  sich  mit  des  Verfassers  Buche  erledigen,  denn  hierzu  ge- 
hört die  Integration  einer  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung,  wovon 
gar  nichts  im  Buche  steht  Ebenso  geht  es  bei  verschiedenen  anderen  ganz 
gewöhnlichen  Partien  der  Maschinenlehre,  von  tieferen  Untersuchungen 
(etwa  wie  Redtenbacher's  über  die  Bewegung  der  Locomotive)  gar 
nicht  zu  reden.  Nach  diesen  Beispielen ,  deren  Zahl"  leicht  zu  vergrötsem 
wäre,  hält  sich  Referent  zu  dem  Ausspruche  berechtigt,  dass  der  Ver- 
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fasser,  obschon  er  —  oder  vielieicht,  weil  er  zu  sehr  —  Techniker  ist, 
die  Bedürfnisse  eihes  intelligenten  und  strebsamen  Praktikers  gar  nicht 
genau  genug  kennt ,  um  sich  mit  der  Begrenzung  and  Erfüllung  derselben 
befassen  zu  dürfen. 

Fast  noch  unglücklicher  als  der  Grundgedanke  der  Schrift  ist  die 
Ausführung  der  einzelnen  mathematischen  Lehren,  wie  die  folgenden 
Proben  zeigen  werden. 

In  §.  6  will  der  Verfasser  den  Orenzwerth  von  ( 1  H j     für  i^iend- 

lieh  wachsende  ganze  positive  u  ableiten ;  er  geht  zu  diesem  Zwecke  von 
der  Gleichung  aus 

v  + «;=*+'+— 2-+ — -2T8 — +••• 

•"■*■  2.3...(«— 1) 

2  .  3.  ..ti 
und  sagt  dann:  „wenn  darin  für  u  der  Werth  +  00  substitnirt  wird,  so  e^ 
hftlt  man 

6  +  -)"=  i  + 1  +  4  +  -^  +  -4—  +  •  •  • 

\         uj  »1^1  ^2.3      2.8.4 

Durch  Addition  einer  hinreichenden  Anzahl  von  Gliedern  dieser  stark  eon- 
vergenten  Reihe  crhttlt  man  u.  s.  w."  Hierin  stecken  bereits  zwei  Fehler. 
Es  ist  allerdings  klar ,  dass 

Lim  —  =  Lim  —  =  Lim  —  . . .  =  Lim  —  =  0 
u  u  u  u 

sein  musfl,  aber  nur,  wenn  k  nicht  von  u  abhängt;  bei  den  Endgliedern 
des  binomischen  Satzes,  welche  der  Verfasser  wohlweislich  nicht  hin- 
schreibt, ist  diese  Bedingung  nicht  erfüllt  und  daher  der  ganze  Beweis 
illusorisch.  Oleich  darauf  nennt  der  Verfasser  die  Reihe  2  +  4"(~j-4~  <^ 
stark  convergent  — ;  was  weiss  denn  der  angehende  Techniker  von  der 
Convergenz  einer  Reihe?  und  wenn  nun  auch  die  ersten  10  Glieder  der- 
selben e  =  2,71828  liefern,  wer  bürgt  denn  dafür,  dass  die  unendlich 
vielen  weggelassenen  Glieder  zusammengenommen  nicht  ein  paar  Hundert 
Einheiten  ausmachen? 

Bei  der  mehrmaligen  DüTerentiation  heisst  es :  „diesen  Aasdmck  für 

dy  {nKmlich /^(o:)  </a;]  kann  man  nochmals  differentiiren ,  wobei  man,  der 

Bequemlichkeit  wegen,  dx  als  constant  anzunehmen  pflegt.**   Dieser 

Passus  beweist  schlagend,  dass  der  Verfasser . nicht  einmal  die  Grundbe- 

griffe  der  Anaijsis  versteht ,  denii  auz  diesen  folgt  mit  Nothwendigkeit, 
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das«  dx  als  constant  oder  als  variabel  angesehen  werden  mnss,  je  nach- 
dem X  unabhängig  variabel  ist  oder  nicht. 

Um  den  Taylor'schen  Satz  zu  erhalten,  benutzt  der  Verfasser  den  Sat^ 

(«  dxY  (i  -  i) 

ax +ndx)= fix) + ^  A*)  +  — rV     f'^^'^ 

+ f   (a:)  + . . . 

1.2.3  I     \   f-r 

und  sagt:  „wenn  man  die  Zahl  n  unendlich  gross  nimmt,  so  wird  ndx 
gleich  einer  endlichen  Grösse  sein  müssen  etc.,"  d.h.  mit  an- 
deren Worten:  jedes  Product  aus  einer  unendlich  grossen  ganzen  Zahl 
und  einer  unendlich  kleinen  Zahl  ist  eine  endliche  Grösse. Gleich 

s 

darauf  erfahrt  man,  dass  jede  beliebige  Function  von  x  mittelst  des 
Maclaurin^schen  Satzes  in  eine  nach  Potenzen  von  x  fortschreitende  Reihe 
verwandelt  werden  kann.  Was  wird  denn  der  Verfasser  sagen ,  wenn  ihm 
ein  junger  strebsamer  Techniker  zeigt,  dass  der  Maclaurin^sche  Satz  bei 

vielen  naheliegenden  Functionen,  wie  z.B.  e^ ^  log  (1+K^)  etc.,  zu  wider- 
sinnigen Resultaten  führt? 

Die  Integration  entwickelter  Functionen  ist  auf  4H  Seiten  abgemacht; 
der  Integration  von  Differentialgleichungen  ist  gerade  eine  Seite  gewidmet, 
wobei  aber  nur  etwas  von  den  totalen  Differcntialgleiclinugen  gefaselt 
wird,  die  bekanntlich  sehr  selten  vorkommen. 

Diese  Proben  mögen  hinreichen.  Ans  ihnen  geht  hervor,  dass  der 
Verfasser  die  zahlreichen  sehr  begründeten  Einwendungen,  welche  seit 
einer  Reihe  von  Jahren  gegen  die  älteren  Methoden  gemacht  worden  sind, 
entweder  gar  nicht  kennt  oder  wenigstens  nicht  verstanden  hat,  und  dass 
er  eben  deswegen  die  strengen  Begründungen  der  Neuzeit  für  unnütze 
Haarspaltereien  ansieht.  Endlich  muss  es  als  Unkenntniss  der  Literatur 
gerügt  werden ,  wenn  der  Verfasser  seine  Methoden  für  neu  halten  sollte, 
wie  es  fast  scheint. 

Die  Sprache  des  Handwerkes  hat  ein  gutes  und  bezeichnendes  Wort 
für  den,  der  sich  in  ein  ihm  fremdes  Arbeitsgebiet  hineinwagt;  sie  nennt 
ihn  einen  Pfuscher.  Auch  des  Verfassers  Arbeit  ist  nichts  als  eine  jäm- 
merliche Pfuscherei,  vor  welcher  hiermit  gewarnt  sein  mag.  Dem  Ver- 
fasser aber  geben  wir  den  Rath,  bei  dem  Eisonbahnbau  zu  bleiben  und  die 
mathematische  Schriftstellerei  den  Mathematikern  zu  überlassen. 

ScilLÖMILClI. 
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XFntertaehungeii  fiber  CarTen  UUierer  OrdnmigoB  md  GUimb. 

Von  Dr.  Sarres.   Wittenberg,  in  Commission  bei  Herros^.  1801 

4.  20  Seiten. 
Die  vorliegende  Schrift  beschäftigt  sich  mit  der  linearen  Generation 
algebraischer  ebener  Carven,  oder  vielmehr  gewisser,  durch  die  Existens 
von  vielfachen  Punkten  ausgezeichneter  Art^n  derselben;  sie  gehört  also 
zu  den  nun  ziemlich  zahlreichen  Arbeiten  der  neueren  Zeit,  welche  Ar 
die  Theorie  und  Construction  der  Curven  höherer  Orade  die  Omndvor- 
stellungen  der  neueren  Geometrie  verwerthen,  die  Elementargebilde, 
welche  von  Steiner  und  Chasles  in  die  Wissenschaft  eingeführt  worden. 
Wenn  wir  E.  de  Jonqni^res*  ^yEssai  mr  la  Generation  des  Courbes  geo- 
meiriques^''  {Parts  1858)  als  die  bedeutendste  und  keimkrftftigste  dieser  Ar- 
beiten bezeichnen  müssen,  so  verdient  doch  die  gegenwärtige  Betrachtung 
analoger  Fragen  von  einem  minder  umfassenden  Gesichtspunkte  aas  gleich- 
falls das  Interesse  mathematbcher  Leser.  Während  nämlich  jene  des 
wahrhaft  organbchen  Grundgedanken  von  Büscheln  von  Cnrven ,  die  ein- 
ander nach  gleichem  Doppelschnittsverhältniss  oder ,  wie  man  statt  desaei 
sagen  darf,  linear  entsprechen,  überall  zur  Anwendung  bringt,  —  eine 
Vorstellung ,  welche  allen  Verehrern  Steiner^scher  Arbeiten  längst  geläufig 
ist,  —  so  beschränkt  sich  die  vorliegende  Schrift  auf  die  Betrachtang  der 
Elementargebilde  erster  Stufe,  der  geradlinigen  Pnnktreihen  nnd  Strahl* 
büschel  und  verlegt  die  Quelle  höherer  Formen  in  die  Art  des  Entspre- 
chens;  dasselbe  ist  nicht  wie  dort  ein  einfaches  nnd  lineares,  sondern  ein 
vielfaches  oder  ein  Entsprechen  von  höherem  Grade. 

Der  Verfasser  geht  aus  von  den  Begriffen  eines  »fachen  Strahl- 
büschels und  einer  n  fachen  Geraden  —  für  welche  letztere  wir  die  Be- 
zeichnung ft  fache  Punktreihe  vorziehen  würden  — ;  er  definirt: 

3.  „Wenn  ein  beweglicher  Punkt  eine  Curve  nter  Ordnung 
durchläuft  und  ein  Strahl  eines  Strahlbüschels,  dessen  Mittelpunkt 

^  in  der  Ebene  der  Curve  aber  nicht  auf  derselben  liegt,  immer  durch 
denselben  hindurchgebt,  so  hat  sich  der  Strahl  um  nis  gedreht, 
wenn  der  Punkt  die  ganze  Curve  durchlaufen  hat.*^ 

4.  „Schneidet  eine  bewegliche  Tangente  einer  Curve  nter 
Classe  eine  Gerade,  welche  die  Curve  nicht  berührt,  in  einem  Punkt, 
so  durchläuft  der  Punkt  die  Gerade  nmal,  während  die  Tangente 
die  Curve  umhüllt." 

Bei  beiden  Definitionen  ist  erforderlich,  imaginäre  Paukte  und  Ge- 
rade in  Betracht  zu  ziehen ;  mit  ihnen  übersieht  man  sofort  die  Richtigkeit 
des  Satzes:  7.  Zwei  projectivische  Strahlbüschel,  ^eren  eines  p fach,  das 
andere  ^fach  ist  und  die  sich  in  schiefer  Lage  befinden,  erzeugen  durch 
die  Schnittpunkte  ihrer  entsprechenden  Strahlen  eine  Curve  von  {p+g)tBt 
Ordnung,  in  welcher  der  Mittelpunkt  des  ersten  ein  ^facher,  der  des  zwei- 
teü  Bäßcbeh  ein  /^facher  Punkt  ist.    Der  ihm  dualistisch  entsprechende 
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8«to  ist  leicht  zu  bilden.  An  dem  speciellen  Falle  einer  Curve  vierter 
Ordnung  wird  derselbe  einer  nützlichen  genauem  Untersnchnng  unter- 
worfen, aus  welcher  hervorgeht,  dass  die  so  erzeugten  Curven  vierter 
Ordnung  solche  mit  3  Doppelpunkten  oder  von  sechster  Classe  sind;  sie 
sind  durch  8  Punkte  bestimmt,  unter  denen  die  3  Doppelpunkte  sich  be- 
finden ,  also  durch  11  statt  durch  14  einfache  Punkte. 

Es  folgen  die  Anwendung  auf  Curven  dritter  Ordnung  und  die  Ent- 
wiekelung  einer  anderen  Ausdrncksweise  der  allgemeinen  Sätze,  welche 
wir  durch  Wiedergabe  des  Satzes  12)  hier  repräsentiren  wollen:  12.  „Be- 
rtthren  die  3  Seiten  eines  veränderliehen  Dreiecks  einzeln  und  der  Reihe 
nach  3  Curven  von  pter,  ^ter,  rter  Classe,  und  bewegen  sich  dabei 
2  Ecken  desselben  auf  2  Curven  von  ^ter  und  Her  Ordnung,  so  beschreibt 
die  dritte  Ecke  einer  Curve  von  2p qr stier  Ordnung.'* 

Dies  Beispiel  reicht  hin,  um  zu  erkennen,  dass  die  neuen  Sätze  aus 
den  alten  auf  dieselbe  Weise  hervorgehen,  wie  der  bekannte  Satz  von 
Maclaurin  über  die  Beschreibung  der  Kegelschnitte  durch  Bewegung  eines 
veränderlichen  Dreiecks  —  es  ist  der  Satz  12)  farp  =  9=r=<=5/=l  — 
aas  der  Erzeugung  der  Kegelschnitte  als  Durchschnittsort  entsprechender 
Strahlen  zweier  einfacher  Strahlbfischel.  Sätze  dieser  Art,  allgemeiner, 
als  die  von  Maclaurin  herrtihrenden ,  sind  übrigens,  wie  beiläufig  erwähnt 
werden  mag,  z.  B.  schon  von  O.  Salmon  im  j^Treatise  onihe  higher  plane 
Curve^*"  1852  (Art  267)  gegeben  worden. 

Nützlich  ist  es,  zu  bemerken,  wie  alle  diese  Betrachtungen  die  ana- 
IjrtiHche  Ausdrucksweise  höchst  einfach  gestalten,  ja  dieselbe,  wie  uns  be- 
dünken will,  verlangen;  wenn 

y — y=ik{x — X*)  und  y  —  y"=.Hx  —  x")  oder  a  =  kßj  a  =  ly 
Bwei  Gerade  repräsentiren ,  die  durch  die  festen  Punkte  {x\y)j  (p^'\y') 
oder  («9 /3),  (ff»y)  respective  hindurchgehen,  so  drücken  sie  insbesondere 
einfache  projectivische  Strahlbüschel  aus,  wenn  die  unbestimmten  Coeffi- 
cienten  Ar,  /  durch  die  allgemeine  Relation  des  ersten  Grades 

Akl'\'Bk  +  Cl+D  =  ^ 
verbunden  sind,  und  die  Elimination  von  k  und  /  zwischen  den  drei  ent- 
sprechenden Gleichungen  liefert  die  Gleichung  des  Kegelschnitts,  welcher 
der  Durchschnittsort  beider  Büschel  ist.  Denkt  man  das  erste  Büschel  als 
ein  zweifaches ,  so  tritt  an  Stelle  der  linearen  Relation  eine  solche ,  welche 
in  Bezug  auf  /  vom  ersten ,  in  Bezug  auf  k  vom  zweiten  Grade  ist  und  die 
analoge  Elimination  liefert  die  Gleichung  der  entstehenden  Curve  dritter 
Ordnung.  Man  kann  dies  analytische  Verfahren  ebenso  leicht  weiter  fort- 
setzen, als  vielfach  modificiren;  es  ist  wohl  geeignet,  auch  bei  bekanntea 
Curven  neue  Resultate  zu  liefern,  sei  aber  hier  nur  deshalb  angedeutet, 
weil  es  in  der  That  neues  Licht  auf  die  Grund  Vorstellungen  unseres  Ver- 
fassers wirft« 

Im  letzten  Abschnitte  der  Schrift  zeigt  derselbe,  welche  Curven  ent- 
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stehen ,  wenn  auf  beweglichen  Geraden ,  die  von  festen  Cnrren  oder  Ge- 
raden geschnitten  sind ,  solche  Punkte  verzeichnet  werden ,  die  mit  irgend 
drei  der  schon  vorhandenen  in  einem  gegebenen  Doppelschnittsverhältoi» 
oder  im  harmonischen  Verhältniss  stehen;  auch  der  Znsammenhang  die- 
ser Erzeagnng  mit  derjenigen,  welche  Gegenstand  des  Vorhergehenden 
ist,  wird  erörtert.  Wir  führen  nnr  den  letzten  nnd  allgemeinsten  dieser 
Sätze  an:  20.  Schneidet  die  bewegliche  Tangente  einer  festen  Curve  nter 
Classe  eine  feste  Curve  mter  Ordnung  in  m  Punkten  und  bestimmt  man  auf 
derselben  die  3  vierten  harmonischen  zu  je  drei  von  diesen  m Punkten,  so 
beschreiben  diese  so  bestimmten  Punkte  eine  Curve  von  n.m (ifi—l)(m— 2) ter 
Ordnung,  während  der  Umhüllung  der  Curve  itter  Classe. 

Er  zeigt  genügend,  dass  diese  Sätze  im  engsten  Zusammenhange  mit 
einer  Gruppe  von  denen  stehen,  welche  Steiner  in  seiner  grossen  Arbeit 
„lieber  algebraische  Curven  etc/*  im  47.  Bande  von  Crelle's  Jonmal  mit- 
getheilt  hat.  (Man  vergleiche  insbesondere  §.  26,  27.)  Im  50.  Bande  des- 
selben Journals  hat  E.  de  Jonqui^res  diese  Sätze  und  die  von  Steiner  ge- 
legentlich derselben  vorgelegten  Aufgaben  geometrisch  nntersneht  und  ist 
dabei  zu  schätzbaren  neuen  Resultaten  gelangt.  Auch  eine  frühere.  Ab* 
handlung  desselben  Autors  im  Aprilheft  des  Lionville^schen  Joamals  von 
1861  bewegt  sich  in  dem  reichen  Gedankenkreise  dieser  Steiner'schen  Arbeit. 

Wer  das  Studium  dieser  Abhandlungen  mit  dem  der  vorliegenden 
Schrift  verbindet,  wird  viel  von  dem  Geiste  der  reinen  Geometrie  in  sieb 
aufnehmen  können.  Wilh.  Fiedler. 


Die  Lehre  der  geometrischen  Beleaehtangsoonitniotionen  und  deren  Aa- 
wendnng  auf  das  technitohe  Zeichnen.    Für  technische  Lehr- 
anstalten und  zum  Selbstunterrichte  verfasst  von  Franz  Tilscheb. 
gr.  8.    255  Seiten.      Mit  einem  Atlas  von  XIV  Tafeln.     Wien, 
Gerold.    1862. 
Das  vorliegende  Werk  rauss  als  eine  wichtige  Erscheinung  auf  dem 
Gebiete  der  Anwendungen  der  darstellenden  Geometrie  bezeichnet  werden. 
Der  wissenschaftliche  Sinn,  ans  welchem  es  entsprang,  verdient  ebenso 
sehr  untrere  Anerkennung,  als  der  Fleiss  und  die  Sorgfalt  der  Ausführung. 
Wenn  wir  ihm  nur  eine  kurze  Besprechung  widmen ,  so  geschieht  es  in 
der  Erwägung,  dass  Constructionsmethoden  angewandt  nnd  geübt,  mehr 
als  besprochen  zu  werden  verlangen.     Wir  versuchen  aber  in  der  Kürse^ 
seine  Stellung  unter  den  in  dem  behandelten  Gebiete  concnrrir enden  Ar- 
beiten und  seinen  Inhalt  zu  charakterisiren. 

Unter  allen  Zweigen  der  darstellenden  Geometrie  in  ihrer  Anwendung 
auf  das  technische  Zeichnen  sind  unstreitig  Schattenconstruction  nnd  Per- 
spective am  wenigsten  gefördert  worden;  man  hat  sie  immer  mehr  als  An- 
fange  und  Bestandtheile  künstleikcUer  Auffassung  denn  als  Nothwendig- 
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keiten  technischer  Darstellungen  behandelt.     Was  —  um  von  der  Dar- 
stellang  der  Schatten  allein  zn  sprechen  —  eine  sorgsame  nnd  feinsinnige 
Beobachtung  der  Erscheinungen  lehrte,  ist  in  Hegeln  zusammengestellt 
worden,   nach   denen  zwar   auch  nur  die  Arbeit  der  von  künstlerischem 
Verständniss  geleiteten  Hand   —   und   nicht  die  peinlich  genaue  Nach- 
aclitung  allein  —  Schönes  und  Wahres  hervorbringen  kann,  deren  hoher 
Werth  darum  aber  doch  nicht  verkannt  werden  soll.   Die  Anwendung  der- 
selben auf  die  Darstellung  räumlicher  Formen  durch  die  Parallelprojection 
und  die  Beschränkung  auf  sie  bei  der  Ermittelung  der  Lichtvertheilnng  in 
der  entsprechenden  Schattenconstruction  muss  jedoch  dem  Denkenden  so- 
fort als  total  unzulässig  erscheinen,  schon  aus  dem  einen  Orunde  —  wie 
noch  aus  vielen  anderen  — ,  weil  sie  den  Beobachtungen  des  Auges  ent- 
nommen sind,  indess  die  Parallelprojection  selbst  nichts  weniger,  als  eine 
Nachahmung  des  Sehprocesses  und  die  durch  sie  geschaffenen  Zeichnungen 
nichts  weniger,  als  eine  Wiedergabe  gesehener  oder  sichtbarer  Dingo  sind. 
Und  wir  halten  ihre  Anwendung  in  der  Perspective ,  so  weit  sie  nicht  dem 
Künstler  dienen  soll ,  für  nicht  minder  verwerflich :    Sie  ist  immer  auch  da 
die  Verbindung  einer  empirischen  Beobachtung  mit  einer  auf  abstracten 
Voraussetzungen   bernhenden   Darstellung.     Die  geometrische  Natur  der 
technischen  Darstellungsmethoden  fordert  eine  ebenso  geometrische  Auf- 
fassung der  an  ihnen  denkbaren  Beleuchtungserscheinungen;   die  Forde- 
rung der  Construirbarkeit   bedingt  die  einfachsten  Voraussetzungen,    die 
natürliche  Fülle  der  Erscheinungen,  wie  sie  durch  die  lichtzerstreuende 
und  farbengebende  Wirksamkeit  der  Oberflächen,   durch  die  unvollkom- 
mene Durchsichtigkeit  der  Luft,  durch  den  inneren  eigenthümlichen  Pro- 
cess  der  leuchtenden  Bewegung  selbst  etc.  hervorgerufen  wird,   entzieht 
sich  vollständig  der  geometrischen  Construction ,  ja  überhaupt  der  mathe- 
matischen Bestimmung. 

Dem  Kenner  der  auf  die  Schattenconstruction  bezüglichen  Literatur 
kann  nicht  entgehen,  dass  es  ihr,  wenn  auch  nicht  an  der  Aufstellung  sol- 
cher einfacher  Voraussetzungen  über  den  Vorgang  der  Beleuchtung,  doch 
an  ihrer  consequenten  und  ausschliesslichen  Durchführung  fehlt;  er  findet 
überall  viel  zu  früh  die  Entwickelung  solcher  Consequenzen  verlassen  und 
an  ihre  Stelle  empirische  Regeln  vorgetragen,  die  bei  aller  Trefflichkeit 
hier  nicht  Ersatz  zu  leisten  vermögen.  Man  construirt  die  Grenze  des 
Selbst-  oder  Körperschattens  und  die  Form  des  Schlagschattens,  und  dazu 
etwa  die  hellsten  Stellen  des  beleuchteten  Theils;  aber  nur  bei  wenigen 
einfachen  Beispielen,  wie  bei  der  von  einem  leuchtenden  Punkte  beleuch- 
teten Ebene  und  bei  der  Kugelfläche,  stützt  man  die  Abstufung  des  Selbst- 
schattens auf  die  Betrachtung  von  Linien  gleicher  Intensitäten;  für  die 
numerische  Bestimmung  derselben  als  Grundlage  der  wirklichen  Schatton- 
gebung  und  für  die  Auffindung  der  Intensitätscurven  für  gegebene  nume- 
rische Werthe  der  Intensität  ist  ungemein  wenig  gethan.   In  det  Tb.«.^d.Vft»k 
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mnss  erwähnt  werden,  waren  M.  OliTier'i  Betrachtungen  Über  die  Be- 
stimmung von  Punkten  gleicher  und  bestimmter  Intensität  {DäveloppemetUg 
de  geometrie  descriptipe,  p.  103)  sehr  wenig  geeignet,  zur  constructiTen  Aus- 
ftthrung  anzuregen.  Für  die  speciellen  Arten  krummer  Flächen ,  welche 
in  technischen  Anwendungen  eine  wichtigere  Rolle  spielen,*  vereinfacht 
sich  allerdings  das  Problem  beträchtlich  und  es  mögen  Lösungen  desselben 
mehrfach  als  Grundlagen  der  Schattenconstmction  angewendet  worden 
sein',  ohne  in  der  Literatur  ihren  Ausdruck  für  die  Wissenschaft  gefunden 
zu  haben;  der  Unterzeichnete  darf  in  diesem  Sinne  Tielleicht  anführen, 
dass  ihm  seine  schärfere  geometrische  Entwickelung  der  Centralprojection 
und  die  mit  ihr  verbundene  eigenthümliche  Auffassung  und  Benutzung  un- 
endlich femer  Elemente  Anlass  und  Mittel  zur  Behandlung  solcher  Fragen 
wiederholt  geboten  hat. 

Der  Verfasser  des  vorliegenden  Werkes  hat  die  Darstellung  der  In- 
tensitätslinien nach  zweckmässig  bestimmten  Scalen  für  alle  die  Flächen 
vollständig  durchgeführt,  welche  in  der  Technik  eine  Rolle  spielen.  Er 
geht  dabei  von  deutlichen  und  einfachen  Grundvorstellungen  ans  und  ftihrt 
dieselben  durch  das  Ganze  seines  Werkes  consequent  hindurch ;  die  Ent- 
wickelungen  sind  klar  und  zweckmässig,  nach  ihrer  Ausdehnung,  wie 
nach  ihrem  sachlichen  Inhalt  und  ihrer  Vortragsform;  einzelne  sprachliche 
Eigenheiten  stören  das  Verständniss  nicht.  In  einer  ersten  Abtheilnng 
wird  von  der  Bestimmung  und  Darstellung  der  Beleuchtungserscheinungen 
im  Allgemeinen,  in  der  zweiten,  dem  Hanpttheil  des  Werkes,  von  der  Be- 
stimmung und  Darstellung  der  Beleuchtungserscheinungen  an  besonderen 
gegebenen  Objecten  gehandelt.  Die  letztere  zerfällt  in  sechs  Capitel, 
welche  überschrieben  sind :  I.  Punkte ,  Linien ,  Ebenen  und  Polyeder. 
Dazu  eine  Anmerkung.  Nach  dem  oben  Gesagten  bedarf  es  keiner  Er- 
läuterung mehr,  wenn  wir  in  der  Einführung  der  Modificationslinie  mehr 
eine  Concession  an  das  Herkömmliche  und  an  die  Erscheinung,  als  einen 
wesentlichen  Bestandtheil  der  vorgelegten  Beleuchtungsconstructionen  er- 
blicken; der  geschickten  Art  derselben  gebührt  überdies  Anerkennung. 
II.  Flächen  im  Allgemeinen.  III.  Entwickelbare  Flächen:  Cjlinderflächen, 
Kegelfiächen,  entwickelbare  Schraubenfläche.  IV.  Windschiefe  Flächen. 
Allgemeine  Methoden ,  angewendet  auf  das  hyperbolische  Paraboloid ,  das 
einfache  Hyperboloid,  eine  windschiefe  Dachfläche  und  eine  Wendel- 
fläche; besondere  Methoden  für  die  Wendelfläche  und  windschiefe  Schrau- 
benfläche. V.  Drehungsflächen.  Allgemeine  Methoden  und  ihre  besondere 
Anwendung  auf  die  Kugelfläche.  VI.  Hückungs-  und  Umhüllungsflächen; 
insbesondere  für  Cylinder,  Kegel  und  Kugeln.  Anwendung  der  Theorie 
zur  vollständigen  Darstellung  eines  Säulen fusses  und  Säulencapitäls. 

Nicht  minder  werthvoll  als  die  Ausführungen  des  Textes  sind  die  bei- 
gegebenen 14  Tafeln,  ja  sie  scheinen  dem  Unterzeichneten  als  der  wirk- 
BAmste  aad  wiebtigBte  Theil  des  scbönen  Werkes.    Die  ersten  drei  der- 
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selben  (Fig.  1 — 20)  entsprechen  dem  allgemeinen  Theil  und  dem  I.  Capitel 
des  speciellen;  die,  Tafeln  IV  —  VI  (Fig.  27 — 45)  den  abwickelbaren» 
VII— IX  (Fig.  46—  67)  den  windschiefen  Flächen.  Auf  Tafel  X  und  XI 
(Fig.  58—65)  sind  Drehnngsflächen ,  auf  Tafel  XII  (Fig.  60—70)  Umhül- 
längs-  nnd  Rttcknngsflächen  behandelt,  nnd  die  letzten  Tafeln,  XIII  und 
XIV,  (in  Farbendruck)  sind  der  aasgeführten  Darstellung  eines  attischen 
Säulenfusses  nnd  eines  Säulen capitäls  gewidmet  (Fig.  71,  72).  Ueberall 
sind  die  Intensitätscurven  vollständig  und  deutlich  zur  Anschauung  ge- 
bracht, und  die  wohlgeleitete,  von  einer  verständigen  Erklärung  begleitete 
Anschauung  dieser  Tafeln  muss  allein  schon  zur  Bildung  des  Urtheils  des 
angehenden  Zeichners  sehr  viel  beitragen ;  sie  wird  auf  sichererem  Wege 
dieselbe  fSrdern,  als  es  nach  der  gewöhnlichen  Methode  noch  so  wohl  aus- 
geführte  Darstellungen  thun  können,  weil  ihnen  das  feste  nnd  fassbare 
Skelett  der  Intensitätslinien  fehlt. 

Das  ganze  Werk  ist  eine  werthvolle  Bereicherung  unserer  Literatur, 
es  macht  seinem  Verfasser  viel  Ehre,  und  wir  wünschen  lebhaft,  dass  es 
durch  seine  Wirksamkeit  in  weiten  Kreisen  ihm  die  Freude  mache,  die 
sein  ernstes  ausdauerndes  Bestreben  verdient.  Nicht  unerwähnt  darf  auch 
das  Verdienst  der  trefflichen  Verlagsbuchhandlung  bleiben,  die  Aus- 
stattung ist  eine  in  allen  Beziehungen  vorzügliche. 

Wir  begrttssen  endlich  mit  Freuden  die  ausgesprochene  Absicht  des 
Verfassers,  die  wichtigsten  der  in  den  ersten  12  Tafeln  vorgeführten  Bei- 
spiele in  vollständiger  Ausführung  nach  Art  der  Tafeln  XIII  und  XIV  als 
Vorlagen  erscheinen  zu  lassen.  Für  eine  grosse  Zahl  derselben  schiene 
uns  auch  die  Ausführung  genau  entsprechender  Modelle  leicht  thuulich 
und  sehr  nützlich.  Wilh.  Fiedler. 


Lehrlmoli  der  Experimentalphysik.  Mit  theilweiser  Benutzung  von  Jamin's 

yyCours  de  Physi^ue  de  CEcole  Polyiechnique^*'  bearbeitet  von  Dr. 

Adolph  Wöllner,  Privatdocenten  der  Physik  an  der  Universität 

zu  Marburg.    Vollständig  in  zwei  Bänden.    Jeder  Band  in  zwei 

Abtheilnngen.    Mit  vielen  in  den  Text  gedruckten  Abbildungen 

in  Holzschnitt.    Ersten  Bandes  erste  Abtbeilung.   Leipzig,  Druck 

und  Verlag  von  B.  O.  Teubner.    1802. 

Das  Vorliegende  gehört,  wie  man  siehi,  einem  grösseren  physikali* 

seh  es  Lehrbuche  an,  welches  schon  seines  beabsichtigten  Umfanges  wegen 

die  Aufmerksamkeit  auf  sich  lenkt.    Ueber  die  Aufgabe,  welche  sich  der 

Verfasser  bei  der  Bearbeitung  desselben  gestellt  hat,  giebt  der  Prospectus 

Aufschluss,  welcher  der  vorliegenden  ersten  Abtheilung  des  ersten  Bandes 

vorgedruckt  ist.   Das  ganze  Werk  soll  für  diejenigen  als  Vorschule  dienen, 

welche  tiefer  in  das  Oobiet  des  physikalischen  Wissens  eindringen  wollen, 

wobei  der  Verfasser  durch  elementare  mathematische  Behandlung  der  i^b^j- 
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sikalischen  Lehren  Sorge  getragen  hat,  dasselbe,  wie  die  meisten  deut- 
schen physikalischen  Lehrbücher,  einem  grösseren  Leserkreis  zagKnglich 
zu  machen.  Wie  mir  der  Verfasser  auch  priratim  mitgetheilt  hat,  ist  er 
von  Seiten  eines  renommirten  Fachgenossen  aufgefordert  worden,  ein 
Lehrbuch  zu  bearbeiten,  welches  wie  das  von  Quintns  Icilius  eine 
ernste  wissenschaftliche  Anregung  gewährt,  aber  gleichzeitig,  wie  der 
^jCours  de  Physique^'  von  Jamin  sich  mehr  zum  Selbststudium  eignet,  als 
jenes  von  Quintus  Icilius,  welches  seiner  Einrichtung  nach  vorzüglich  zur 
Benutzung  als  Leitfaden  bei  Vorlesungen  geeignet  ist  Wenn  nun  der 
Verfasser  zu  Anfang  der  literarischen  Arbeit,  auf  die  er  eingegangen  war, 
die  Idee  hatte,  Jamin's  Lehrbuch  mit  Berücksichtigung  deutscher  Arbeiten 
für  deutsche  Verhältnisse  frei  zu  bearbeiten ,  so  hat  er  sich  doch  schon  im 
Laufe  seiner  Vorarbeiten  auf  eigene  Füsse  gestellt,  indem  er  in  der  Ein- 
theilung  und  Anordnung  von  dem  anfänglichen  französischen  Vorbild  ab- 
gewichen ist. 

Das  ganze  Werk,  wovon  das  bisher  Erschienene  bereits  88  Bogen 
gross  Royal  -  Octav  enthält  (Preis  2  Thlr.  16  Ngr.) ,  soll  nach  der  Angabe 
der  Verlagshandlnng  im  Jahre  1863  vollendet  und  der  Preis  des  ganzen 
Werkes  ein  verhältnissmässig  sehr  billiger  und  keinesfalls  höher  sein ,  als 
bei  den  verbreitetsten  ausführlicheren  Lehrbüchern  der  Physik. 

Die  Besprechung  wird  nun  hauptsächlich  ihre  Aufmerksamkeit  darauf 
zu  richten  haben,  wie  der  Verfasser  seine  Aufgabe  zu  lösen  gedenkt  und 
bis  jetzt  gelöst  hat,  ein  vorwiegend  für  das  Selbststudium  als  Vorschule 
tieferer  physikalischer  Studien  bestimmtes  Werk  zu  bearbeiten. 

Nach  dem  Prospectus  soll  das  ganze  Werk  zwei  Bände  enthalten,  in 
dem  ersten  soll  Mechanik,  Akustik  und  Optik,  im  zweiten  die  Lehre  von 
der  Wärme  und  Elektricität  vorgetragen  werden.  Bei  dieser  Anordnung, 
die  im  didaktischen  Interesse  nur  zu  billigen  ist,  sind  demnach  die  Abthei- 
lungen, bei  denen  die  Induction  erfolgreicher  gewesen  ist,  vorangestellt 
worden ,  während  die<  theoretisch  minder  entwickelten  Lehren  nachfolgen. 
Die  Einleitung  enthält,  durchaus  in  logischer  Verknüpfung,  Abhandlungen 
über  Aufgabe  und  Grenzen  der  Physik,  Methode  der  Physik,  Beschaffen- 
heit der  Materie ,  Maass  und  Messinstrumente.  Einen  besonders  guten  Ein- 
druck hat  bei  mir  die  Abhandlung :  „Beschaffenheit  der  Materie^S  hervor- 
gebracht, in  welcher  der  Verfasser,  ausgehend  von  den  stöchiometrischen 
Gesetzen  und  mit  Weglassung  der  manchmal  so  breiten  nutzlosen  Betrach- 
tungen früherer  Lehrbücher  über  die  allgemeinen  Körpereigenschaften, 
den  Leser  auf  die  atomistische  Hypothese  führt.  Mit  Recht  hat  der  Ver- 
fasser der  Boschreibung  und  Abbildung  von  Mossinstrumenten  mehr  Kaum 
gegönnt,  als  dies  sonst  in  physikalischen  Lehrbüchern  zu  geschehen  pflegt 

Der   erste   Abschnitt  handelt  von  dem   Gleichgewicht  und   der  Be- 
wegung der  Körper,  als  solcher  und  zwar  im  ersten  Capitcl  von  der  fort- 
ßcbreitenden    Bewegung,   im   xweileu  Ca^itel   von   den   drehenden    Be- 
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wo^ngen  und  im  dritten  Capitel  von  der  allgemeinen  Gravitation.  Nach 
Dnrchsicht  dieses  Abschnittes  nnd  reiflicher  Ueberlegang  bin  ich  zu  der 
Ueberzengung  gelangt,  dass  sich  der  Verfasser  die  Arbeit  ungemein  er- 
leichtert haben  würde,  wenn  er  hierbei  nicht  von  den  Tbatsachen  aasge- 
gangen wäre,  sondern  wie  im  dritten  Abschnitt  (Wellenlehre)  erst  die  Re- 
sultate der  Induction  vorgetragen  und  hierauf  die  Uebereinstimmung  der 
theoretischen  Lehrsätze  mit  der  Erfahrung  gezeigt  hätte.  Der  Verfasser 
hat  auf  dem  von  ihm  gewählten  Wege,  wie  viele  seiner  Vorgänger,  dem 
Schicksale  nicht  entgehen  können,  durch  das  Bestreben,  rasch  zum  Ziele 
zu  gelangen,  bisweilen  minder  klar  zu  werden,  als  man  es  wohl  wünschen 
möchte.  Der  Tadel,  der  hierin  liegt,  dürfte  vielleicht  weniger  schwer 
ins  Gewicht  fallen,  wenn  man  in  Erwägung  zieht,  dass  die  Beschränkung 
der  mechanischen  Naturlehre  auf  einen  geringeren  Raum  viele  Schwierig- 
keiten darbietet,  der  auch  die  Herausgeber  älterer  deutscher  physikali- 
scher Lehrbücher  nicht  entgangen  sind  und  dass  der  Verfasser  des  vor- 
liegenden Lehrbuches  am  Ende  des  besprochenen  ersten  Abschnittes  dem 
Stodirenden  ein  recht  gut  ausgewähltes  Verzeiciiniss  der  mechanischen 
Literatur  zur  Benutzung  darbietet.  Es  ist  überhaupt  dem  vorliegenden 
Lehrbache,  so  weit  es  erschienen  ist,  als  Vorzug  nachzurühmen,  dass 
dem  Leser  durch  die  zwar  nicht  vollständigen ,  aber  zahlreichen  und  gut 
ausgewählten  Citate  "Gelegenheit  geboten  wird,  sein  Studium  durch  Be- 
nntzung  der  wichtigeren  Originalartikel  zu  befördern. 

Im  zweiten  Abschnitt,  der  die  Ueberschrift :  „Die  Lehre  von  dem 
Oleichgewicht  and  der  Bewegung  der  Körper  in  ihren  einzelnen  Theilen" 
hat,  wird  die  Elasticität,  Festigkeit,  der  Stoss  und  die  Reibung  der  festen 
Körper,  sowie  die  Lehre  von  den  tröpfbaren  Flüssigkeiten  und  Gasen  vor- 
getragen. Dieser  Abschnitt  gewinnt  dnrch  die  sorgfältigen  Referate  über 
das  Experimentelle  nnd  ist  nach  dessen  Durchsicht  nur  die  Frage  bei  mir 
entstanden ,  ob ,  resp.  wo  der  Verfasser  die  Krystallphänomene  zu  behan- 
deln gedenkt. 

Der  dritte  Abschnitt  von  vorwiegend  theoretischem  Inhalt  behandelt 
in  klarer ,  fasslicher  Form  die  Wellenlehre ,  wobei  der  Verfasser  auch  die 
Theorie  der  Interferenzen  entsprechend  berücksichtigt 

Der  vierte  und  letzte  Abschnitt  (vom  Schalle)  kann  dem  Vorigen  ge- 
mäss wieder  vorwiegend  von  den  Tbatsachen  handeln,  deren  Theorie 
grösstentheils  durch  die  Wellenlehre  gegeben  wurde. 

Das  bisher  Erschienene  zeigt  nun ,  dass  Dr.  W  ü  1 1  n  e  r  durch  Anord* 
nang  und  Eintheilung  des  Stoffes,  durch  die  vorzügliche  Berücksichtigung 
des  experimentellen  Theiles,  durch  passend  ausgewählte  Citate  dahin  ge- 
wirkt hat,  dass  sein  Lehrbuch  besonders  zum  Selbststudium  geeignet 
werde;  berücksichtigt  man  nun  ferner  den  überall  anzutreffenden  deut- 
lichen Styl  und  die  von  der  Verlagshandlang  in  der  Wahl  dos  vorzüg- 
lichen Papieres,  Lettemdrnckes  und  in  der  sorgfältigen  Ausführang  der 
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zahlreichen  Holzschnitte  ausgesprochene  Absicht,  das  literarische  Unter- 
nehmen des  Dr.  Wüllner  auch  ftasserlich  in  würdiger  Weise  sn  nnter- 
stützen,  so  kann  man  wohl  das  Prognostikon  stellen,  dass  die  phjftika- 
lische  Literatur  in  Dr.  Wflllner's  Lehrburch  einen  recht  gediegenen 
Zuwachs  erhalten  wird.  Dr.  Kahl. 
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Recensionen. 

Die  Diflerential-  und  Integralreohnang.  Umfassend  und  mit  steter  Berück- 
sichtigung der  Anwendung  dargestellt  von  Dr.  J.  Dienger,  Prof. 
d.  Math.  a.  d.  polytechn.  Schale  zu  Carlsruhe.   Zweite  umgearbei- 
tete Auflage.     3  Bände.      Stuttgart,    Verlag  der  Metzler'schen 
Buchhandlung. 
An  ein  mathematisches  Werk,  das  weniger  eigene  Untersuchungen  als 
vielmehr  eine  umfassende  Darstellung  eines  sehr  grossen  Wissensgebietes 
geben  will,  stellt  man  hauptsächlich  drei  Anforderungen;    man  verlangt 

1)  eine  logisch  begründete' üb  ersieht  liehe  Anordnung  des  Stoffes, 

2)  klare  Ausdrucksweise  und  3)  Strenge  der  mathematischen 
Deduction.  Nach  diesen  Gesichtspunkten  betrachtet,  macht  des  Ver- 
fassers Arbeit  keinen  günstigen  Eindruck ;  ein  Blick  in  das  Inhaltsverzeich- 
niss  lehrt  schon,  wie  wenig  Aufmerksamkeit  auf  eine  naturgemässe  Anord- 
nung des  Matcriales  verwendet  ist,  bei  näherer  Ansicht  aber  kommt  man 
zu  der  Ueberzeugung,  dass  man  nur  ein  wüstes  Durcheinander  analytischer 
Lehren  vor  sich  hat,  in  welchem  sich  ausser  dem  Verfasser  hö<!h8tens  noch 
ein  genauer  Kenner,  keinesfalls  aber  ein  Jünger  der  Wissenschaft  zurecht 
finden  wird.  Zur  Begründung  dieses  Urtheils  mag  die  folgende  eingehen- 
dere Betrachtung  des  Inhaltes  dienen. 

§.  1  enthält  die  Hauptsätze  der  Potcnzcnlehre,  der  Logarithmen,  arith- 
metischen und  geometrischen  Reihen;  Referent  hält  diess  für  sehr  über- 
flüssig. Daran  scbliesst  sich  in  §.  2  der  Begriff  der  Function;  in  §.  3  be- 
spricht der  Verfasser  die  trigonometrischen  und  cyclometrischen  Functionen,.  i 
vergisst  aber  dabei  die,  ohne  Zweifel  hierher  gehörenden  Formeln  für 
aresin  a  +  aresin  ß  etc. ,  welche  er  dann  100  Seiten  später  bei  den  irratior 
nalen  Integralen  einschaltet,  wo  sie  Niemand  suchen  wird.  §•  4  giebt  eJn 
Bruchstück  von  der  Theorie  complexer  Zahlen;  darin  ist  die  Multiplication 
derselben  ungenau  dargestellt,  die  Division  aber  vergessen;  das  Fehlende 
steht  im  zweiten  Bande  auf  S.  III.  In  §.  5  folgt  wieder  etwas  Reelles, 
nämlich  der  binomische  Satz  für  ganze  positive  Exponenten  nebst  Aus- 
drücken für  eos  n a  und  sin  na.  Die  nächsten  drei  Paragraj^hen  bet&<iVL&C\.v^\^ 
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sich  mit  Grenzwerthen ,  wobei  der  binomische  Satz  ganz  annöthigerweise 


benatzt  wird.   In  §.  9  kommt  die  Vieldeutigkeit  von  ya  +  bi  zur  Sprache, 
welcher  Gegenstand  doch  wohl  dahin  gehörte,  wo  von  {a  +  bi)**  die  Rede 
war  (§.  4);  da  hier  ferner  der  Sinn  von  «*+***'  und  log  {a  +  bt)  erörtert  wird, 
so  giebt  §.  0  ein  zweites  Bruchstück  von  der  Theorie  des  Imaginären ;   daa 
letzte  Drittheil,  welches  sin  (a+ijJ),  arcsm(ju-\-iß)  etc.  untersuchen  müsste, 
hat  Referent  nicht  entdecken  können.     Die  Abschnitte  II — V  (§.  10—25) 
beschäftigen  sich  in  gewöhnlicher  Weise  mit  den  einfachen  und  mehrfachen 
Differentiationen  der  Functionen  einer  einzigen  Variabelen ,   mit  den  viel- 
deutigen Formen  |{ ,  0 .  oo  etc.  und  mit  den  grössten  und  kleinsten  Werthen 
der  Functionen  einer  Variabelen.    £s  wäre  nun  nichts  natürlicher  gewesen, 
als  hierauf  den  Taylor*schen  Satz  folgen  zu  lassen,  damit  doch  wenigstens 
die  Differentialrechnung  der  Functionen  einer  Variabelen  zum  Abschlüsse 
käme,  der  Verfasser  dagegen  überrascht  in  Abschnitt  VI  den  Leser  mit 
einem  Stück  Integralrechnung  (§.  2G — 38),  welches  auch   wieder  unvoll- 
ständig bleibt,  weil  nicht  gezeigt  werden  kann,  wie  man  sich  in  den  Fällen, 
wo  die  gewöhnlichen  Mittel  versagen,  mit  unendlichen  Reihen  hilft.     Ab- 
schnitt VII  enthält  Einiges  von  den  bestimmten  Integralen ,   wobei  Haupt- 
sachen ,  wie  näherungsweise  Berechnung,  Differentiation  in  Beziehung  auf 
Constanten  etc.  einstweilen  übergangen  sind.  In  Abschnitt  VIII  findet  man 
diejenigen  geometrischen  Anwendungen  der  Integralrechnung,  welche  nur 
einfache  Integrationen  erfordern,  also  Quadratur,  Cubatur  etc.     Die  Recti- 
fication  ebener  Curven  (natürlich  soweit  sie  ohne  Rcihenentwickelnngen 
gelingt),  ist  in  §.47  angegeben,  dieRectification  doppelt  gekrümmter  Curven 
ist  aber  vergessen,  obschon  sie  auch  nur  eine  einfache  Integration  ver- 
langt.    Man  findet  sie  in  Abschnitt  XIII,  welcher  die  Ueberschrift  „Viel- 
fache Integrale*^  trägt!     Der  neunte  Abschnitt  sieht  so  buntscheckig  ans 
wie  eine  Theatergarderobe;  er  verdient  daher  besondere  Aufmerksamkeit. 
Zuerst  wird  der  Taylor^sche  Satz  bewiesen  und  zwar  auf  die  allerumständ- 
lichte  Weise;  der  Verfasser  geht  nämlich  von  der  Gleichung 
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ans  und  wendet  rechter  Hand  n-mal  nach  einander  die  theilwelse  Integration 
an.  —  Und  doch  hat  der  Verfasser  den  weit  kürzeren  Beweis  (mittelst  einer 
einzigen  Differentiation)  und  die  vom  Referent  angegebene  allgemeine 
Bestform  gekannt,  denn  er  theilt  Beides  in  Zusatz  R  zu  Bd.  II  mit!  An 
die  Sätze  von  Taylor  und  Maclaurin  knüpfen  sich  selbstverständlich 
die  gewöhnlichen  Reihenverwandlnngen ,  und  da  die  meisten  derartigen 
Reihen  unendlich  werden,  so  hätte  billigerweise  die  Lehre  von  der  Con- 
vergenz  und  Divergenz  unendlicher  Reihen  als  Vorstudie  eingeschaltet 
werden  müssen.  Dless  ist  nicht  geschehen,  und  in  Folge  davon  kommt 
Jeae  wichtige  Partie  nirgends  zu  rechter  Geltung;  es  wird  bald  da  bald 
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dort  an  nngefUhr  8  — 10  ver8chiedenen  Stellen  des  ganzen  voluminösen 
Werkes  eine  Notiz  über  Convergenz  oder  Divergenz  der  Reiben  beigebracht 
und  es  also  dem  armen  Schlucker  yon  Studenten  überlassen,  aus  diesem 
serfahrenen  Wesen  sich  dns  Nöthige  zusammenstellen.  Sonderbarer  Weise 
erklärt  der  Verfasser  auf  S.  208,  dass  die  Entwickelung  der  Functionen  in 
unendliche  Reihen  ,,ein  Gegenstand  von  minderer  Wichtigkeit  ist*^  -  • 
der  Verfasser  scheint  demnach  gar  nicht  zu  wissen ,  dass  bei  einer  Unzahl 
von  physikalischen  und  mechanischen  Problemen  den  Reihcnenentwicke- 
lungen  die  Hauptrolle  zufl&llt  und  dass  es  z.  B.  bei  sämmtlichen  Störungs- 
rechnungen fast  ausschliesslich  auf  die  Entdeckung  brauchbarer  Reihen 
ankommt.  Aus  jener  irrigen  Meinung  mag  auch  die  Oberflächlichkeit  ent- 
sprungen sein,  womit  der  Verfasser  den  erwähnten  Gegenstand  behandelt. 
So  sind  z.  B.  sftmmtliche  Restbetrachtungen  des  Verfassers  grundfalsch, 
wie  Referent  nachher  zeigen  wird  ;  ferner  sind  die  GrenzfÜUe  vergessen, 
z.  B.  die  Fälle  a:  =  +  l  und  a?s=—  I  bei  den  Entwickelungen  von  (I  -f-a)» 
und  /(l  -f  o:),  die  erst  sehr  spAt  in  Bd.  II  Zusatz  A  und  ganz  am  Ende  im 
Zusatz  zu  dem  Zusatz  A  nachgeholt  werden;  endlich  wäre  es  systematisch 
gewesen,  die  Reihenentwickelnngen  für  die  einfachen  Functionen  in  einem 
Zuge  und  nach  einer  Methode  abzuthun,  wogegen  der  Verfasser  die  Reihen 
für  aresin  x  und  arclan  x  durch  Integration  entwickelt  und  die  Reihen  für 
ian  x^  sec  X  etc.  ganz  vergessen  hat,  obschon  er  eine  „umfassende*^  Dar- 
stellung verspricht.  —  Unmittelbar  auf  die  Reihenentwickelnngen  folgt  in 
§.  56  ein  tiusserst  umständlicher  mit  Hülfe  von  Reihen  geführter  Beweis  für 
die  Gleichung 

Ltm  -- — =- —  : 
dx*^      ax'* 

bei  des  Verfassers  Gedankengange  mnss  man  also  ein  tüchtiges  Stück  Inte- 
gralrechnung gelernt  haben,  um  den  simpeln  Satz  einzusehen,  dass  der 
Grenzwerth  des  zweiten  DifTerenzenquotientcn  gleich  dem  zweiten  Diffe- 
rentialquotienten ist.  Dieser  Beweis  beweist  entweder,  dass  der  Verfasser 
keinen  Sinn  dafür  bat,  einfache  Fundamentalsätze  einfach  herzuleiten, 
oder  dass  es  ihm  an  Geschick  fehlt,  die  einfache  Herleitung  zu  finden. 
Derselbe  Paragraph  enthält  noch  etwas  völlig  Heterogenes,  nämlich  die 
Formel  für  den  Krümmungshalbmesser  einer  ebenen  Curve  und  Überdiess 
einen  Zusatz  zu  §.  22,  die  Werthbestimmung  von  ^  betreffend.  —  Im  näch- 
sten Paragraph  (57)  kommt  wieder  ein  Brocken  Integralrechnung,  nämlich 
die  Integration  durch  unendliche  Reihen  nebst  Zusatz  zu  §.  48,  weil  dort 
die  Rectification  der  Ellipse  nicht  fortig  geworden  war.  Und  das  Alles 
steht  unter  der  Rubrik  Tajlor'scher  Satz!  —  Wahrbcheinlich  der  Ab- 
Arechselung  wegen  beschäftigt  sich  der  nächste  Abschnitt  mit  reiner  Diffe- 
rentialrechnung (X.  Die  Sätze  von  Bürmann  und  Lagrange),  der  fol- 
gende mit  reiner  Integralrechnung  (XI.  Näherungsweise  Berechnung  be- 
stimmter Integrale)  I  dann  Nr.  XII  mit  der  DifferentiatiMi  der  Fonctionen 
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mehrerer  Yariabelen,  Nr.  XIII  mit  vielfachen  Integralen,  endlich 
Nr.  XIV  mit  einfachen  Integralen. 

Der  zweite  Band  fängt  mit  16  verschiedenen  Zusätzen  zu  Bd.  1  an; 
sie  sind  ebensoviel  Beweise,  dass  der  Verfasser  bei  der  Abfassung  des  ersten 
Bandes  sich  die  Sache  besser  hätte  Überlegen  sollen,  ehe  er  die  Feder  an- 
setzte. Die  Abschnitte  XV  bis  XVIII  enthalten  die  Lehre  von  den  DifiPe- 
rentialgleichungen  in  der  gewöhnlichen  Reihenfolge  jedoch  ohne  Sorgfalt 
für  bequeme  Uebersicht  über  das  reiche  Material.  Abschnitt  XIX  giebt 
die  periodischen  Reihen  von  Fourier  und  Lagrange,  Nr.  XX  einen 
Abriss  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen ,  Nr.  XXI  Euler'sche  Inte- 
grale ,  Integrallogarithmus  etc. ,  Nr.  XXII  Reduction  vielfacher  Integrale 
nach  verschiedenen  Methoden.  Und  sowie  dieser  Band  mit  Znsätzen  an- 
gefangen hat,  so  hört  er  auch  mit  einem  langen  Schweife  von  Znsätzen  auf; 
es  folgen  deren  nicht  weniger  als  19,  deren  letzter  wieder  einen  Zusatz 
zum  ersten  Zusätze  bildet.  —  Als  Beweis ,  dass  der  Verfasser  nicht  einmal 
eine  kleine  Theorie  gut  abgerundet  darzustellen  versteht ,  geben  wir  den 
Inhalt  dessen,  was  über  die  Gammafunctionen  gesagt  ist,  genauer  wieder. 
Den  Anfang  macht  in  §.  161  eine ,  längst  als  ganz  ungenügend  anerkannte 
Herleitung  des  Satzes 

dieser  hätte  bei  einer  halbwegs  systematischen  Anordnung  viel  früher  seinfc 
Stelle  finden  müssen  (etwa  bei  Gelegenheit  der  Reihe  für  sin  mz),  denn  er 
spricht  eine  Eigenschaft  des  Sinus,  nicht  aber  der  Gamroafunctionen  aus. 
§.  162  enthält  die  Definition  und  einige  Eigenschaften  von  F,  gleich  darauf 
wird  aber  der  Vortrag  der  Theorie  durch  einen  nicht  dazu  gehörenden 
Excurs  über  die  Integration  der  Differentialgleichung 

^y"  +  («I  +  ^^)  y  +  («•  +  *oy) =0 

unterbrochen.  Dann  kommt  in  §.  163  Einiges  über  bestimmte  Integrale, 
die  sich  durch  Gammafunctionen  ausdrücken  lassen,  und  erst  in  §.  164  kehrt 
der  Verfasser  zu  der  Theorie  zurück ,  um  die  numerische  Berechnung  von 
r{a)  zu  zeigen.  Die  richtige  Disposition  wäre  gewesen:  1)  Theorie,  d.  h. 
Definition,  Eigenschaften  und  Berechnung  von  r(a),  2)  Anwendungen  der 
r,  denn  diese  Anwendungen ,  wie  z.  B.  die  Reductiouen  in  §.  163 ,  haben 
keinen  praktischen  Werth  so  lange  man  nicht  weiss,  dass  sich  F {a)  be- 
rechnen lässt,  und  dass  wirklich  eine  Tafel  dieser  Function  existirt.  Wie 
fast  in  jedem  Capitel  hat  der  Verfasser  auch  hier  eine  Hauptsache  ver- 
gessen, nämlich  den  Legendre'schen  Satz  übelr  das  Prodnct 

welcher  aus  der  ersten  Formel  auf  S.  206  {§.  162)  unmittelbar  folgt.  Dem 
Verfasser  fällt  diess  nachträglich  ein  und  er  macht  daraus  Zusatz  B  auf 
S.  372.     Sehr  merkwürdig  ist  §.  164  auch  dadurch ,  dass  hier  erst  die  Con- 
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vorgens  einer  Reihe  mit  alternirenden  Vorzeichen  nntersncht  wird;  der 
Jünger  der  Wissenschaft  muss  also  bis  zur  Theorie  der  Gammafonctionen 
vordringen,  um  zu  erfahren,  dass  die  Reihe  ti^  —  ^{-{-^i —  convergirt, 
wenn  w^  >  M|  >  m,  >  . . .  und  Lim  t/„  =  0  ist ! 

Etwas  mehr  Ordnung  herrscht  im  dritten  Bande,  der  sich  ausschliess- 
lich mit  der  Integration  der  partiellen  Differentialgleichungen  beschäftigt, 
doch  giebt  es  auch  hier  nachträgliche  Zusätze  im  Innern  und  zahlreiche 
Anhängsel  vorn  und  hinten. 

Wie  unbequem  der  Gebrauch  des  Buches  sein  muss,  mögen  folgende 
Beispiele  zeigen.  Um  eine  gegebene  Reihe  auf  ihre  Convergenz  oder  Di- 
vergenz ku  prüfen,  hat  man  nachzuschlagen:  IX,  §.  53,  54,  57;  X,  §.  00; 
XV,  §.  92  in  der  Note,  Anhang  A  und  Zusatz  zu  Anhang  A.  Die  einfache 
Untersuchung  über  die  Gestalt  einer  ebenen  Curve,  ihre  Tangenten,  Nor- 
malen und  Krümmungshalbmesser  verlangt  das  Nachsehen  auf  8.38,  GO — 71, 
88-- 89,  221 — 223,  und  doch  wird  damit  nicht  einmal  vollständige  Auskunft 
erlangt,  wenigstens  hat  Referent  die  Formeln  für  Subtangente,  Snbnormale, 
Asymptoten,  die  Gleichungen  der  Tangente  und  Normale  ebensowenig 
ünden  können  als  die  bekannte  Regel,  wonach  sich  die  convexe  oder  öon- 
cave  Krümmung  einer  Curve  entscheidet.  Reinweg  vergessen  sind  auch 
die  Formeln  zur  Bestimmung  der  Tangenten ,  Normalebenen  und  Krüm- 
mungshalbmesser an  räumlichen  Carven,  sowie  der  Berührungsebenen  und 
Normalen  an  krummen  Flächen.  Diess  verdient  bei  einer  angeblich  um- 
fassenden Darstellung  um  so  schärferen  Tadel,  als  man  alle  diese  Dinge  in 
der  Mechanik  noth wendig  braucht,  was  der  Verfasser  doch  wissen  musste. 

Hinsichtlich  des  zweiten  der  anfangs  aufgestellten  Gesichtspunkte  ist 
wenig  zu  sagen.  Die  Darstellung  ist  deutlich,  wenn  auch  ohne  stj-listische 
Sorgfalt.  In  der  Orthographie  scheint  keine  rechte  Consequenz  zu  liegen ; 
wer  Zylinder  statt  Cjlinder  schreibt,  sollte  folgerichtig  auch  Differenzial 
nicht  aber  Differential  schreiben. 

Was  die  Strenge  der  Deduction  anbelangt,  so  dürfte  dieselbe  häufig 
nicht  gewahrt  sein.  Bei  dem  Tajlor*schen  Satze  z.  B.  will  der  Verfasser 
die  Bedingungen  aufsuchen,  unter  welchen  der  Rest 

für  n=:  00  gegen  die  Null  convergirt;  er  benutzt  hierzu  den  Satz,  dass 

Lim  fü(w)  =0  ist,  wenn  Lim  ,.      <  l 

und  meint  nun,  die  Sache  sei  in  Richtigkeit  wenn  • 

,.      1.2...(/i  +  2)^                         ^  .  . 
Ltm^ jj;^! ' <I 

1  .2...  (ii+l)  '  ^    ^       ' 
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werde.  Er  Qbersielit  hierbei ,  das«  der  unbekannte  echte  Brach  %  Ton  n 
abhängt,  dass  also  jener  Quotient  die  Form 

h        /("4-2)(a:  +  ^,^) 

erhält,  worin  6-,  und  O,  verschiedene  Brüche  sind.  FQr  die  beabsich- 
tigte Untersuchung  macht  dies^  einen  gewaltigen  Unterschied,  weil  man 
nicht  so  heben  kann  wie  es  der  Verfasser  thut;  mit  anderen  Worten,  die 
▼om  Verfasser  angegebenen  Werthe  des  Bruches  Rm-^i  '•  ^«+1  sind  sammt 
und  sonders  falsch.  —  Dass  die  Herleitung  des  unendlichen  Productes  für 
«in  d?  verfehlt  ist,  wurde  bereits  erwähnt;  ebenso  ungenau  ist  die  Art  und 
Weise,  wie  der  Verfasser  die  Zerlegung  echt  gebrochener  FuucCioncAi  in 
Partialbrüche  raotivirt«  Einige  sweifelhafte  Punkte  bei  den  bestimmten 
Integralen  muss  Referent  übergehen,  weil  deren  Auseinandersetzung  su 
weit  führen  würde.  Zu  rügen  ist  noch,  dass  der  Verfasser  kein  Wort  über 
die  Convergenz  und  Divergenz  der  Doppelreihen  sagt;  allerdings  kommt 
im  Buche  fast  nirgends  eine  Doppelreibe  vor  (weil  nämlich  die  Reihea  für 
tanxy  coix  etc.  vergessen  sind)  und  da  hat  natürlich  der  Verfasser  auch 
nicht  daran  gedacht  —  von  einer  „umfassenden**  Darstellung  der  Analyait 
mnss  man  aber  eine  Auseinandersetzung  hierüber  verlangen,  damit  der 
Studirende  wisse,  wie  er  sich  bei  diesem  Gegenstande,  der  mitunter  seine 
eigenthümlichen  Schwierigkeiten  darbietet,  zu  verhalten  habe. 

Schliesslich  mussReferent  noch  eine,  leider  auch  nicht  zur  Empfehlung 
dienende  Eigenthümlichkeit  des  Buches  hervorheben.  So  oft  nämlich  dar 
Verfasser  irgend  eine  DifiPerentialformel,  einen  Integralwerth  oder  das 
Integral  einer  Differentialgleichung  gefunden  hat,  bringt  er  auch  alle  er- 
denklichen Anwendungen  auf  Mechanik,  Optik,  Wärmelehre,  Astronomie 
etc.  hinterdrein.  Diess  Hesse  sich  vertheidigen,  wenn  z.  B.  die  betreffende 
Differentialgleichung  schlechthin  als  Beispiel  vorgelegt  und  nur  in  Paren- 
these gesagt  wäre,  dass  diese  Differentialgleichung  bei  diesem  oder  jenem 
physikalischen  Probleme  eine  Rolle  spielt;  gar  nicht  zu  entschuldigen  aber 
ist  es ,  dass  der  Verfasser  die  zu  integrirenden  Differentialgleichungen  und 
sonstigen  Problemen  fremder  Wissenschaften  ab  ovo  entwickelt.  So  findet 
man  z.  B.  in  einem  und  demselben  Paragraphen  1)  Verticalschwinguugen 
eines  an  einem  elastischen  Faden  hängenden  Körpers,  2)  die  Curve,  welche 
ein  Hund  beschreibt,  der  seinem  Herren  nachläuft,  3)  Bewegung  im  wider- 
stehenden Mittel,  4)  Wärmebewegung  in  ebenen  und  Kngelschichten ;  das 
Alles  ist  aber  gerade  so  behandelt  wie  in  einem  Lehrbuche  der  Mechanik 
oder  Wärmetheorie.  Wozu  diese  Razzia's  nützen  sollen,  bleibt  dem  Re- 
ferent vollkommen  unerklärlich,  da  sicherlich  kein  Mensch  aus  diesem 
bunt  durcheinander  gewürfelten  Bruchstücken  Mechanik,  Wärmetheorie 
etc.  lernen  wird ;  in  der  That  dienen  sie  nur  dazu,  um  die  ohnehin  vorhan- 
dene grosse  Confusion  in's  Colossale  zu  Übertreiben. 

Als  Ganzes  betrachtet,  macht  des  Verfassers  Arbeit  denselben  Eindruck 
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wie  eine  Bibliothek,  deren  Bücher  so  darcheinander  geworfen  sind,  dass 
das  Zusammengehörige  nicht  mehr  beisammen  steht.  Und  sowie  eine  der- 
artige Bücherauhäufung  fast  gftnzlich  unbrauchbar  ist,  so  dürfte  auch  des 
Verfassers  Arbeit  ziemlich  nutzlos  sein.  Wer  die  Wissenschaft  sehr  genau 
kennt,  würde  sich  nach  einiger  Zeit  wohl  darin  zurecht  finden;  solche  Leute 
bedürfen  aber  überhaupt  derartiger  Werke  nicht,  sie  halten  sich  einfach  an 
die  Originalquellen.  Als  Lehrbuch  ist  des  Verfassers  Opus  noch  weniger 
zu  brauchen;  es  würde  nur  die  Schüler  confus  machen. 

Herr  Professor  Dienger  ist  offenbar  ein  äusserst  belesener,  kenntniss- 
reicher, auch  mit  der  angewandten  Mathematik  wohl  vertrauter  Mann,  er 
ist  aber  leider  in  dem  Irrthume  befangen,  dass  bedeutende  Gelehrsamkeit 
schon  ausreichend  zum  Lehrbücherschreiben  befähige,  und  er  hat  dem  ent- 
sprechend gemeint,  seine  Sache  recht  gut  zu  machen,  wenn  er  nur  möglichst 
viel  Material  zusammenpacke.  So  wenig  aber  ein  Haufen  von  Steinen, 
Balken,  ThÜren,  Fenstern  etc.  für  ein  Haus  gelten  kann,  ebensowenig  ist 
eine  Sammlung  analytischer  Lehren  ein  Lehrbuch  der  Analysis;  vielmehr 
kommt  es  hier  wie  dort  ganz  wesentlich  darauf  an,  das  vorhandene  Material 
in  eine  zweckmässige  und ,  wenn  möglich ,  auch  schöne  Form  zu  bringen. 
Diese  Formgebung  ist,  wie  jede  Gestaltung,  eine  vorzugsweis  künstlerische 
Thätigkeitf  zur  Kunst  aber  gehört  von  Hause  aus  Talent.  —  Wer  sich  die 
Mühe  nicht  verdriessen  lässt,  des  Verfassers  Darstellung  der  Analysis  an- 
zusehen, der  wird  mit  dem  Referent  darin  übereinstimmen,  dass  der  Ver- 
fasser keine  Spur  jenes  gestaltenden  Talentes  besitzt,  und  ebendesswcgen 
mnss  man  dem  Verfasser  in  seinem  eigenen  Interesse  rathen,  seine  Schrift- 
stellerei  entweder  anf  die  Abfassung  von  Monographicen  zu  beschränken 
(womit  der  Verfasser  bekanntlich  Glück  gemacht  hat),  oder  bei  grösseren 
Unternehmungen  sich  erst  von  Jemand  Anderem  eine  genaue  Disposition 
entwerfen  zu  lassen. 

SCHLÖMILCH. 

XJntersnchnngen  über  das  Sonnenspeetnun  nnd  die  Spectren  der  chemiiolMm 
Elemente«    Von  G.  Kikchhoff.     Besonderer  Abdruck  aus  den 
Abhandlungen    der   köuigl.   Akademie   der   Wissenschaften   an 
Berlin.    1801.    Zweite,  durch  einen  Anhang  vermehrte  Ausgabe. 
Mit  drei  Tafeln.   Berlin,  Fcrd.  Dümmler*s  Verlagsbuchhandlung 
(Harrwitz  und  Gossmann).    1802. 
Es  ist  sehr  vortheilhaft,   wenn  sich   das  wissenschaftliche  Publicnm 
Originalabhandlungen,  welche  wissenschaftliche  Entdeckungen  behandeln, 
auf  leichte  Weise  verschaffen  kann.     Die  Mittheilung  des  Entwickclungs- 
ganges  einer  Entdeckung  führt  natürlich  von  selbst  zur  Mittheilung  der 
wichtigsten  Literatur  über  den  Gegenstand  und  die  klare  Einsicht  des  Ent- 
deckers in  den  Gegenstand  trägt  sich  meist  so  auf  seine  Darstellung  über, 
dass  dieselbe  zn  einer  anziehenden  Leetüre  für  den  Freund  der  Wissen- 


88  Literaturzeitang. 

scbaft  wird.  Wenn  das  Gesagte  einerseits  eine  ziemlich  allgemeine  Gütig- 
keit  besitzt,  so  hat  es  andererseits  directen  Bezug  anf  die  gegenwärtige 
Schrift,  welche  dem  Physiker  vom  Fache,  sowie  dem  Lehrer  und  Freunde 
dieser  Wissenschaft  nur  willkommen  sein  wird.  Man  moss  es  als  einen 
glücklichen  Gedanken  ansehen ,  dass  ein  besonderer  Abdruck  der  Original- 
abhandhing  Über  einen  Gegenstand  von  solchem  Interesse  veranstaltet 
worden  ist,  wodurch  die  Verbreitung  der  vortrefflichen  Abhandlung  in  wei- 
ten Kreisen  möglich  wird. 

Die  Schrift  enthält:  l)  Eine  Abhandlung  über  das  Sonnenspectrum, 
welche  mit  dem  Hinweis  auf  die  Unvollkommenheit  der  bisherigen  Abbil- 
dungen des  Sonnenspectrums  beginnt,  hierauf  die  Beschreibung  und  Ab- 
bildung des  ausgezeichneten  optischen  Apparates  von  Steinheil  giebt, 
dessen  sich  der  Verfasser  zu  seinen  Beobachtungen  des  Spectrums  bediente, 
und  endlich  die  Beschreibnng  des  Sonnenspectrums  liefert,  dessen  Abbil- 
dung in  ausgezeichneter  Schärfe  und  Deutlichkeit  und  mit  Bezeichnung  der 
hellen  Linien  des  Flammenspectrums  der  chemischen  Elemente .  auf  zwei 
dem  Ganzen  beigegebenen  Steindrucktafeln  zur  Ansicht  gebracht  wird 
(wegen  noch  nicht  beendigter  Revision  der  Beobachtungen  erst  das  Stück 
A  bis  G  des  Spectrums). 

2)  Die  Resultate  der  Beobachtangen  des  Flammenspectrums  von  Sei- 
ten verschiedener  Experimentatoren. 

3)  Die  experimentelle  Begründung  des  Satzes ,  dass  gefärbte  Flammen 
das  Licht  ihrer  eigenen  Farbe  vorzüglich  stark  absorbiren. 

4)  Die  Anwendung  des  vorigen  Satzes  bei  der  Analyse  der  Sonnen* 
atmosphäre  durch  Spectralbeobachtungen. 

ö)  Die  damit  zasammenhängendeu  Vorstellungen  von  der  physischen 
Beschaffenheit  der  Sonne. 

Dem  Schlüsse  der  Abhandlang  folgt  ein  Anhang,  enthaltend  den 
strengen  theoretischen  Beweis  des  Satzes,  der  in  No.  3  experimentell  be- 
gründet  wnrde;  der  Text  schliesst  dann  mit  einem  Verzeichniss  der  auf 
den  Steindmcktafeln  abgebildeten  Streifen. 

Wir  zweifeln  nicht,  dass  der  gegenwärtige  besondere  Abdruck  nament- 
lich auch  wegen  der  werthvollen  genauen  Abbildungen  eine  Nachfrage  ver- 
anlassen wird,  welche  mit  der  Wichtigkeit  und  dem  erhöhten  Interesse  des 
Gegenstandes  selbst  im  Einklang  steht.  Die  äussere  Ausstattung  schliesst 
sich  dem  Inhalte  der  Schrift  würdig  an.  Dr.  Kahl.  - 
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